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S.  20,   Z.  8  V.  a.  lies:    „üctersuchang   über  einige  Artikel,    die"    statt: 
„Untersachang,  von  der  einige  Artikel''. 

S.  279,  Z.  11  V.  u.  hes:       ,  ,  .,     ,    ^  statt: -J     ^ — 


ax'^-\-h'x-\-&  '   a'x^'\-b'x''^'{'C'' 

S.  353.  Z.  7  V.  0.   lies:    „Dreiecke  und   Vierecke"    statt:    „Dreiecke  and 

Punkte". 
S.  679,  Z.  17  V.  o.  lies:  „Elasticitatstheorie"  statt:  „Electricitatstheorie". 
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Das  spätere  Erscheinen  des  zweiten  Bandes  unseres 
Jahrbuches  ist  durch  eine  längere  Arbeitseinstellung  in 
der  Officin  der  Verlagshandlung  verursacht  worden. 
Wir  haben  die  französische  Literatur  in  dieses  Heft 
nicht  aufnehmen  können,  weil  uns  wegen  der  durch 
den  Krieg  verursachten  Verkehrsstockungen  beim  Be- 
ginn des  Druckes  das  erforderliche  Material  fehlte.  Die 
betreflfenden  Referate  werden  den  Anfang  des  zweiten 
•Heftes  bilden ;  für  das  zweite  und  dritte  Heft  wird  eine 
solche  Trennung  nicht  erforderlich  sein^ 

Die  Anordnung  der  geometrischen  Arbeiten  ist  ge- 
ändert worden,  da  die  im  ersten  Bande  durchgeftlhrte 
Eintheilung  sich  nicht  durchgängig  bewährt  hat. 

Für  die  zahlreichen  Zusendungen  der  Arbeiten  von 
Seiten  der  Herren  Verfasser  sprechen  wir  an  dieser 
Stelle  unseren  Dank  aus,  da  uns  eine  besondere  Be- 
antwortung wegen  der  grossen  Zahl  nicht  möglich  war. 
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Erster  Absclmitt 
Geschichte  und  Philosophie* 

Capitel  L 
Geschichte. 

C.  A,  Bebtschnbider.     Beiträge  zur  Geschichte  der  grie- 
chischen Geometrie.    Pr.  Gotha.   1869. 

C.  A.  Bbstschneider.    Die  Geometrie  und  die  Geometer 

vor  Euklides.    Leipzig.    Teabner.    1870. 

Die  erst  citirte  Arbeit  entbält  nur  Vorstudien  zu  der  zweiten 
ansftlbrlicheren.  Im  ersten  Abschnitt  wird  an  der  Hand  grie- 
chischer Autoren  nachgewiesen,  dass  der  Ursprung  der  Geometrie 
anf  die  Aegypter  zurtlckzuftlhren  sei.  Die  Geometrie  der  Aegypter 
wird  als  „Reisskunst^  charakterisirt,  die,  auf  einer  geringen  An- 
zahl Yon  bewiesenen  Lehrsätzen  begründet,  vorzugsweise  Regehi 
zur  Gonstruction  von  Aufgaben  enthalten  habe,  die  die  Praxis  ge- 
stellt Der  mathematische  Umfang  wird  näher  auseinanderge- 
setzt. Der  zweite  Abschnitt  behandelt  den  Uebergang  der 
ägyptischen  MaÜiematik  an  die  Griechen.  Die  ersten  Anfänge 
ägyptischer  Kenntnisse  wurden,  nach  des  Verfs.  Ausführung,  durch 
die  in  Folge  der  Vertreibung  der  Hyksos  um  1700  v.  Chr.  statt- 
findende Ansiedlung  von  Aegyptern  in  Griechenland  eingeführt. 
Später  thaten  die  Studien  des  Thaies  und  namentlich  des  Pytha- 
goras  in  Aegypten  selbst  das  Uehrige.  Der  erste,  welcher  die 
eigentliche  Geometrie  in  Griechenland  einbürgerte,  ist  Thaies. 
Sein  Aufenthalt  in  Aegypten  und  die  Untersuchung,  was  von  den 
ihm  zugeschriebenen  Entdeckungen  ihm  eigenthümüch ,  was  ton 
den  Aegyptern  überkommen,  bildet  den  dritten  Absehintt  Dem 
flchliessen  sich  Notizen  über  die  mathematischen  und  astronomisclieQ 

ForiMhr.  d.Maüi.  U.  1.  1 

Digitized  by  VjOOQIC 


2  I.  Abschnitt.    Geschiclite  und  Philosophie. 

Leistungen  der  jonischen  Schale  und  des  isolirt  dastehenden 
Geometers  Oinopides  an.  Als  eigentlicher  (Jründer  der  wissen- 
schaftlichen Geometrie  ist  indessen  erst  Pythagoras  im  Verein 
mit  seinen  unmittelbaren  Schülern  anzusehen  (Abschnitt  IV.).  Durch 
Zersprengung  des  Pythagoräischen  Bundes  wurden  die  yon  dem- 
selben gewonnenen  Kenntnisse  in's  Publikum  gebracht.  Von  den 
Schülern  des  Pythagoras  bis  zu  Piaton  werden  im  V.  Abschnitte 
behandelt  Hippokrates  aus  Chios,  Antiphon ,  ein  Athenischer 
Sophist,  und  Bryson,  die  sich  vorzugsweise  mit  der  Quadratur  des 
Kreises  beschäftigten.  Der  VI.  Abschnitt  behandelt  die  Geometer 
von  Piaton  bis  Euklides.  Platon's  eigene  Leistungen  auf  diesem 
Gebiete  sind  nur  gering,  doch  lenkte  er  die  Bemtlhungen  seiner 
Schule  besonders  auf  die  Theorie  des  Irr^tioMlen  hin.  Natment- 
lieh  besprochen  werden  die  Leistungen  von  L^ofl^pa^s  vpn  Thasos, 
Theaitetos  von  Athen  und  Archytas  von  Tarent,  die  nicht  un- 
mittelbar zu  Platon's  Schule  gehörten;  von  seinen  eigentlichen 
Schülern  Deinostratos,  Menaichmos,  Eudoxos  von  Knidos,  Her- 
ll;lQjti^los  von  Kolophon.  Im  Anhange  endlich  werden  die  Lei- 
stungen einiger  Geometer  der  alexandrinischen  Schule  behandelt, 
des  Perseus,  Nikomedes  und  Diokles.  0. 

Oantor.  Recension  über  Bretschneider,  Beiträge  zur 
Geschichte  der  griechischen  Geometrie.  Schlomilch  z.  xiv. 

Litz.  29-30.   1869. 

G.  Fbisdleik.  Die  Zahlzeichen  und  das  elenientare 
Kechnen  der  Griechen,  Römer  und  des  christlichen 
Abendlandes  vom  7.  bis  13.  Jahrhundert.  Sriaogen. 
JPi«iohert  1869.  | 

J.  HoüEL.    ;,Die  Zahlzeichen  und  das  elementare  Rechnen 

etc.*   von   G.   Friedlein.      Boncompagni  Bdl.  in.  67-90.  1870. 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  war  bereits  1868  unter  dem 
Titel  ^Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik^  erschienen  (siehe 
Fortschr.  d.  M.  I.  3-4).  Der  übrige  Theil  beschäftigt  sich  zunächst 
mit  d€ir  Darstelluiiig  der  Zahlen  bei  den  Bömern.  Es  werden  die 
Bdcheninstrumente  der  Römer  besprochen;  zunäehst  der  Abacus, 
der  bei  den  Körnern  in  zwei  verschiedenen  Artop  yorkommt; 
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ferner  waren  Biegung  and  Stellung  von  Fingern  im  Gebrauch« 
endlieb  zuBammenfassende  Zeichen.  Der  dritte  Abschnitt  behan- 
delt die  Zeit  vom  7.  bis  zum  13.  Jahrhundert  n.  Chr.  Auch  hier 
treten  jene  drei  Arten  der  Zahlendarstellung  auf.  Der  Abaeus 
spielt  ebenfalls  eine  wichtige  Solle.  Durch  arabischen  Einfluss 
kamen  dann  im  12.  Jahrhundert  die  Ziffern  gobär  auf,  d.  h.  die 
Darstellung  der  Zahlen  dnrch  neun  Zeichen  und  einen  circulus, 
die  Null 

Der  zweite  Theil  beschäftigt  sich  mit  dem  elementaren 
Rechnen.  Bei  den  Griechen  kommen  Tor  die  yier  Spezies  und 
das  Quadratwuizelausziehen,  bei  welchem  versuchsweise  verfahren 
wurde.  Ebenso  werden  dann  dieBdmer  unddas  Abendland  vom  ^ 
7.  bis  13.  Jahrhundert  behandelt.  Auf  den  reichen  Inhalt  hier 
auch  nur  andeutauigsi^fesse  näher  einzugehen,  verbietet  der  be- 
schränkte Baum.  0. 

F.  JxxHOEÄJNS.     Ueber  Methode  und  Genauigkeit  astro- 
nomischer Beobachtungen  bei  den  Alten,  Pr.  Stettin.  X870. 

Der  Verf.  giebt  eine  Uebersicht  der  Methode  der  alexandri- 
nischen  Schule  bei  ihren  astronomischen  Beobachtungen,  verbunden 
mit  Notizen  ttber  die  aus  derselben  resultirenden  Fehler.  Zum 
Schluss  finden  sich  Bemerkungen  ttber  die  Zeitmessinstrumente 
dieser  Schule.  0. 

C.  GöBEL.     De  coelestibus  apud  Platonem  motibus.   Pr. 

Wernigerode  1869. 
Die  Arbeit  ist  ihrem  Inhalte  nach  zu  philologisch,  um  mehr 
als  den  Titel,  der  Vollständigkeit  halber,  anzuführen.       0. 

C.  V.  LiTTROW.     lieber  das  Zurückbleiben  der  Alten  in 
den  Naturwissenschaften.    Wien.  Gerold.    1870. 

Becension  von  Schlömilch  dazu  siehe  Schldmilch  Z.  XV. 
Litz.  75-7ß.    Granert  Aroh.  LI.  112-114.   1870. 

G.  Hofmann.     Die  Sonnenfinsterniss    des   Thaies    vom 

28.  Mai   585   V.  Chr.    Pr.   Triest   1870. 

«     Max  Dunker  bat  in  seiner  Geschichte  das  Alterthums  sich 

1* 
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dahin  entschieden,  dass  die  Sonnenfinsterniss  am  30.  Sept.  610 
V.  Chr.  die  des  Thaies  gewesen  sei.  Der  Verfasser  weist  nun 
nach,  dass  keine  in  die  Zeit  von  612  bis  693  fallende  Sonnen- 
äisterniss  in  Eleinasien  total  gewesen  sei,  die  Yon  585  aber,  ob- 
wohl total,  sich  nicht  auf  den  Lydisch-medischen  Krieg  beziehen 
kann,  weil  damals  Eyaxares  schon  acht  Jahre  gestorben  war. 
Wahrscheinlich  hat  aber  Thaies  überhaupt  nur  eine  Sonnenfinster- 
niss  vorausgesagt,  und  diese  ist  von  dem  lange  nach  ihm  schrei- 
benden Herodot  auf  die  Sonnenfinsterniss  des  Krieges  übertragen 
worden.  Die  seine  Ansicht,  dass  die  Sonnenfinsterniss  des  Thaies 
die  vom  Jahre  585  ist,  unterstützende  Notiz  des  Diogenes  Laertius, 
dass  nllmlich  Thaies  ^seit  dem  Archontat  des  Damasias  (585-583 
V.  Chr.)  „der  Weise^  genannt  worden  sei,  wohl  in  Folge  seiner 
Vorherverkündigung,  scheint  dem  Verf.  entgangen  zu  sein. 

Ce- 

M.  Steinsghneidbr.  Zur  Geschichte  der  üebersetzungen 
aus  dem  Indischen  in's  Arabische  und  ihres  Ein- 
flusses auf  die  arabische  Literatur,  z.  d.  Deutsch.  Morgeni. 
Oea.  XXIV.  325-392.    1869. 

Der  Verf.  knüpft  an  die  Vorrede  des  Abraham  Ihn  Esra, 
welche  dieser  seiner  Uebersetznug  des  arabischen  astronomischen 
Werkes  Kaiila  we-Dimnar  vorgesetzt  hat,  an  und  giebt  die- 
selbe zum  ersten  Male  im  hebräischen  Urtext  und  in  deutscher 
üebersetzung.  Durch  die  Angaben  dieser  Vorrede  in  Verbindung 
mit  einer  Fülle  von  sonstigen  literarischen  Notizen  giebt  der  Verf. 
eine  Berichtigung  der  Angaben  fast  aller  Schriftsteller  über  die 
berühmtesten  arabischen  Mathematiker.  Ein  Resumö  seiner  Re- 
sultate zu  geben,  dürfte  in  kurzen  Worten  unmöglich  sein;  die 
Uebersicht  wird  durch  den  vollständigen  Index  wesentlich  er- 
leichtert. Ce. 

B.  BoNCOMPAGNi.  Intorna  all'  opera  d'Albiruni  sull'  India. 

BoDCompagni  Ball.  11.  153-206.   1869. 
Die  Arbeit  behandelt  eine  Beschreibung  Indiens,  die  dem 
arabischen  Mathematiker  Abul - Bih&n -Mohamed - ben -Ahmed  Albi- 
mni  aus  dem  11.  Jahrhundert  zugeschrieben  wird.  0. 
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M.  StBIKSCHMEIDBR,  Levi  ben  Gerson.  Hebräische  Bibliographie 
IX.  162-164. 
Mittheilung  über  eine  in  dem  Basler  Codex  F.  II.  33  ent- 
haltene Handschrift  des  Schriftchens  des  Levi  ben  Gerson  oder 
lateinisch  Leo  Ebraens:  De  nnmeris  armonicis  (Leo  starb  20.  April 
1344).  Das  Schriftchen  zeigt,  dass  es  ausser  den  Zahlen  2  und 
3;  3  und  4;  8  und  9  keine  anderen  unmittelbar  folgenden  Zahlen 
gebenrMnn,  die  nur  die  Factoren  2  und  3  besitzen.  Der  Verf. 
untersucht  dann  noch,  welches  grössere  mathematische  Werk  das 
sein  könnte,  welches  Leo  im  Eingang  des  Schriftchens  ftber  har- 
monische Zahlen  erwähnt  Er  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass 
dies  eine  Astronomie  desselben  war,  die  in  lateinischer  Ueber- 
setznng  noch  in  den  Handschriften  Codex  Vaticanus  3098,  Codex 
Vaticanus  3380  und  Codex  Ambrosianus  D.  327  existirt. 

Ce, 
Gustav  Flemming.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte  des  Ka- 
lenders. Pr.  Altenburg.  1869. 
Abdruck  und  Erklärung  eines  Calendariums  ftir  die  Jahre 
1434 — 1457,  sehr  ähnlich  dem  Kalender  des  Johannes  de  Ga- 
mundia,  der  von  1442 — 1472  reicht.  Das  Original  befindet  sich 
in  einer  Handschrift  der  y.  Lindenau'schen  Bibliothek.  Der  Ka- 
lender ist  noch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  er  die  goldene  Zahl 
VIII.  dem  2.  Januar  zuweist,  eine  Verbesserung,  welche  auch 
Job.  y.  Gmunden  in  seinem  Kalender  angebracht  hat  Gewisse 
Anzeichen  deuten  darauf  hin,  dass  das  ursprüngliche  Calendarium 
aus  dem  )4.  Jahrhundert  stammt  Auch  ttber  den  weiteren  In- 
halt der  Handschrift  ausser  den  16  abgedruckten  Seiten  giebt 
der  Verf.  Auskunft  und  dürfte  derselbe  danach  ftlr  die  Cultur- 
geschichte  yon  hohem  Werthe  sein.  Beiläufig  sei  hier  noch  be- 
merkt, dass  die  Gjmnasialbibliothek  zu  Thorn  zwei  Calendarien 
aus  dem  14.  Jahrhundert  besitzt,  das  eine  sogar  mit  der  nicht 
zweifelhaften  Jahreszahl  1328.  Ce. 

Tappb.     Gerbert  oder  Papst  Sylvester  11.  und  seine  Zeit. 

Fr.   Berlin  1869. 
Die  Abhandlung  giebt  uns  die  politische  Geschichte  Gerberf  s, 
ohne  auf  seine  mathematischen  Studien  einzugehen.        Ce. 
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Gerhard.     Zur  Geschichte  der  Algebra  in  Deutschland. 

Berl.  Monatsber.  1870.  141. 
Das  erste  Manuscript,  das  der  Algebra  erwähnt,  befindet  sich 
iti  der  Bibliothek  za  München.  Es  stammt  aus  der  Benedictiner 
Abtei  St.  Emmeran  und  giebt  einen  IJeberblick  der  Kenntnisse 
in  der  Algebra  um  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts.  In  Wien  ist 
das  Manuscript,  auf  das  sich  Heinrich  Schrejber  aus  Erfurt  und 
Christof  RudolflF  von  Jauer  stützten.  Sein  Titel  ist:  Regula  cose 
oder  Algebra.  Es  finden  sich  darin  Regeln  über  die  Rechnung 
iait  positiven  und  negativen  Grössen,  sowie  Nachrichten  über  die 
Entstehung  der  Wurzelzeichen.  0. 

M,  CüRTZE.    Die   mathematischen  Schriften  des  Nicole 

Oresme*  Berlin.  Calvary.  187a 
Der  Herr  Verf.  giebt  hier  eine  exactere  Zusammenstellung 
und  Analyse  der  mathematisch-physikalischen  Werke  des  Oresme, 
dessen  Algorithmus  proportionum  bereits  1868  von  ihm  yerö£fent- 
licht  wurde  (Fortschr.  d.  M.  L,  5  und  8).  Nach  einer  kurzen 
Biographie  des  Nicole  Oresme  (geb.  in  der  Nonnandie,  in  dem 
ersten  Viertel  des  XIV.  Jahrhunderts;  Schützling  Charles  V.,  der 
ihn  zum  Bischof  von  Lisieux  machte,  wo  er  1382  starb),  be- 
spricht H.  Curtze  die  einzelnen  mathematisch -physikalischen 
Schriften  desselben.    Es  sind  folgende: 

I.    Tractatus  proportionum. 

ti.  Tractatus  de  incommensurabilitate  motuum  celestium  (Nä- 
heres über  den  Inhalt  unbekannt). 

III.  Algorithmus  proportionum  (Rechnung  mit  Potenzen  mit 
gebrochenem  Exponenten). 

IV.  Tractatus  de  latitudinibus  formarum  (enthält  die  Grund- 
idee der  Descartes'schen  analytischen  Geometrie). 

V.  Tractatus  de  uniformitate  et  difformitate  intensionum  (wahr- 
scheinlich eine  weitere  Ausarbeitung  des  Vorigen). 

Vi.  Trait6  de  la  sphöre  (ein  Werk,  durch  welches  sich  Oresme 
die  grOissten  Verdienste  um  die  wissenschaftliche  Sprache 
der  Franzosen  erworben). 

Vn.    IJbiilU  reb  fütufae  ptr  astrmogiam  possint  praesciri. 

Vin.    Ratioiies  öt  cäufiab  pluriüm  mii'abiliuin  in  natura  (Oresme 
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war  ein  entschiedener  Feind  der  Astrologie  und  Zeichen- 
denterei). 

IX.  Plura  qnodlibeta  et  diverse  questiones. 

X.  Solationes  predictomm  problenmatum. 
XL  Traetatos  contra  astronomos  judiciarios. 
XII.     Liber  de  divinacionibus. 

XIL     Uebersetaung  des  Werkes:  De  Coelo  et  Mundo  des  Aristo- 
teles. 
Am  Schlosse  recapitulirt  der  Verf.  kurz  die  Verdienste  des 
Oresme  um  die  Wissenschaft.  IL 

M.  CiJRTZE.  Domenico  Maria  Novara  da  Ferrara,  der 
Lehrer  des  Copernicus  in  Bologna.  Vortrag.  Thom.  Aitpr. 
Monftt88chr.  VI.  785-743.   1869. 

Eine  kurze  Biographie  des  Novara,  aus  mehreren  italienischen 
Monographien  geschöpft.  F.  Hipler  hatte  bereits  in  seiner  Mo- 
nographie: „Nikolaus  Eopemikus  und  Martin  Luther.  Braunsberg 
18ö8^  einige  Notizen  ttber  den  Lehrer  des  Copernicus  gegeben, 
die  hier  ergänzt  und  zum  Theil  berichtigt  werden.  Noyara  ist 
1454  geboren,  wurde  1483  Professor  in  Bologna  und  starb  am 
15.  August  1504.  Er  war  vorzugsweise  beobachtender  Astronom. 
Er  stellte  zuerst  fest,  dass  sich  der  Pol  seit  Ptolemäus  um  einen 
Grad  dem  Zenith  genähert  haben  müsse,  und  bestimmte  die  Schiefe 
der  Ekliptik  zu  23'»29'.  M. 

M.  Gdstze.    Berichtigungen  zu  dem  Aufsatze:  Domenico 
Maria  Novara  da  Ferrara.  Altpr.  Monatssckr.  vil.  S58-dS6. 1870. 
Dieselben  betreflfen  nur  Details,  in  welche  wir  hier  nicht  e&i- 
gehen  können.  M. 

—  —  Domenico  Maria  Novara  da  Ferrara  ^  Maestro 
del  Copernico  in  Bologna.    Lettura.  Bivista  Eoropea  (A.  de 

Gnbernatis).  Firenze.   II.,  3°  fasc.  1-3.  1870. 
Eine  Anzeige  des  obigen  Vortrages.  M. 

M.  CuRTZE.  Ueber  einige  bis  jetzt  unbekannte  gedruckte 
Schriften    des    Domenico  Maria  Novara  da  Ferrara. 

Altpr.  Monatsschr.   VII.  615-621.    1870. 
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M.  GuRTZB.     Weitere  Notizen  über  bis  jetzt  unbekannte 
gedruckte  Schriften    des   Domenico  Maria  Novara  da 

Ferrara.    Altpr.  Monatsschr.    VII.  726-727.   1870. 

Diese,  im  Besitz  des  Fürsten  Boncompagni  zu  Rom  befind- 
lichen, hier  näher  beschriebenen  Schriften  enthalten  unter  Anderem 
Stellen,  in  denen  jenes  wichtigen  Frognosticons  erwähnt  wird,  in 
welchem  Noyara  zuerst  behauptete,  die  Weltachse  habe  ihre 
Lage  seit  Ptolemäus  verändert  und  sich  dem  Zenith  genähert 

M, 

Leopold  Prowe.     Das  Andenken    des   Copernicus    bei 
der  dankbaren  Nachwelt.    Thom.  Lambeck.  1870. 

Eine  Zusammenstellung  und  Beschreibung  der  zunächst  in 
der  Provinz  Freussen,  dann  aber  auch  ausserhalb  derselben  be- 
findlichen Monumente  und  Bilder  auf  den  grossen  Thorner 
Astronomen.  Ce. 

Leopold  Prowe.     üeber  den  Sterbeort  und  die  Grab- 
stätte des   Copernicus.    Thom.  Lambeck.   1870. 

Seit  Hartknoch  in  seinem  „Alt  und  Neues  Freussen''  dem 
Zweifel  Ausdruck  gegeben,  ob  Copernicus  wirklich  in  Frauenburg 
begraben  sei,  ist  vielfach  darüber  gestritten,  ob  er,  wie  zwei 
Frauenburger  Manuscripte  sagen,  in  Thorn  gestorben  und  be- 
graben. Der  Verf.  zeigt  nun  an  der  Hand  der  tiberlieferten  Nach- 
richten und  authentischen  Aktenstücke,  dass  Copernicus  in 
Frauenburg  gestorben  ist,  dass  aber  die  Stelle  in  der  dortigen 
Domkirche,  an  welcher  Anfang  dieses  Jahrhunderts  Czacki  die 
Gebeine  desselben  aufgefunden  haben  wollte,  nicht  die  Grabstätte 
sein  kann,  wie  sich  auch  durch  theilweise  Entzi£femng  der  In- 
schrift bewahrheitet  hat,  wonach  dort  das  Grab  des  Bischofs 
Henricus  Flemming  ist,  der  1300  starb.  Czacki  fand  eben  das, 
was  er  finden  wollte.  Ce. 

J.  Fiedler.    Peurbach  und  Regiomantanus.    Eine  biogra- 
phische Skizze.    Pr.   Leobschatz  1870. 

Die  biographische  Skizze  der  beiden  bedeutendsten  deutschen 
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Astronouien  vor  Copeniicus  bringt  nur  wenig  Neues  und  ist  nicht 
frei  Yon  Fehlem.  Die  erste  Ausgabe  Yon  der  Theoriae  Plane- 
tarum des  Feurbach  ist  nicht  in  4®  sondern  in  Fol.  gedruckt,  sie 
ist  nicht  1460,  sondern  1472  erschienen.  Der  Verf.  sagt  später 
selbst,  dass  Begiomontan  seine  Druckerei,  aus  der  sie  hervorging, 
erst  1471  einrichtete.  Auf  dem  letzten  Blatte  wird  freilich  eine 
Beobachtung  aus  1460  erwähnt,  dies  ist  aber  bekanntlich  das 
letzte  Lebensjahr  Peurbach's  (er  starb  8.  Apr.  1461)  und  schon 
deshalb  unmöglich  das  Jahr  des  Druckes,  da  ja  das  Buch  erst 
nach  seinem  Tode  erschien.  Yon  den  übrigen  angeführten  Aus- 
gaben ist  nur  die  letzte  zu  Ingolstadt  gedruckt,  nicht  alle.  Die 
von  1499  ist  z.  B.  in  Venedig  erschienen.  Auch  die  Fabel  Yon 
griechischem  Gifte,  an  dem  Begiomontan  gestorben,  hätte  nicht 
wieder  aufgefrischt  werden  sollen,  sondern  vielmehr  widerlegt. 
Begiomontan  starb  an  der  Pest.  Wäre  Gift  die  Ursache  seines 
Todes,  so  hätte  wohl  kaum  Papst  Sixtus  IV.,  der  ihn  nach  Bom 
bescbieden  hatte  und  sein  eifriger  GOnner  war,  unterlassen,  eine 
Untersuchung  einzuleiten,  selbst  wenn  auch  nur  der  Verdacht 
einer  Vergiftung  vorgelegen.  Von  alle  dem  ist  aber  Nichts  be- 
richtet. 

Oelegeutlieh  die  Bemerkung,  dass  die  Schreibweise  CopemiAus, 
der  wir  hier  stets  begegnen,  falsch  ist.  Die  Familie  schrieb  sich 
Eoppemigk,  er  selbst  hat  aber  sich  nie,  weder  in  seinen  latei- 
nischen, noch  seinen  deutschen  Schriften  anders  als  latinisirt 
Gopemicus  geschrieben,  und  so  sollte  man  doch  seinen  Namen 
beibehalten.  Ce. 

BsBUSiNG.  Gerhard  Krenaer  genannt  Mercator,  der 
deutsche  Geograph.    Vortrag  zu  Duisburg  am  30.  März 

1869.    Dmsbarg.   Nieten.   1869. 

J.  A.  Gbunbrt.  Görard  Mercator  oder  Gerhard  Mer- 
cator?  Der  berühmte  Geograph  und  Mathematiker  ein 
Flamänder  oder  ein  Deutscher?   Gnmert Archiv  l.  Lit.Ber. 

CO.  1-12.  1869. 
Breusing  will  in  seiner  kleinen  Schrijfl  beweisen,  dass  der 
bis  jetzt  stets  als  Flamänder   angesehene   berfihmte  Geograph 
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Mercator  ein  Deutscber  sei.  Seine  Angaben  sind  nnverbUrgt  bis 
auf  die  eigenen  Worte  Mercator's:  „Obwohl  ich  in  Flandern 
geboren  bin,  so  sind  doch  die  Herzoge  von  Jülich  meine 
angestammten  Herren,  denn  unter  ihrem  Schutze  bin 
ich  in  Jttlicher  Lande  und  von  Jttlichschen  Eltern  er- 
zeugt und  erzogen^  aus  der  Widmung  seiner  Tabulae  Galliae 
et  Germaniae  an  die  Herzöge  von  Jülich.  Ob  man  dieselben  mit 
Grunert  als  einen  reinen  Ausdruck  der  Courtoisie  halten  muss, 
durfte  doch  fraglich  sein,  da  er  seine  Eltern  nicht  Jülich  seh 
nennen  würde,  wenn  sie  es  nicht  wirklich  waren,  und  die  Na- 
tionalität der  Eltern,  nicht  der  zufällige  Geburtsort  die  Nationalität 
bestimmt.  Als  gute  Vergleichung  giebt  Grunert  noch  in  seiner 
Abhandlung  den  Abschnitt  über  Mercator  aus  der  Histoire  des 
sciences  mathömatiques  et  physiques  chez  les  Beiges  par  A.  Quetelet, 
von  der  soeben  eine  zweite  Auflage  erschienen  ist.         Ce. 

L.  F.  Ofterdinger.     Ueber  den   Keppler  sehen   Kessel 
in  Ulm.    Vortrag,  gehalten  in  Ulm  den  7.  Januar  1870. 

Ulm.    Wagnerische  Drackerei. 

Nachdem  Keppler  1611  sich  wieder  verheirathet  hattoy  kam 
er  durch  seine  vielfachen  Haushaltungssorgen  auf  die  Abfbssnng 
des  berühmten  Buches  Nova  stereometria  doliorum  etc.  Linz  1615, 
das  er  dann  popularisirt  in  dem:  „Ausszug  auss  der  Vralten 
Messe-Kunst  Archimedis  etc.  Linz  1616^  von  Neuem  herausgab; 
dies  war  der  Grund,  dass  sich  der  Magistrat  in  Ulm  an  ihn  wen- 
dete, als  er  die  Maasse  und  Gewichte  der  Republik  wieder  in 
Ordnung  bringen  wollte.  Der  Kessel  Keppler's,  der  nach  seiner 
Angabe  gefertigt  ist,  befindet  sich  noch  jetzt  in  der  Sammlung 
des  Kunst-  und  Alterthumsvereines  ftlr  Ulm  und  Obersehwaben. 
Die  kleine  Schrift  Ofterdinger's  giebt  ausser  einer  Abbildung  des 
Kessels  genaue  Angaben  über  seine  Maasse  nach  heutigem  Ge- 
brauche und  eine  Vergleichung  der  dadurch  wiedethergeBtellten 
alten  Ulmer  Gemässe  mit  den  jetzt  gebräuobliehen.         Ge. 

F.  Jacoli.     Notizia  sconosciuta  relativa  a  Bonaventura 

Oavalieri.      Boncompagni  BuU.  II.  099-812.   1869.  Q. 
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E.  Wohlwill.  Der  Inquisitionsprocess  des  Galileo  Galilei, 

Berlin.    Oppenheim.   1870. 

G.Fbiedlein.  Recensionüber:  ^Wohlwill,  Der  Inquisitions- 
process des  Galileo  Galilei/^    Hoffmann  z.  L  aas -340.    1870. 

Herr  Wohlwill  kommt  durch  seine  Untersuchungen  zu  dem 
Resultat,  dass  die  Inquisition  die  Yerurtheilung  des  Galilei  auf 
Grand  eines  rechtlich  werthlosen,  entweder  niemals  geprüften 
oder  als  werthlos  erkannten  Dokumientes  beschlossen  hat.  Die 
Aktenstücke  aus  dem  Jahre  1616;  auf  deren  Inhalt  Herr  Wohl- 
will seine  Ansicht  begründet,  sind  nach  Ansicht  des  Herrn  Fried- 
lein jedoch  nur  Theile  eines  einzigen,  das  eine  wesentlich  andere 
Stellung  einnimmt,  als  Herr  W.  meint,  so  dass  die  Anl3chauung 
des  Herrn  Wohlwill  über  die  juristische  TJnhaltbarkeit  der  Ver- 
ur&eilung  Galilei's  seitens  des  Inquisitionstribunals  unbegründet 
wäre. 

Mit  demselben  Gegenstande  beschäftigt  sich: 

J.  Ghbbabdl  II  Processo  Galileo  riveduto  sopra  do- 
cumenti  di  nuova  fönte.   Pirense  1870.  0. 

G.  Govi.     Intorno  a  tre  lettere  di  Galileo  Galilei  tratte 

dall'    Archivio   dei  Gonzaga.    Boncompagni  Bull.  m.  267-281. 
1870. 

K.  Wolf.    Die  Erfindung  des  Fernrohres  und  ihre  Folgen 

für  die  Astrononue.  Rede.  Zürich.  Schulthess.  1870. 
Die  Arbeit  behandelt  Abschnitt  I.  die  Entdeckung  der  Brillen 
und  Fernröhre;  Abschnitt  II.  die  Entdeckungen  Galilei's  im  Ge- 
biete der  Astronomie  mittelst  derselben;  Abschnitt  IE.  die  Ver- 
besserung des  Fernrohres  und  endlich  Abschnitt  IV.  den  Gali- 
lei'schen  Process.  0. 

G.  A.  VoBSTERMAN  van  OijEN.  Quelques  Arpenteurs 
hollandais  de  la  fin  du  XVI*.  et  du  commencement 
du  XVIP.  si^cle  et  leurs  instruments.    Boncompagni  BuU. 

m.  823-876.    1870. 
Die  Arbeit  giebt  Auskunft  über  die  folgenden  Werke  und 
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ihre  Verfasser:  1)  „Practigk  deslandmetens:  Leerende  alle  ratte 
ende  kromgydige  Landen  Bosschen  Boomgaerden  ende  andere 
yelden  nieten  soo  vel  met  behulp  des  Qnadrants  als  sonder  het 
selve.  Mitsgaders  alle  Landen  deelen  in  ghelijcke  ende  on- 
ghelijcke  deelen  ap  yerscheyden  manieren,  met  eenighe  nienwe 
ghecalculeerde  Tafeln,  deer  toe  dienende.  Gecomponeert  door  Johan 
Sems,  ende  Jan  Pietersz  Dou^  Amsterdam.  2)  „Les  oeuvres  ma- 
thömatiqaes  de  Simon  Stevin  de  Brnges,  ot  sont  insiröes  les 
ra^moires  mathömatiqnes  esqnelles  s'öst  exercäe  le  Trös-haut  et 
Trös- illustre  Prince  Maurice  de  Nassau.  Le  tont  rem,  corrigi 
et  augmentß  par  Albert  Girard  Samielois."  Leide.  3)  „Oeuvres 
mathömatiques  de  Samuel  Marolois  Traictant  de  la  Gtomätrie  et 
Fortification,  räduites  en  meilleur  ordre,  et  corrigtos  d'un  nombre 
infiny  de  fautes  escouläes  aux  impressions  pröc6dentes :  la  Göomötrie 
par  Theodore  Verbeeck  et  la  Fortification  par  Fran^ois  Tan  Schoten. 
Amsterdam.^  4)  Dasselbe  Werk  in  demselben  Jahre  1628  her- 
ausgegeben Yon  Albert  Girard.  5)  „Practique,  Om  te  Leeren 
Rekenen  Cypheren  ende  Boeckhouwen  met  die  Regel  Coss,  ende 
Geometrie  seer  Profytelycken  voor  Allen  Coopluyden.  Van  Njeams 
ghecarrigeert  ende  vermeerdert  Deur  Nicolaum  Petri  Dauentrien- 
sem.  Amsterdam  1567.^^  6)  Manuale  Arithmeticae  et  Geometriae 
Practicae,  Door  Adrianum  Metium.  Franeker  1633."  Zahlreiche 
Auszüge  aus  diesen  Werken,  erläutert  durch  Figuren,  suchen  ein 
Bild  der  damaligen  Feldmesskunst  zu  geben.  O. 

KiESSLiNG.     Chr.  Huygens  „De   circuli   magnitudine  in- 
venta"  als  ein  Beitrag  zur  Lehre  vom  Kreise.     Plene- 

burg.   Herzbrach.   1869. 
Abdruck  der  Arbeit  von  Huygens  nebst  eigener  kurzer  Her- 
leitung der  Ton  Huygens  gefundenen  Resultate. 

Schlömilch's  Recension  siehe  Schlömilch's  Z.  XIV.  Litz.  45. 

Ö. 

Ernst.    Descartes,  sein  Leben  und  Denken.  Pr.  Böhmiach 

Leipa  1869. 

J.  G.  Dreydobff.    Pascal,  sein  Leben  und  seine  Kämpfe. 

Leipzig.   DuQcker  und  Homblot.   1870. 
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Das  Werk  enthält  vorzugsweise  Nachrichten  ttber  den  theo- 
logischen Entwiokelnngsgang  PascaVs  (Blaize  Pascal,  geb.  den 
10.  Juni  1623  zu  Clermont,  gest  am  19.  Aug.  1652  zu  Paris)  und 
seine  Kämpfe  gegen  die  Jesuiten.  Der  übrigen  wissenschaftlichen 
Leistungen  wird  nur  nebensächlich  gedacht. 

Gantor,  Recension  dazu  siehe  Schlömilch  Z.  XV.  Litz.  16-28. 

0. 

J.  PiSKo.     Newton  oder  Pascal.    Pr.  Wien.  1870. 

Nach  einer  kurzen  Charakteristik  der  Leistungen  Newton's 
und  Pascal*s  auf  wissenschaftlichem  Gebiete  giebt  die  Arbeit  ein 
sehr  übersichtliches  Resum6  des  bekannten  Ghasles'schen  Streites. 

0. 

H.  Hankel.  Die  Entdeckung  der  Gravitation  —  und 
Pascal.    Ein  literarischer  Bericht.  Schlömilch  xiv.  165-178. 

1869. 
Eine  gedrängte    Darstellung   des  bekannten   Ghasles'schen 
Handscbriftenstreites,  welche  jedoch  nur  bis  Ende  1867  reicht, 
also  den  schliesslichen  Ausgang  jener  Angelegenheit  nicht  mehr 
enthält,  B. 

C.  Steüve.  Versuch,  die  naturphilosophischen  Ansichten 
Newton's  in  ihrer  Beziehung  zu  denen  seiner  Vor- 
gänger darzulegen.    Pr.   Sorau.   1869. 

Die  Arbeit  giebt  zunächst  eine  Darstellung  der  verschiedenen 
Methoden,  welche  Newton  in  den  beiden  ersten  und  im  3.  Buche 
der  ^Philosophiae  naturalis  principia  mathematica^  eingeschlagen 
hat  Dem  lässt  der  Verf.  eine  Analyse  der  allgemeinen  natur- 
philosophischen Anschauungen  Newton's  folgen.  Den  Schluss 
der  Abhandlung  bildet  ein  Vergleich  der  Anschauungen  Newton's 
mit  denen  Descartes',  Locke's,  und  seiner  Vorgänger  Baco  und 
Hobbe.  0. 

J.  DuRDiK.     Leibniz  und  Newton.   Halle.  Pfeffer.  1869. 

F.  GlESEL.      Jacob    Bernoulli.     Pr.   Leer.   1869. 
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Eine  Lebenabeschreibuog  Jakob  BemouUi's  mit  bieoooderer 
Berücksichtigung  des  Streites  mit  seinem  Bruder  Johann. 

Cantor,  Becension  dazu  siehe  Schldmilch  Z.  XV.  Litz.  17-19. 

0- 

F.  Bürckhardt-Bbenkbe.    Leonhard  Euler  s  Lehre  vom 

Licht.    Pr.   Basel    1869. 

Verf.  setzt  in  der  vorliegenden  kleinen  Schrift  die  Anaicbten 
Descartes'y  Newton's  und  Huygens'  in  populärer  Weise  auseinander. 
Den  Hauptinhalt  bildet  eine  Darstellung  der  Euler*schen  Lehre 
über  die  Natur  der  Lichterscheinungen,  wobei  die  irrigen  Än> 
schauungen  desselben  nicht  übergangen  werden.  Euler*s  wesent- 
liches Verdienst  besteht  in  der  Wiederaufstellung  der  Undulations- 
theorie  zu  einer  Zeit,  wo  Alles  der  Newton'schen  Lehre  anhing. 
Betont  wird  auch,  dass  Newton  selbst  die  Emanationshypothese 
nicht  als  unbedingt  sicher  aufgestellt,  sondern  auch  der  Wellen- 
theorie eine  gewisse  Berechtigung  eingeräumt  habe.  0. 

P.  Sigmund  Fellöcker.     Geschichte  der  Sternwarte  der 
Benedictinerabtei  Kremsmünster.  Pr.  Kremsmünster.  1864-69. 

Den  Anfang  bildet  eine  einleitende  Uebersicht  über  die  Lei- 
stungen der  Mitglieder  des  Stiftes  vor  Gründung  der  Sternwarte. 
Gebaut  wurde  letztere  unter  dem  Abte  Alexander  Fixlmillner  in 
den  Jahren  1748-1758  unter  besonderer  Fürsorge  von  Anselm 
Desing  durch  Wolfgang  Seethaler  und  seinen  Sohn  Leonhard. 
Der  erste  Astronom  war  Placidus  Fixlmillner  (1762-1791),  der 
zweite  P.  Thaddäus  Derfflinger  (1791-1821),  der  dritte  F.  Bonifaz 
Schwarzenbrunner  (1824-1830),  der  vierte  P.  Marian  Koller 
(1830-1847).  Die  Leistungen  derselben  einzeln  aufzuführen, 
würde  den  hier  gestatteten  Baum  eines  Beferates  weit  über- 
schreiten. Neben  einer  Lebensbeschreibung  finden  sich  die  wissen- 
schaftlichen Arbeiten  und  Manuscripte,  die  Anschaffung  an  In- 
strumenten, die  gemachten  Beobachtungen,  ja  sogar  die  Correspon- 
denz  eines  Jeden  aufs  Eingehendste  besprochen.  Zugleich  wird 
über  die  sonstigen  naturwissenschaftlichen  Sammlungen  des  Stiftes 
berichtet  O. 
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H.  Hanksl.  Die*  Entwiekelung  der  Mathematik  in  den 
letzten  Jahrhunderten.  Akademische  Antrittsrede. 
To^iDgeii.  Faea.   1869. 

Die  Bede  enthält  in  grossen  Zttgen  ein  Bild  der  Entwickelung 
der  Mathematik.  Von  Endid  und  Diopfaant  ausgehend,  ttber- 
springt  sie  das  Mittelalter  g&nzlich  und  gewährt  nur  bei  den 
eigentUeh  epochemachenden  Namen  einen  genaueren  Einblick  in 
den  erreichten  Fortschritt.  0. 

E.  F.  Kummer.  Festrede  am  8.  August  1869.  Beriia. 
Vogt  XSß9. 

Nach  einer  Darstellung  des  traurigen  Zustandes  des  mathe- 
naÜBohen  StudimDS  in  Deutschland  vor  Gauss,  werden  die  Wir- 
kongen  seiner  Schriften  besprochen.  Das  eigentliche  Aufblühen 
des  Studiums  der  Mathematik  ist  ab^r,  in  Folge  der  geringen 
Rücksicht,  welche  Gauss  auf  das  Didaktische  nahm,  erst  von  dem 
Auftreten  Jacobi's  in  Königsberg  und  Lejeune-Dirichlet's  in  Berlin 
zu  rechnen.  Zum  Sohluss  wird  auf  die  grosse  Wichtigkeit  auf- 
merksam gemacht,  die  der  Gründung  des  Crelle*scben  Journals 
im  Jahre  1826,  sowie  der  fortschreitenden  Entwickelung  der 
übrigen  exacten  Wissenschaften  für  das  Gedeihen  der  Mathematik 
beizumessen  ist  0. 

F.  W.  HüLTMANN.    Svenska  aritmetikens  historia.   Dillner 

TidBkr.  n.  57  u.  105.   1869. 
Ein  Bericht  über  die  Lehrbücher  der  Elementar- Arithmetik, 
die  von  Schweden  yerfasst  sind,  so  lange  dort  überhaupt  jene 
Wissenschaft  cultivirt  ist. 

HüLTMANN.     Svenska  aritmetikens  historia.    Dillner  Tidskr. 

m.  7,  49,  241.    1870. 
Fortsetzung  der  obigen  Arbeit.  Hn(Wn). 

R.  Wolf.     Matdriaux  divers  pour  Thistoire  des  Math^- 

matiques.    Boncompagni  Bull.  IL  313-342.    1869. 

L  Ueber  die  Erfindung  der  Libelle  (siehe  das  Referat  über 
Goyi  auf  pag.  16). 
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II.  Koliz  über  den  Tod  von  G.  W.  Stranch;  geb.  6.  Mai 
1811  zu  Heppenheim,  gest  als  Prof.  der  Mathematik  zu  Mari  im 
Aargaa  d.  23.  Januar  1868.  Sein  Hauptwerk  ist:  „Theorie  und 
Anwendung  des  sogenannten  Variationscalculs.    Zürich  1849.^ 

ni.    Notizen  Über  die  Gorrespondenz  der  Familie  BemoullL 

IV.  Supplemente  zu  den  Notizen  ttber  Nicolas  Fatis  de 
Duiller  in  des  Verfassers  Biographien  zur  Culturgeschichte  der 
Schweiz.    4.  Cyclus,  p.  67-68.   Züi-ich  1862. 

V.  Nachrichten  ttber  Marcus  Michael  Bousquet,  den  Verieger 
Euler'scher  und  BemouUi'scher  Werke. 

VI.  Notiz  ttber  Gosimo  Bartoli,  Verfasser  des:  „Del  Modo 
di  misurare  le  distantie,  le  superfide,  i  corpi,  le  piante,  le  pro- 
TinciO;  le  prospettive  et  tuttele  altre  cosi  terrene,  che  posBooo 
occorere  agU  homini.'^  0. 

G.  Govi.     Recherches  historiques  sur  Finvention  du  ni- 

veau  k  bulle   d^air.    Boncompagnl  Ball.  ni.  282-296.    1870. 

H.  Wolf  hatte  in  der  obigen  Arbeit  auf  Grund  seiner  Unter- 
suchungen die  Erfindung  der  Libelle  nicht  Thevenot,  sondern 
Ghapotot,  einem  Mechaniker  in  Paris,  zuerkannt.  Zum  Schluss 
hat  er  die  Gelehrten  Frankreichs  und  Italiens  zu  n&heren  Unter- 
suchungen nach  dieser  Richtung  in  den  dortigen  Sammlung^i 
aufgefordert.  H.  Govi  ist  dieser  Aufforderung  nachgekommen 
und  glaubt  auf  Grund  seiner  Nachforschungen  beweisen  zu  können, 
dass  Chapotot  nicht  die  Libelle,  sondern  ein  anderes  Nivellir- 
Instrument  erfand,  die  Erfindung  der  Libelle  dagegen  mit  Recht 
Thevenot  zugeschrieben  werde.  0. 

F.  Jacoli.  Intorno  a  due  edizioni  di  Marco  Michele 
Bousquet.  Brano  di  lettere  a.  D.  B.  Boncompagni  in 
data  di  „Genova  10  Gennara  1870."  Boncompagni  BuU. 
IIL  91  u.  92.    1870. 

Notiz  über  das  bei  Bousquet  erschienene  Werk:  „Dayidis 
Gregorii  H.  D.  Astronomicae  Professoris  Saviliari  Oxoriae,  et 
Regalis  Societatis  Londonensis  Sodalis  Astronomiae  Physicae  et 
Geometriae  Elementa.   Secunda  editio.  Genovae.  MDGC. '  XXVL^ 

0. 
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L.  Am.  S]iäDiLL<yr:  Les  pro^esseürs  de  math^matiques  et 
de  physiqne  g^n^rale  au  CoU6ge  de  France.  Bonoom- 
pagni  Butt.  IL  34d'de&  dS7-4i8;  461-510.  1869.  HI.  107-170.  1870. 

Die  Yorliegende  Arbeit  iat  vorzogsWeise  bestimmt,  die  Ltteken 
aimsaf&Ueii,  die  sieb  in  den  Werken  von  Onillaume  Duyal:  ,,Le 
College  Royal  de  France  ou  Institation,  Etablissement  et  Qata- 
logues  des  Lecteurs  et  Professeurs  ordinaires  du  Koy,  fondez  k 
Paris  par  le  Grand  Roy  Frangois  I.,  P^re  des  Lettres,  et  autres 
Keys,  ses  successeurs  jusqu'ä  Louis  XIV.  Dieu-donn6."  Paris 
MDCXLIY.  und  vom  Abbä  Gouiet:  ,,Mämoire  historique  et  littä- 
raire  sur  le  College  Royal  de  France."  Paris  MDCCLVIII.  finden. 
Der  Verf.  unterscheidet  vier  Perioden:  1)  1530-1547  die  Grün- 
dung unter  Franzi.  2)  1547-1589  die  Entwickeluug  unter  den 
letzten  Yalois  (Einfbhrung  der  Konkurse  zur,  Besetzung  der 
Stellen).  3)  1589-1774.  4)  1774-1869  mit  speciellen  Angaben 
Aber  die  Besetzung  der  einzelnen  Stellen  in  dieser  Zeit.  Lite- 
rarische Bemerkungen  über  die  Arbeiten  der  Einzelnen  finden  sich 
flberall  eingestreut.  0. 

F.  Jacoli.  Intomo  ad  una  edizione  d^K  Eleimetati 
d'Eaclide.   Lettera  a^  B.  Banconapagni.  Bonoöfipfigili  Bull. 

IIL  297  n.  298.  1870.  .  , 

Nadirieht  ttb^  eine  Ausgabe  der  Elemente  des  EueUd  rtM 
Jahre  1657,  iii  der  sich  efaie  Notiz  über  Prof.  MagnieMs^  findet, 
einen  der  Professoreu  des  College  de  France,  dessen  SMiHot  in 
seiner  Arbeit  erwftbnt  0< 

H.  Martin.  Sur  un  ouvrage  faussemeiit  B,ibt»^\i6'k 
Aristarque   de    Samos.      Lettre    ä    B.    Boncompagni. 

BoBCompagni  Ball.  III.  299-802.  1870. 

H.  S^dillot  hatte  in  seiner  obigen  Arbeit  2  Werke  als  Rober- 
val  zugehörig  angegeben.  Das  eine  derselben  war:  „Aristarchi 
Samii  de  mundi  systemate,  partibus  et  motibus  ejusdem  libellus.'^ 
H.  Martin  bemerkt,  es  stehe  bereits  seit  lange  fest,  dass  det 
Name  des  Aristarch  untesgeschoben  sei,  und  das  Werk  gänzlich 
von  Bobervai  henrflhre.  O. 

FortMlir.  4L  Math.  U.   1.  2 
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B^  BQ)fOOHPA.GNi.    Ißtorno  ad  unp  sorittp  inAitoUto  «^Mer« 

.  morie  concßrnenti  il  Marcheae  GriuKp  CarJ^i  Pe'  Toschi 

di  Fagfiano,  finö  al  mese  di  Pebbrajo-  d^W  anöo  1752," 

ii  ihviätö    dal   Padre    Don   Angele .  0alög6x;^:ial    Conte 

•^  iGioVanni  Maria  Mazzuchelli.  Boncompagni  Bull«  liL-irr^  IB9D. 

pieae  im  Jahre  1866  der  Bibliotheoa  Vaticaoa  einverleibte 
Schrift  enthält  zahlreichere  und  zuverlässigere  Notizen  über  das 
Lebep  Fagnano's,  b\b  die  bisherigen  Quellen  dafür,  die  Schriften 
des  .Abate  Giuseppe  Santini,  der  Abaten  Vecchietti  und  Moro^ 
und  des  Conte  Giuseppe  Mamiani.  Fürst  Bon  compagni  hat  diese 
Schrift  pag.  37-46  abdinicken  lassen  und  mit  historisch-literarischen 
Anmerkungen  begleitet.  .         M. 

F.  Siacci.     Sul  teorema  del  Conte  di.Fagnano.    Boncom- 

''pagni  Bull.  m.  1-26..  1870. 

.i  ;  ^iebe  Al»schn.  yil.,  Cap,  ?^      .  .  .     ;  , 

A.  Genoccht.     Di    una    formola  del  Leibniz   e   di  una 
;;.lejbt€ir!^  dd  L^rgrange  al  Conte  Fagnanp.     Tori^Q  1869, 

H.  Tardy  hatte  iü  deiner  Arbeit  mitgetböilf,  dciss  46r  äcMzehn- 
jährige  Lagrange,  ohne  die  Entdeckungen  Leibniz's  Über  die 
hiOhereQ.  Differenziale  eines  Products  und  die  BernoulUi 'ache  JBeihe 
:^u  kennen  (s.  Fortschr.  d.  M.  I.,  p.  85  ü«  8ß),  aolbständig  zu  den- 
S€(Ibefttß09ultaten  gekopimen  sei*  Dem  BrieC  Lagrange's  an  den 
Gontei  Fagnano  ist  die  Arbeit  Genocchi's  geiwidmet»  Es  wird 
darin  zugleich  der  Brief  mitgetheilt.  Einen  Abdruck  desselben 
£^d()ti.tt>an  auQh  in  der  Arbeit: 

j.  A.  Grunert.     Ein  merkwürdiger  Brief  des  achtzehn- 
jährigen Lagrange    an    den.  Conte    Giulio    Carlo    da 
:    Fagnano,    Grunert. Arch.  L.  223-231.  1869.  0. 

J.  HpüBL.     Sur  une  formule  de  Leibniz.  Bordeaux  1869. 
..     Berichterstattung  aber  die  Arbeiten  Tardjr's  und  Genooehi's. 
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M.  OÄirröB.  Leibniz  tind  die  Differentiation  mit  beliebigem 

Index.    ScMömilch  2.  XIV.  Litz.  30-Sl.  ISeS.  '  -^ 

Mittheilung  über  die  Schriften  von  Tardy  und  Genocchi. 

0. 

''    .  k    .  .'. 

Intomo  ad  una  formola  del  Leibniz.      Ärticöla  eetrtiu  dM 

YolnnM  intitolata:  Monatsberiebt  der  kgl.  Prenss.  Äkadenie  der  WJSMti^ 
Schäften  zu  3Qrliia  an»  dem  Jahre  .1068,  Sessiooe  del  3.  deoe^ibre  18604 
Tradiwqqe  del  Big.  Filippo  K^er..   Boncompagm  .Bü\L,lL,mbtu 
376.  1869.     .  ;       .      .  (  ,. 

•     :.  '  j 

Ch.  G.  Borchaädt.  Sur  quelques  passages  de,  lettres 
de  Leibniz  relatifs   aux  difF^rentielles   ä  indice.  quel- 

COnque.    Bonoompagni  Bull.  II.  277  a.  278,.  .1869,  ,,     . 

FransdsisehB  BeprodueÜan  dior  y^m-iVerf.  in  Atn  Beidinstf 

Akademie  an  die  Tardy'Bche  .Note  geknüpften  Bemi^knnge'n..  -^ 

(Siehe  Fortedir.  d.  M*  L  p.  86u.  86.)        j  :    0.   .'.< 

B.  BoNCQKFAGNi.  ;  Intori^o  ad  uno  $critto,  del  Sig.Pr^^ 
Pl«eida  Tardy*     Boncowpagni  B»ll.  Jl  2;?9v274,  ISß», 

Literarisehe  Notizen  über  denselben  Gegenstand.        Ö. 

M.  Cantoe.  Recension  fiber  A.  Forti,  Intorao  aJla:  vita  ed 
alle  opeire  di  Ltngi  Lagrange.   Sdiioiuiick  Z;xiv.  Lita.^ä. 

57.'j1«69.  .     .:»  .•"■  ■'  '  ■  ^  -.- 

(Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  15.) 

J.  BEBtRATJ^D  urid  George  Darboüx.  C!^  A.  Valsoii 
„La  vie  et  les  travaux  du  Baron  CJaüchy.  ^/vöi:  in  8", 
18$ß."    Jonm^ldea.Sav.  1869.  Aotit.  —  BsiilL  Matli..JL.W6-107:-;1870. 

B.  BoNCOMPAGNi.    La  vie  et  les  travaux  du  Baron  Caucny 

,  ; •  ,  ,,»«r 

etc.  par  C.-A.  Valson  etc.    2.  tom.  Paris  186a  BoDcompagni 
Bull.  n.  1-96.  1869.  ,.  .     "    .  '. 

ESrico  Nardücci.  Indicazione  degli  scritti  di  Agostino 
Caucby  coiitenute  in  ottö  raccolte  scientifiche.  Boncom- 

pagni  Bull-  IL  97-102.  1869.  '      '       "  ''    ' 

2* 
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Die  ReiseQfiiion  Berkaad'd  wirft  d6ia  Y«iaoü'sc3ie.aBnßb6'intt 
fiecht  vor,  dass  es  den  berühmten  Creemeter  mejbir  als  eifrig en 
Katholiken  darstellt,  denn  als  Mann  der  Wissenschaft;  sie.  deckt 
überhaupt  eine  Reihe  wesentlicher  voreiliger  und  schiefer  üriheile 
auf,  die  Valson  über  Gauchy  gefällt  hat,  sowie  mehrfache  Fehler 
bei  DijkFBtellung  4es  Inhalts  seiner  Werke.  Die  Becensipn  Bon- 
compagui's  hält  sich  streng  an  das  ValsoB'sche  Buch,  leidet 
daher,  fast  mochte  man  sagen  noch  im  verstärkten  Maasse,  an 
demselben  Fehler  wie  jenes,  nämlich  mehr  Caüchy's  ThStigkeit 
für  die  religiösen  Orden  zu  schildern,  als  seinen  Einfluss  anf  die 
Fortschritte  der  WissenschafL  Das  I^etztere  thut  Bertrand  in 
seinem  Artikel,  während  der  Boncompagni's  durch  die  vortreff- 
liche, von  Valson  sehr  mangelhaft  gegebene,  Bibliographie  der 
Gauchy'schen  Schriften  von  Werth  ist.  Dem  Artikel  Bertrand's  bat 
Darboüx  eine  summarisdie  Uettersicfat  der  Zahl  der  Gauoby'schen 
Schriften,  nach  Valson  hinzugefügt,  dageg^enigiebt.Nardneci  in 
seinem  Artikel  eine  Angabe  sämmtljcher  Arbeitob  CauchyV  soweit 
sie  in  den  Comptes  B.endus  (654),  den  M^moires  de  TAcad^mie  (21), 
den' Mdinoires  pr6s.  p.  div.  Savatatä^(2),  dem  Journal  de  TEcoIe 
Polyt.  (15\  ^en  Atinalesde  Gergonne  (3),  dem  Bull,  de  Pdfussac 
(22),  dem  BuU.  de  la  Soc.  philpmat.  (16)  und  den  E^rpipe«  d'Ana- 
lyse  etc.  (68)  enthalten  sind,  mit  genauer  Angabe  des  Bandes,  der 
Seitenzahl  und  der  Zeile,  aber  ohne  die  Titel  der  Arbeiten.  Die 
Oesammtzahi  aller  Sebriften  und  Abhandlungen  Gauefay's  ist  789. 
(Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  15.)  Oe..  . 

A,  Gknocchi*     Di  alcuni  scritti  attribuiti  ad  Agostino 

Cauchy.     Atti  di  Torino  V.  1870. 

Mne  kurze  und  gelehrte  historische  Untersuchung,  von  der 
einige  Artikel  abgedruckt  sind  im  Bulletin  des  seiences  miUhö- 
mifttiques  des  Baron  F6russac,  unterschrieben  A.  C.  In  derselben 
wird  festgestellt,  dass  in  einem  Gatalog  der  EgI.  Gesellschaft;  in 
London  (Gatalogue  of  scientific  Papers  1800-1863  compiled  and 
pablished  by  the  Boyal  Society  of  London  t  L  1867)  einige  Ar- 
beiten irrthUmlich  Cauchy  zugeschrieben  sind,  die  Gournot  zuzu- 
schreiben sind.  Jg.  (0). 
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F.  Palermo.     Solla  vita  ed  opere  di  Giovanni  Battista 

Amici.    BoDCompagni  Bnll.  m.  187-248.  1870. 

Lebensbeschreibung  dieses  Gelehrten  mit  eingehenden  Notizen 
über  seine  Instrumente  und  Beobachtungen.  (0.  B.  Amici,  geb. 
d.  25.  März  1786  zu  Modena,  gest.  10.  April  1863,  ist  vorzugs- 
weise bekannt  durch  seine  Verdienste  um  das  Mikroskop.)       0. 

J.   A.    GHÜNERT.      Job.   Jos.  Ign.  V.  Hoffmann.   GraaertArch. 
XLIX.   LitBer.  CLXXXXVI.  1-5.  1869. 

B.geb.  zu  Mainz  17.  März  1777;  1802Supplent  der  Physik  an 
der  Univ.  Aschaffenburg,  1806  Prof.  der  Mathem.  an  derselben 
Anstalt^  1807.Director  des  Forstlehrinstituts  daselbst,  18ö8  in  den 
Ruhestand  getreten,,  starb  in  Ascbaffenburg  am  30-  Jan.  18^. 
Die  Zahl  seiner  vertfifeBiliehten  Arbeiten  ist  42..  Ce, .  ,  ; 

A,  QüETBLET.    Notice  sur  J.-A.  Timmermans.  GmiiertArch. 
XLIX.  Lit  Ber.  CLXXXXIV.  2*12.  1860. 

T.  geb.  22.  Aug.  1801  zu  Brttssel,  Dr.  äs  soieDces  1822^  im 
selben  Jahre  Lehrer  der  Math,  am  College  in  Gent.,  1880  Ca- 
pitain  im  Oenieeorps,  1885  Professor  dcir  M^.  m  der  ,Un^ver- 
sität  Gent,  starb  daselbst  am  2.  Dec.  1864«  '  9.^09  sain^  ^"fifu^^- 
schaftlichen  Tbätigkeit  gerechtwerdenden  Nekrologe  ist  eine  Liste 
der  Werke  von  Timmermans  angehängt;  dieselbe  weist  38Nummeni 
auf,  wobei  seine  Arbeiten  in  den  Annales  belgiques,  der  Cor- 
respondance  de  F^russaC;  den  Annales  de  Gergonne  und  den  M6i|i« 
de  la  Soci6t6  de  Lille  nicht  eingerechnet  sind.  (Siehe  t^ortschr. 
a.  M.  L  14).  Ce. 

C.  Bbuhks.     Johann  Franz  Encke.   Leipsig»  Ganther  1869.  . 

Enrico  Narduccl     Intorno  alla  vita   ed   agli  scritti  di 

Francesco  Woepcke.     Boncompagni  Bull.  II.  119-152.  1869. 

Franz  Woepcke ,  geb.  zu  Dessau  d.  6.  Mai  1S26,  Dr.  der 
Philos.  1847;  Privatdocent  in  Bonn  1850;  1850-1855  zu  Paris 
lebend,  1856-1858  Lehrer  am  College  Royal  Fianfais  in  Berlin, 
dann  wieder  in  Paris  iiHd  im  Auftrage  Böneompagm's  in  England 
lebend,  starb  am  25*  Mxz  1864.  Die  Abhandlung  Narduooi's  giebt 
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eine  Darstellung  des  Lebens  und  ein  yollständi^s,  auoh  bibliogra- 
phisch exaetes  Yerzeiehniss  der  von  Woepcke  veröffentliehten  (50) 
und  d^r  als  Manuscript  hinterlassenen  Schriften  (5);  von  letzteren 
befinden  sich  3  im  Besitz  der  Socii^tö  Asiatique  in  Paris,  die  an- 
deren, Auszüge  aus  arabischen  Handschriften  mit  französischer 
Uebersetzung,  und  174  Briefe  im  Besitze  des  Fürsten  Boncompagni. 
Eine  Analyse  der  Woepcke'schen  Schriften,  die  bei  ihrer  grossen 
Seltenheit  sehr  erwttnscht  gewesen,  giebt  Nardued  nicht 

Ce. 

J.  A.  Grünert.     Christian   Leonhard  Philipp  Eds:hardt 

'      Gruhert  Arch;  XLIX.   Lit.  Ber.  CLXXXXIV.  1  u.  2.  1869. 

E.  geb.  (.  JuH  1784  zu  Dauemheim  in  der  Wetterau,  starb  als 
•Grossh.  Hessischer  Geheimrath  am  20.  Dec.  1866  zu  Darmstadi 
Besonders  hervorzuheben  sind  seine  Bemühungen  um  die  geodä- 
tisobe  Vermessung  seines  Vaterlandes.  Ge. 

E.  Schering.  Notice  biographique  sui*  Bernhard  Riem&nn. 
.   :  Traduit  par  P/ Mansion.  Boncompagni  Bnll.  IIL  40942a  187a 

^  Uebersetzung  aus  den  Göttinger  Nachrichten  1867  mit  einer 
1Sote  taber  Siemahn's  akademische  Thätigkeit  und  einem  Ver- 
zeichmss  seiner  Arbeiten.  0, 

j^EiNBiCH  Gretschel.    August  Ferdinand  Möbius,    Gronert 

^   Arch.  XLIX.   Lit.  Ber.  CLXXXXV.  1-9.  1869. 

\  ..M.  geb.  17. Nov.  1790  zu  Schulpforta,  Dr.  pVil.  1814,  Privat- 
docent  in  Leipzig  1815]  ausserordentl.  Prof,  der  Astronomie  da- 
selbst JL816;  der  barycentrische  Calcul  1827;  ordentlicher  Prof. 
1844;  starb  am  26.  Sept.  1868.  Ce. 

E.  Janichefsky.     Notice  hiistörique'   sui*   la  vie'et   les 

.     travaux  de  Nicolas  Ivanovitch  Lobatchefsky.    Discours 

prbnoncÄ   dans   la   S^ance  solennelle    de  rüniversit6 

Imperiale  deKazan,  le  5/17.  Novembre  1868.    Traduit 

du  russe  par  A.   Potocki.   BoncompagniBuil.  IL  223-262.1869. 

.J,  HoüEL.    Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  N.-J. 

:     Lobatchefsky.  BoiL  MAtb.  L  66r7i.  I87a 

^^ '\  Geb.  1793  zu  Makarlef  im  Gouvernement  Ki0<dmi<-Nowgorod, 
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trat  L.  1802  ^Sbhttley  ia  das  Oyniikaidum  mKtakn;  1807:  ging 
er  auf  die  «eit  2  Jahren  gestiftete  Universität  dieser  Stadt,  über, 
1811  erhielt  er  die  Magisterwürde  und  1812  trat  er  zum  ersten 
Male  als  Supplent  seines  älteren  Bruders  als  Dbcent  der  Arith- 
metik und  Geometrie  auf.  1816  wurde  er  ausserordentlicher  Pro- 
fessor, 1820  war  er  alleitiiger  Vertreter  der  Mathematik  kn  der 
Universität  1827  zum  Bector  gewählt,  behielt  er  diese  Würde 
bis  1846,  in  welchem  Jahre  er  zum  Vicecurätor  derselben  er- 
nannt wurde.  Seit  1847  kränkelte  er  und  starb  am  12/24.  Febr. 
1856.  Die  Arbeit  Janicbefsky's  briogt  besonders  nooli  eiii^ 
interessante  Geschichte  der  Universität  Kazan  während  dieser 
Zeit  und  eine  Liste  der  Werke  Lobatchefsky's,  bekanritlieh  mit 
Bolyai  de  Bolyä  Begründer  der  sogenannten  imaginären  Geometrie. 
Die  Notiz  HoüeFs  ist  nur  ein  kurzer  Auszug  über  das  Leben  LS 
aus  dem  Bulletino.  Ce; '  "^ 

V.  Martiüs.  Carl  Georg  Christian  .  v.  St^udt.  GraneVt 
Arch.  XLIX.  Lit  Her.  CLXXXXIIL  1-5.,  1869.  .'".;''  \  "' 
St.  geb.  28.  Jan.  1798  zu  Rothenburg  a.d.TauW,'br.  d.  Phil 
1822  und  Prof.  am  Gymnasium  zu  Würzburg,  1827  in  gleicher 
Eigenschaft  nach  Nürnberg  versetzt,  1835  ordentl.  j^rofessor  der 
Mathematik  in  £rl9i«en,.Btu:b  l,  i\im,l861:  Der  Aufsut^s  gi^l^t 
aueh  eine  kf rze;  Ued^eraipht  über,  das: Wesen  der  ne4^en  Geome- 
trie ui^d>  die  hob^n  Verdienstß^  welche  sich  v.  Staudt:um  dieselbe 
erworben.  .     .  Ce. 

^v.  Mabtiüs,     Sir  David  Brewster.  ,€^i7inpsrt  -Axch.  .^^tiix.  Lit. 

B^r.  OLXXXXIV.  12-14.    1869.  ,      ,^      ., 

Wenn  auch  vorzugsweise  Physiker,  war  Br.  doch  ftlr  die  Mathe- 
matik dui-ch  seine  Biographien  von  Newtbn,  Euler,  '  Botfinsan, 
Galilei,  Tycho,  Brahe  und  Kepler  thätig.  Brewster  wurde  geh«  1  l.Dec. 
1787  zu  Jedburg  in  ßcbottland.  J^itgUed;  ;&^st  ^inmtUcheir  Aka- 
demien der  Welt  sti^rb  er  als. Kan4er  der. Universität  JBdinbjiig 
am  10.  Febr«  1868  im  87,.  Jahre  seines  Lebens.  Ce./ 

Spring.  Discours  prononc^  au  nom  de  TAcad^mie  (de 
Bruxelles),  lors  de»  fon^railles  de  M.  J.-B.  .BrasAeUi*, 
membre  de  FAcadömie,  d^c6d6  ä  Li^ge,  le  13,  Mai  1«68, 
Grunert  AmIl  h.  LiUfßw.  GhJLl^XlTVJIL  1-3, 1868. 
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Alphonsk  Le  Roi.    Notice  siu*  la  vie  et  les  travaux  de 
Jean  Baptiste  Brasseur.   Boncompagoi  Bttii.  II.  268 -i7d.  1869. 

J.  LiAGRE.    Notice  8ur  J.-B.  Brasseur,  Membre  de  FAca- 
d^mie,  N6  ä  Esch-sur-TAlzette,  le  24juin  1802,  mort 

a  Li^ge,    le   13  mai   1868«    Ananaire  de  TAcad.  de  Belg.  121- 

144.  1869. 
Geb.  24.  Juni  1802  zu  Esch  -  aur  -  l'Alzette  (Luxembarg), 
begann  Brasseur  seine  Studien  auf  dem  Athen&um  in  LujLemburg 
und  ging  1824  auf.  die  Universität  Lüttich,  wo  er  1829  den  Doctor- 
grad  erwarb.  1830  war  er  in  Paris  und  besuchte  dort  die  Vor- 
lesungen Yon  Cauchy,  Biot  u.  A.  Noch  im  selben  Jahre  habiliürte 
er  sich  als  Privatdpcent  in  Lttttich.  1831  wurde  er  Goikducteur 
d^r  Brücken  und  Strassen  zu  Löwen,  endlich  1832  Professor  der 
Mathematik  in  Lttttich;  1847  wurde  er  correspondirendes  Mit- 
glied der  belgischen  Akademie,  1855  ordentliches  Mitglied  der- 
selben; er  starb  am  13.  Mai  1868  zu  Lüttich.  Das  Verzeichniss 
meiner  Sqhriften  geben  Liagre  und  Le  Roi;  das  letztere  vollstän- 
digere weist  20  Arbeiten  nach,  von  denen  eine  in  4  Auflagen 
erschienen  ist.  Ce.    . 

M.  Cantor.    Notice  sur  lä  vie  et  les  ouvrages  du  g6n6ral 

J.  V.  Pohcelet  par  M.  le  g^n^ral  Didion  lue  k  T Aca- 

d^mie  imperiale  de  Metz  dans  la  s^ance  du  18  mars 

1869.    Paris  1869.    Schlömilch  Z.  XIV.  LitV  53-56.  IB^d. 

Auszug  aus  einer  Rede,  das  Leben  und  die  Werke  Ponceletfs 

betreffend.  0. 

■  '  '  '     " .         ■     • 

F*    Marchbtti.      Cenni   Necrologici    del    P.    Nazareno 

Mancini.    Boncompagni  Bnll.  in.  489-438.  1870. 
Nazareno  Mancini  ist  geb.  d.  1.  December  1822  und  starb 
als  Assistent  an  dem  Observatorium  des  Collegium  Romanum  am 
7.  November  1870.    Angefügt  ist  ein  Catalog  seiner  Arbeiten. 

0. 

H.  M.    Dr.  Ludwig  Oettinger.  Orunert  Ardi.  Li.  Lit  Ber.  CCL 1-3. 
0.  geb.  7-Mai  1797  zu  Edelfingen  bei  Mergentheim,  1817  Cand. 
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der  TheoL;  1819  Lehrer  sb  der  lat  Sobnleza  Durlacb,  1820  am 
Gymoas.  zu  Heidelberg;  1823  Professor  daaelbat  und  Privatdocent 
an  der  Uniyersitftt,  1836  an  Buzeo^iger'g  SteUe  ordentl.  Prof.  in 
Frubnig  i.Br.,  starb  als  solcher  la  Oot  1869.  Ge. 

F,  August.     Ernst  Ferdinand  August.     Grunert  Arch.  LI. 

LitBer.  OOIV.  1-5.  1870. 
Geb.  18.  Febr.  1795  zu  Prenzlau,  verwaiste  A.  früh  und  fand 
Aufnahme  in  der  Familie  eines  armen  Handwerkers.  1805  kam 
er  durch  Hülfe  namentlich  des  Geh.  Rath  Renke  als  Lect  an 
das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster  in  Berlin;  1813  schloss  er 
sich  dem  Lützow'sehen  Freicorps  an;  den  zweiten  Feldzug  machte 
er  als  Landwehrlieutenant  mit  Nach  dem  Frieden  studirte  er 
Theologie  und  Philol.  und  wurde  1817  Probandus  am  grauen 
Kloster,  dann  ordentl.  Lehrer  am  Joachimsthalschen  Gymnasium. 
1823  promovirte  er  und  erhielt  bald  darauf  den  Professortitel. 
1827  organisirte  er  das  mit  dem  grauen  Kloster  bis  dahin  ver- 
bundene Köllnisehe  Gymnasium  zu  einer  selhs^ndigen  Anstalt, 
dem  kOUnisehen  Realgymnasium ,  das  er  43  Jahre  als  Director 
leitete.  1868  feierte  er  sein  50jähriges  Dienstjubiläum.  Er  starb 
nach  fast  1 '/Jährigem  Leiden  am  25.  Btärz  1870.  Dem  Nekrolog 
ist  eine  ITebersicht  seiher  mathematisch* physikalischen  Arbeiten 
angehängt.  Ce. 

G.  Fbiedlbin.      Annotationes   ad   historiam   matheseos 
spectantes.    Booeompagni  Bnll.  III.  303-306.  1870. 

L  Bemerkungen  zu  einer  Kritik  H.  H.  Martinas,  ttber  des 
Yerfa.;  «Die  Geometrie  des  Pediasimns.    Pr*  Ansbach  186$.^ 

n.  Beriebtigung  der  Kritik  HotteFs  fiber  des  Verft.:  „Die 
Zahlzeiehm^  in  Bezug  auf  die  Zeichen  +  und  — . 

HL    Notiz  „De  Victorü  Calculo.*^  0. 

L.  MATTfflESSEN.  Die  Regel  vom  falschen  Satze  bei 
den  Indern  und  Arabern  des  Mittelalters  und  eine 
bemerkenswerthe  Anwendung  desselben  zur  directen 
Auf  losung  der  quadratischen  und  kubischen  litteralen 
Gleichungen.  Schlömilch  z.  XV.  41-47.  1870. 
Nach  histoilschen  Bemerkungen  über  die  Kegel  vom  falschen 
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Satze  folgt  eitieErOrtehing  der  Methode,' wikhe  ycm^denltidmi 
Und  von  den  Arabeni  zar  Anflikiung  der  €Heidiüiigeit  eriteB 
Orades  angewamlt  worden  ist  Eß  wird  dann  Vonr  'dieser  Me- 
thode Gebrauch  gemacht  2ur  Auflösung  von  OleicbangeneMen 
Grades  mit  zwei  Unbekannten.  Diese  Anwendung  wird  analy- 
tisch-geometrisch begründet.  Daran  schliesst  sich  danp  die  Auf- 
lösung der  quadratischen  und  kubiachen  Gleichunj^en  duroh  die- 
selbe Methode.  T. 


BössER.     Die  Theorie  der  kaustischen  Linien  und  Flächen 
in  ihrer  geschichtlichen  Entwickelung.    Pr.  Eutin,  1869. 

.  Die  Schrift  verbindet  in  sehr  gelungene  Weiae  die  Go- 
^hichte  de^  Entdeckungen  auf  dem  beeeiehneten  Gebiete  und 
d4e  CharajktQrisirung  der  Leiatungpn.  der  eiuzelne^n.  Autoren  mit 
einer  ziemlich  yoUständlgep.  Parlegu|ig  des ,  Gegenstands  und 
selbständig,  vereinfachte^;  BegrUp^ui^;  der»  Resultate^;  und  ftlgt 
^chli^slißh  einer  Aufstellui^  injßetreff  der  physika]üfic((ßa  Deu- 
(tung  binzif.,  : :  ,        .,  .,   .  j    ., 

Huyghenß  betrachtete  die.  WeUenfläjctke.alsrSinbllUend^  der 
K^gelD,  deren  Radien  im  Verbältn^ss  der  Fortpflaoau^^gsgeschwin- 
digkeit  wachsen,  und  bestimmte  durch  sie  den  Strahl  ais  ISov- 
male.  Nimmt  man,  mit  Beschränkung  auf  die  Ebene,  die  Wellen- 
linie als  Ort  der  Punkte,  fllr  welchö  die  Entfetnun^^n'von  der 
brechenden  Curve  und  von  einem  festen  Kreise-  in  cönstäntem 
'Vbtaitniss  stehen,  so  getit  sie  fttr  den  Fall  einer  ttechenden 
Ereislinicv  identisch'  init  Deseartes^  Bestimbmng,  iA  dessen  Orale 
Hber.  Er  zeigte  ^erst,-  (läss  pät*ii)lel  auffallende  Strahlen  4urch 
eine  Ellipse  in  der^n  einen  B^ekn{$ttnkt  g(9bfiN>elie4fr  We^rdi^,  wenn 
das  y^rhältniss  der  Excentncitftt  zär  grossen  Halbäice'  gleich  dem 
;Bpechungsexp.onenten  i^t.  .:.• 

Die  Brennlinien  als  Evoluten  der  Wellenlinie  untersuchte 
zuerst  Tschirnhaus  1682,  und  zwar  für  Beflexionl  Er  wendet  die 
Länge  des  ausfallenden  Strahls  bis  zum  Coiuciderizpunkt  an. 
Sein  Ausdruck  fllr  denselben  lässt  sich  sehr  vereinfachen:  er 
geht  tlber  in  die  I^rojection  des  halben  Ejrtlmmun^sraÜius  auf 
den  Strahl,  was  Tsch.  für  den  Kreis  aueh  beweist.    Anwendung 
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witd;  gemacht  'a<f  Pstobel  usd  Kreis;  bei  leteterem  ^rgiebt  sich 
eine  EflicyUoide  aJs  EvolvtßOte;  erstare  hietet  ihm  die  Bemerkung 
dar,  daas  did  Länder  der  Brennlinie  die  Summe  des  ein->  und 
ausfiillenidea  Strahls  ist. 

Diesen  Säte  kennt  Job,  BernoniK  aUgeniein,  und  hat  auch 
den  genannten  yerei&faehten  Ausdruck  für  die  Länge  d^  Strahls. 
Ffir  die  Katakaustik  der  Cykloide  findet  er  eine  Oykloide  von 
halb  so  gross^i  Dimensionen*  Er  untersucht  die  Katakaustik  f&r 
divergent  ein&Ilende  Strahlen  und  die  Diakaustik  und  stellt  die 
allgemeinen  Gleichungen  auf.  Anwmdungen  werden  auf  die  Pa- 
rabel, den  Ejreis  und  die  logarithmische.  Spirale  für  ^  leuch- 
tendee  Cehtrum  gemaekt  Fttr  die  Diakaudtik  dient  ihm  die  Bie- 
lation:         ^ ' 

wo  m,zn  das  BreehungsTerbftlteisB,  0/  und  e,  consecutive  central 
ausgehende,  fr,,  6,  die  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen  bis  zum 
Ooiucidenzponkt  bezeidinen. 

Jac  Bembulli,  de  la  Hire,  Hdpital  werden  mir  als  Schrift- 
steller genankit 

Nach  einer  langen  Piuse  nimmt  1808  Malus  die  Unter- 
soehung  wieder  auf»  Sr  geht  von  der  'Abnahme  aus,  diass  die 
ankommenden  Strahlen  immer  Normalen  einer  Fläche  sind.  Wie 
sie  dann  aucfal  auf  einer  iieuen  Fl&che  Tefieetirt  oder  gebrochen 
werden  mögen,  so  giebt  es  in  jedem  Einfaltspuhkte  zwei  Eidi- 
tungen,  nach  d^en  bin  die  aisfiiltenden.  Strahlen  Coiucideinz- 
punfcte  haben;  und  das  ganze 'Sfrahlensystem*  lässt  sich  als  System 
der  Schnitte  zweier  Systeme'  der^Iöpiia'bler  F^hen  auflassen. 
FQr  oentra)  ausgehende  StrfiKten ^schi&eiden  sich  dieselben' unter 
reebten  Wtnkehi,  und  diese  Eigensdiaft  >  bleibt  bei  wiederiiolter 
Reflexion  und  Brechung  'besti&heh.  Malus  bestreitet  das  letztere, 
Bösser  eathttllt  den  Onmd  seines  Irrthums. 

Dupih  1822  giebt  dem  Satze  die  Form,  dass  die  Eigenschaft 
der  Strahlen,  normal  zu  einer  Fläche  zu  sein,  nach  aller  Brechung 
fortdauert.  Die-^^Bestimmung  der  orthogonalen  /Transversittfläcbe 
war  nun  die  Aufgabe  der  kaustischen  Theorie.» 


Digitized  by  VjOOQIC 


28  I*  Absclinitt    Gesdiichie  und  Philosophie. 

Oergonne  fand,  class  sich  das  Resultat  jeder  taehrfaelieD 
Brechung  durch  eine  einfache  bewirken  tässt;  ferner  dass  die 
Brechung  centraler  Strahlen  an  einer  Geraden  als  Kanatik  die 
Evolute  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  hat;  jenacbdem  der  Strahl 
in  ein  dünneres  oder  dichteres  Medium  ttbergeht 

Sturm  1824  beweist  dies  aufs  neue  und  untersueht  ebenso 
die  Diakaustik  des  Kreises.  Sie  ist  die  Evolute  einer  Ciirve,  für 
welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Producte  aus  den  fiadien- 
vectoren  und  zwei  Constanten  Grössen  eonstant  ist;  und  welche 
mit  den  Ovalen  von  Descartes  identiseh  sind. 

Qoetelet  1825  nennt  die  Evolventen  der  Eaustik  Caustiques 
secondaires  und  betrachtet  die  Evoluten  als  EinhttUende  von 
Kreisen.  Für  einen  brechenden  Kreis  und  centrale  Strahlen 
liegen  deren  Mittelpunkte  auf  diesem,  und  ihre  Peripherien  gehen 
durch  den  leuchtenden  Punkt.  Gehen  überhaupt  Strahlen  von 
einem  Punkte  aus  und  treffen  auf  eine  brechende  Curve,  so 
stehen  sie  nach  der  Brechung  senkrecht  auf  der  Eaveloppe  der 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden  €urve  liegen,  und 
deren  Radien  zu  den  Entfernungen  der  Mittelpunkte  vem  leuch- 
tenden Punkte  im  Brechungsverhftltniss  stehen.  Sc  Meltt  femer 
den  Satz  auf:  Projicirt  man  eine  caustique  secondaiire  auf  eine 
Kugdflftche,  so  kann  die. ProjecttoB* aufs  neue  auf  eine  Ebene 
so  projicirt  werden,  dass  die  zweile  Prcgection  ein  Kegelschnitt 
wird. 

Sarrus  fttgt  hinzu:  Die  Kauetik  fär  i)araHel:  ein&Uende 
Strahlen  ist  die  Evolute  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  brechenden  Garve  lieget,  und  deren  Badien  zu 
den  Entfernungen  der  Mittelpunkte  von  einelr  normKlen  Trans- 
versale im  Breehungsveshftltniss  stehen. 

Gergonne  combinirt  beide  Sitze,  indem  er  bti  eentralen 
Strahlen  statt  des  Oentrums  eine  Peripherie  um  däsi^be  nimmt 
und  die  Mnge  von  da  aus  rechnet  Auf  den  Raum  übertragen 
lautet  der  Satz:  Fallen  Strahlen^  welche  normal  zu  einer  Fl&che 
(surface  trajectoire)  ausgehen ,  auf  eme  brechende  Plftche,  so 
denke  man  sieh  längs  dieser  variirend  den  Mittelpunkt  zweier 
Kugeln,  deren  Badien  im  Brechungsverhiltnisa  stehen,  und  deren 
eine  die  gegebene  surface  trajectoire  berührt,  dann  ist  4ie  jQn- 
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Teloppe  der  anderen  die  surface  trigectoire  flir  die  ausfallenden 
Strahlen. 

Von  der  physikalischen  Bedeutung  der  surface  trajectoire, 
dass  sie  nämlich  den  Ort  der  gleichzeitig  eintreffenden  Licht- 
strahlen bezeichnet,  sagt  der  Verf.,  dass  dieselbe  den  meisten 
Bearbeitern  der  kaustischen  Theorie  entgangen  zu  sein  scheine. 

H. 

D.  PiAin»     Sul  cenitro  di  gi:avita.    pisquisiziooi  storico- 

Critiche«    Mom.  di  Bologna  X.  ia70. 
Siebe  Abschnitt  X.  Cap.  3.' 

F.  Gruhb.  Zur  Geschichte  des  Mac-sLaurin'schen  Satzes, 
betreffend  die  Anziehung  confocalet  Ellipsoide.  ScWö- 
nülcfa  Z.  ZIV.  261-266.  186d. 
Der  Verf«  srucht  nadauwei»en,  dass  der  von  Mac-Laurin  auf* 
gestellte  Satz:  ^Die  Kräfte,  init  denen  confocale  EUipsoide  einen 
und  denselben  insseren  Punkt  anziehen,  sind  ihren  Massen  pro- 
portional nicht  nur  von  Mac-Lauriu  ausgesprochen,  sondern  auch 
bewiesen  sei.  Er  stützt  sich  dabei  auf  Mae-Laurin's  ^Treatise  of 
fluxions^  1743.  Art.  649,  651  u.  653.  Andere  Mathematiker  wie 
d'Alembert,  LagrangC;  Legendre,  Bamus  haben  Mac-Laurin  den 
Beweis  abgesprochen.  Der  Beweis  ist  synthetisch.  Analytische 
Beweise  fllr  diesen  Satz  haben  gegeben:  d'Alemberf,  Opusc. 
math.  VII.  1780.  Lagrange,  Nour.  m^m.  deTAcad.  Berlin  1775,  und 
Legendre,  Möm.  des  math.  et  de  phys.  prös.  p.  divers  savans. 
Paris  1785.  0. 

Andrea    Stiattesi.      Suir    Aritmetica.      Dissertazione 

Storico-Critica.    Boncompagni  Bull.  m.  389-408.  1870. 

Die  Arbeit  ist  die  Einleitung  zu  einem  Werke:  „Aritmetica 
razionale  ossia  introduzione  alla  studio  delle  Mattematiche.'' 

0. 
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J.  Jäkel.    Der  Satz  des  zureichenden  Grundes«    Bre«iaa 

..  1868.    Gott.  Anz.  1869.  66ß-678. 

Die  Schrift  beginnt  mit  dem  historischen  Entwickelnngsgang 
der  Auffassung  des  Wesens  der  Erkenntniss  und  verweilt  dann 
bei  der  formalen  Logik^  Der  Rlsftreiit '  erkennt  keiner  4er  auf- 
geführten Gedankenverbindungen  Bflsdigkeit  und  Bere^tigong 
zu.  Worin  die  Leistung  besteht,  ist  dal^er  aus  dem  Bef^t  nicht 
zu  entnehmen.  Als  Formel  f&r  den  Satz  des  zureichenden  Grundes 
stellt  der  Verf.  auf:  Es  idt  unmöglich  ^  dass  Etwas  wird,  wenn 
der  Gegensatz  von  Ich  undNiebtiob  als  thuenden  und  leideaden 
zum  Stehen  gekommen  ist,  d.  h.  wenn  sie  1)  der  UdgUohkeit 
nach  sowohl  sich  setzen  als  auch  einander  aufheben;  2)'  in  Wirk- 
lichkeit aber  weder  siioh  setzeu  noch  einander  auf  heben  —  aad 
hält  ihn  für  zusammenfallend  mit.  dein  Satze  des  «usge^eblosseodB 
Dritten,  sofern  die  zwei  Uebrigbleibenden  eTUStiren  in  zwei,  contra- 
dictorisch  widerapreehenden  Mögliehkeiten.  H. 

Valeriano  ValeriaKi.  Del  piano,  suä  definizione,  assioma 
del  piano   elevato  a  teorema.    Battaglini  G.  Vtl.  376.  1869. 

Die  Ebene  wird  defipirt  als.  eine  von  einer  geraden  Linie 
beschriebene  Fläche  der  Art,  dass  die  Erzeugende  mit  zwei  sich 
schneidenden  Geraden  zwei  Punkte  gemein  hat,  und  daraus  der 
Satz  bewiesen:  Durch  einen  Punkt  einer  Ebene  lassen  sich  io 
derselben  beliebig  viele  Gerade  ziehen.  H. 

ScHLöMiLCH.  Die  psychologischen  Grundlagen  der  Raum- 
wissenschaft von  J.  C.  Fresenuis.  Wiesbaden.  Kreidel 
1868.    Sehlomilch  Z.  XIV.  Litz.  4  a.  5.  1869. 

Recension.    Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  p.  17  u.  18. 

R.  Mauritius.    Bemerkungen  zur  Psychologie  der  Raum- 
vorstellungen und  zum  Fechner'schen  Gesetze  der  lo- 
garithmischen Perception.    Pr.  Coburg  1870. 
Der  Aufsatz  nimmt  seinen  Ausgangspunkt  in  einer  sehr  eom- 
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pa^jkw  Astfgal^^i  dem.ft^^Jpgtschen  NAChweU.4jBr  EntBtebtmg 
der  räumlichen. VorstelluDgen,  entfernt  sich  jedoch  tqu  ihr  im 
äussersten  Streben  nach  Gründlichkeit,  um  init  einem  defn  Thema 
ziemlich  fremden  Untersuchungspunkte  zu  schliessen.  Die  gleiche 
Aufgabe  hatte,  sieb  2.Jal^re  frttber  Freseniusi  in  der  Schrift:  „Di^ 
psychologischen  Orundlfi,^en  der.  £auinwiss^sch9>ft''  (TgL  Ber. 
I.  17)  —7  gestellt.  .Durch  sie  ist  der  Verf.  vornämlich  angeregt, 
doch  in  keinem  ]Purikte  geleitet  und"  bestimmt  worden.  Während 
Fresenius  sfeinen  Beobachtungen  nach  Vorführung 'Sogleich  seine 
ungeläuterten  Begriffe  aufprägt,  untersucht  Mauritius  mit  grösster 
Gewissenhaftigkeit  jeden  mitwirkenden  Umstand'  und  macht  hier- 
durch erst  einen  ernsten  Anfang  init  der  Lösung.  In  ähnlichem 
Falle  befindet  er,  sich  Kant  gegenübei'. "  "Er  schätzt'  Aie  rotf 
Beiden  erhaltenen  Apregungen  so  hoch,  dass  er  ihre  Aufstellungen 
fttr  Leistungen  gelten  lässt,  obgleich  er  sie  geradezu  umstössen 
mul9s.  Wodurch  er  nämenüich'  seinen  Vorgängern' entschieden 
entgegentritt,  ist  die  Lehre,  dass  die  einfachsten  räumlichen  Vor- 
Btellungen,  des  Punkts,  der  .(Jteradeu,  der  Ebene,  der  Richtung^ 
äaM  Resultat  vieler,  zum'Theil  ''ziöiülicli'compTicirter  Sötltl'sse* 
sind.  'Er  Äeigt  dies  'besonders  atisfllbrlich  in.  Betreflf  der  Vor- 
stelluüg  einer  Richtung  und  Drehung.  'Im  Gängen  gihf  ^r  indess 
wenig:  1ibfar:Dai'leg!Uig.<ler^£rforderilia8e  hinaus.  Die  Vor^t^lung 
der  Bewegung  setzt  naob.  seiner  Aitmcht  ein  ViemOgen  %ut  Bear- 
theilung  der  Zeit  voraus,  wA  kasB  nicht  ursprjlng^kb,  d.  h.  ohne 
diea  Vermögen  y  in  Bauni  ,und  Zeit  ?ierl^t  werden^  Dies  führt 
ihn  auf  die  Untdrsuefautig .  der  Fähigkeit,  Zeitdauer  durch  eii^ 
fache  ^ui«e9w^rMbni.u])ig,  Gfehör^  Geklebt,.  Tastsinn  abzuschätzen; 
bei  wcilefaer  ar  sich  durdi  das  Fechner'^cbe  Gesetz  der  logarithn 
mi0jeh0ii  Perctsption  leiten  läflst  SeinCb  hierzu  angestellten  Expe^ 
rimente  und  seine  bgisobe  Kritik  bieten  yied  Interessantes  dar. 
Die  ejgentiiehe  Fragejedocb,  sonder  nicht  weiter  die  Rede  ist^ 
mdehte  wobl  dai^it  in  kein^  reellen  Verbindung  stehen^  wie  sieb 
gezeigt  haben  wfirde^  wettu  er  daraa  gegangen  wäre,  die  Z^t^ 
voTStellung,  wie.eie  ist^  wirkUcb  darauf. zu  baeiren.         H. 

J.  J.  B^UMAJNN. .  Die  Lehren  von  Kaum,   Zeit  und  ^la^ 
thepk^tik,^  der  neueren  PhilosopJbie  naoh  ihrem  gan2€|ii 
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Einfluss  dargestellt  und  beurth^ilt.     Bd.  n.  1869«  B«i)!ii, 

G.  Reimer. 
Siehe  Fortschr.  d.  Math.  L  16. 

J.  C.  Becker.  Abhandlungen  aus  dem  Grenzgebiete 
der  Mathematik  und  Philosophie.    Zürich.  Schuhhess  1870. 

I.    Ueber  die  Natur  des  Baumes  nach  Eaat  und  Gauss. 

n.  Die  Axiome  der  Geometrie,  wesentlich  gegen  Kiemann's 
Schrift:  „Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grande 
liegen"  gerichtet 

III.  Ueber  die  Grundbegriffe  der  Geometrie,  wesentlich 
gegen  Treudelenburg's  „Logische  Untersuchungen''  gerichtet. 

IV.  Zur  Methode  der  Geometrie,  das  Euklidische  System 
und  die  Versuche,  dasselbe  durch  ein  natürlicheres  zu  ersetzen. 

Becension  von  Schlömilch  dazu  siehe  Schlömilch  Z.  XY. 
Litz.  93-95.  1870.  0. 

J.  HoOel.  Xote  sur  Timpossibilit^  de  d^montrer  par  une 
construction  plane  le  principe  de  la  thöorie  des  paral- 
leles dit  postulatum  d'Euclide.  Battaglini  G.  vm.  S4-89.  1870. 

Die  Flächen  constanter  Krümmung  lassen  sich  eintheilen  in 
selche,  deren  Krümmung  positiv,  null  oder  negativ  ist.  Die  er- 
steren  gehen  aus  einer  KugelflUche  durch  Biegung  ohne  Dehnung 
hervor  und  sind  sphärische,  w&brend  die  anderen  horisphärische 
und  pseudosphärische  genannt  werden.  Lobatchefeky  und  Bolyai 
haben  für  jede  der  drei  Classen  eine  der  Planimetrie  entspre- 
chende Geometrie  entworfen.  Die  sphärische  und  pseadosphä- 
rische  Geometrie  sind  gemeinsam  dadurch  von  der  horisphärischen, 
einschliesslich  der  ebenen  Geometrie  unterschieden,  dass  das  Drei- 
eck der  Summe  seiner  Winkel  weniger  zwei  Rechten  proportional  ist 
Es  ist  nun  klar,  dass  eine  Geometrie,  die  gleicherweise  auf  alle 
Flächen  constanter  Krümmung  anwendbar  ist,  kein  Resultat  er- 
geben kann,  das  nur  ftar  die  eine  Classe  Gültigkeit  hat  Hieraus 
kann  man  in  der  That  schliessen,  dass  die  Planimetrie,  sofern 
sie  die  Ebene,  ohne  deren  specifische  Eigenschaften  zu  unter- 
Sachen,  flir  alle  Constructionen  voraussetzt  und  durch  nichts  als 
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koriBphiritobe^  Fläche  bestikDmt,  xd^t  im  Stande  sein  kann,  den 
SalsBy  dac»  die  Samme  der  Dr^ieckswinkel  gleich  zwei  Rechten 
isty  an  beweisen.  H. 

R.  Stubm.    Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule.   Hoff- 

maan  Z.  L  474-480.  1870. 
Obwohl  der  Verf.  die  Frage  der  ElnAlbruüg  det  neueren 
synthetiachen  Geometrie  in  die  Lehrmethode  der  Oymnaden  und 
coordiiiirten  Unterricktiattatahen  ala  solidäre  und  primäre  be- 
kandeit,  io  kSoneo  wir  doch,  gerade  im  Interesse  ihrer  Förde* 
rung,  unser  Urtheil  nur  an  das  anknüpfen^  was  er  über  die  Art 
und  Weise  ihrer  Einfügung  sagt,  sofern  davon  die  Entscheidung 
ganz  und  gar  abhängt.  In  Betreff  der  methodischen  Ausführung 
wird  nun  die  Schrift:  „Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie 
Toa  Dr.  C.  F.  Geiser^  empfohlen;  im  Übrigen  werden  einige  An- 
deutungen gegeben  und  die  Gegenettnde  genannt,  welche  wohl 
in  den  Kreis  des  Unterrichts  zu  ziehen  sein  würden.  In  allem 
aber  bleibt  die  Erörterung  dabei  stehen,  was  gelernt  werden 
sollte,  unter  der  stillsehweigenden  Voraussetzung,  dass  es  durch 
VorfUming  auch  sofort  in  den  geistigen  Besitz  der  Seh&ler  ftber- 
gehen  würde.  Gar  manche  IHnge  sind  aufgeiführt,  die  nur  durch 
Auffassung  kdh^er  Beziehung,  wie  sie  erst  bei  grösserer  Reife 
mHglieh  ist,  das  wiiUich  intelleetuelle  Interesse  erwecken  können. 
Dahin  gehört  namenflidi  die  gleich  anfangs  in  den  Kreis  der 
Betrachtungen  gezogene  Vorstellung  der  Unendlichkeit.  Der 
Verf.  will  das  Hangenbleiben  am  Spedellen,  welches  er  als  eine 
zu  fiberwindende  Eigenthttmlichkeit  der  Alten  darstellt,  als  Hemm- 
niss  der  Entwickelung  und  Grund  der  berüchtigten  Schwierigkeit 
des  Hiathemalisehen  Lernens  beseitigen«  Was  er  aber  völlig 
ausser  Aeht  iSsst,  ist^  dass  das  Verweilen  beim  Speciellen  be- 
wussiermaassra,  nicht  etwa  blos  traditionell,  für  nothwendig  er- 
aditet  wird  zur  Gewöhnung  an  genaue  Beachtung  und  der  Aus- 
bildung des  Sinnes  dafür.  Durch  zu  frühzeitig  erweiterten  Spiele 
räum  der  Vorstellung  wird  der  Schüler  am  exacten  Denken  vor- 
beigeführt  und  gewinnt  unreife  Begriffe  ohne  das  Bedttrfniss  sie 
genau  und  klar  zu  bestimmen.  Dies  zu  ya-httten  liegt  allerdings 
in  der  Hand  des  Lehrers;  nur  dürfen  dann  die  Gesichtspunkte 
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deB  Verfassers  und  sein  Prineip  nicht  massgebend  sein.  Wir 
dürfen  dann  seiner  Auffassung  nicht  Kustimmen,  nach  welcher 
die  neuere  Geometrie  als  Ganzes  bestimmt  sei,  die  Enklid'sche 
Methode  allmälig  zu  verdrängen;  sondern  müssen,  wie  es  bisher 
geschehen  ist,  und  als  geschehen  in  einer  Anmerkung  der  Be- 
daction  besonders  hervorgehoben  wird,  die  brauchbaren  Ideen, 
welche  unbestritten  die  neuere  Geometrie  darbietet^  zur  Vervoll- 
kommnung der  Methode  anwenden.  Dass  dazu  das  Aufgeben 
eines  didaktischen  Princips  nothwendig  sei,  hat  der  Verfasser 
nicht  gezeigt.  Die  Anmerkung  der  Redaction  scheint  dies  als 
selbstverständlich  zu  betrachten.  H. 

J.  KoBER,     üeber    die  Definitionen    der  geometrischen 

Grundbegriffe.      HofFmann  Z.  I.  228-236.    1870. 

Der  Verfasser  legt,  grösstentheils  klar  und  treffend,  die 
Mängel  der  gewöhnlichen  Definitionen  dar.  Bezeichnend  fbr 
seine  Auffassung  und  vorzugsweise  beachtenswerth  ist,  dass  er 
erklärtermassen  auf  die  mitgebrachte  Kenntniss  des  Schttlers  baut, 
und  nicht  dulden  will,  dass  derselbe  die  Meinung  gewinne,  er 
müsse  seine  Begriffe  erst  ablegen  und  mit  neuen  vertauschen. 
Sein  Vorschlag  geht  dahin,  Baum,  Fläche,  Linie,  Punkt,  von  der 
einen  oder  der  andern  Seite  beginnend,  beziehungsweise  als 
Grenze  oder  durch  Erzeugung  zu  definiren;  Baum,  Punkt,  Gerade 
und  Ebene  brauche  nicht  definirt  zu  werden.  H. 

J,  KoBER.  üeber  die  Definition  des  Parallelismus.  Be- 
merkung zu  dem  Aufsatze  Sturm's,    Heft  IV.   S.    277. 

HoffinaDD  Z.  I.  491-493.    1670. 

In  der  wiedergegebenen  Stelle  aus  Sturm's  Aufimtze,  welcher 
im  Uebrigen  nichts  hier  zu  Erwähnendes  darbietet,  definirt  der- 
selbe Parallelen  als  zwei  Gerade  in  einer  Ebene,  die  sieh  in 
einem  unerreichbaren  Punkte  treffen,  und  nennt  ein  Mittel,  die 
Vorstellung  dem  Schtiler  plausibel  zu  machen.  Der  Verfasser 
entgegnet  ihm  in  deutlicher  Auseinandersetzung,  dass  die  Defi- 
nition, nicht  weil  ein  solcher  Punkt  nicht  existirt,  sondern  weil 
sie  dem  natürlichen  Verstände  der  Schüler  widerspricht,  zu  ver- 
werfen sei  und  fragt,  ob  er  „es  ftlr  statthaft  hält,  eine  Wissen- 
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schall  anf  einer  Orundlage  anfzabanen,  die  dem  Schüler  wider- 
sianig  erscheint,  and  nur  auf  kttngtliche  Weise  ,,plausibeP'  gemacht 
werden  kann?^^  Während  jedoch  Eober  der  niedern  Mathematik 
ToUkommen  klare  BegrüBTe  vindicirt,  schiebt  er  den  Fehler  Sturm's 
sehr  irrthttmlich  der  hfthem  Mathematik  zu,  llber  deren  Begriffe 
er  wohl  nur  aus  eonftuaen  Darstellungen,  wie  sie  freilich  in  vielen 
Lehrbüchern  stehen,  seine  Meinung  entnommen  haben  kann.  Es 
ist  unrichtig,  1)  dass  die  höhere  Mathematik  ,,den  schroffen  (?) 
Unterschied  discontinuirlicher  Grössen  nicht  kennt'';  2)  dass  sie 
„sich  hilft  so  gut  sie  kann,  wo  sie  an  die  Begriffe  von  Null  und 
absolut  Unendlich  gelangt/'  Denn  ein  absolut  oder  constant 
Unendliches  kennt  sie  erstlich  gar  nicht,  und  Null  und  Unendlich 
sind  auch  keine  Hindemisse,  Über  die  sie  sich  hinweghülfe;  viel- 
mehr ist  letzteres,  dessen  Begriff  als  einer  variabeln  unendlichen 
Grösse  nebst  erster  Anwendung  in  klarer  und  selbst  fllr  Anfänger 
leicht  fasslicher  Form  darstellbar  ist,  ihr  recht  eigentlicher  Gegen- 
stand und  Quelle  der  wichtigsten  Theorien  für  die  Naturwissen- 
schaft. Die  Sturm'sche  Definition  der  Parallelen  steht  nach  un- 
serer Ansicht  nicht  allein  im  Widerspruch  mit  dem  natürlichen 
Verstände  der  Schüler,  sondern  auch  mit  allen  klaren  Begriffen 
der  hohem  Mathematik.  H. 

J,  KoBBB.     Die  Lehre  vom  Parallelogramm.     Hofimann  z. 

I.  469-473.    1870. 
Ausgef&hrtes  Muster  der  Anordnung  der  Sätze  und  Beweise 
unter  dem  Gesichtspunkt,  dass  der  Abschnitt  als  ein  geschlossenes 
schon  f&r  sich  allein  lohnendes  Ganze  erscheinen  soll.       H. 

H.  E[iKssLiNG.    Das  geometrische  Zeichnen  als  Vorschule 
für  den  mathematischen  Unterricht.    Hoffmann  z.  i.  47-59. 

1870. 
Ein  Cursus  im  Zeichnen  mit  Lineal,  Zirkel,  Transporteur 
und  Dreiecksmodell  soll  dem  geometrischen  Unterricht  in  der 
Weise  vorausgehen,  dass  allein  und  mit  Sorgfalt  die  Technik  ge- 
lehrt und  geflbt,  die  Auswahl  der  Uebnngen  jedoch,  ohne  Mit- 
wissen der  Sehtüer,  der  Erwerbung  mathematischer  Kenntnisse 
und  Fähigkeiten  angemessen   getroffen  wird.     Technische  For- 
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derungen  bringen  das  Bedttrfniss  exaoter  BestiDiramig  tob  selbst 
mit  sieh.  Im  ersten  Abschnitt  sollen  nur  einzelne  Qerade  und 
Kreisbogen  gezeichnet,  im  zweiten  die  Durchschnitte  yerschiedener 
znr  Panktbestimmung  angewandt,  im  dritten  das  Parallelenzieben 
durch  Dreieck  und  Lineal  gettbt  werden.  Fflr  jedea  Abscbniti 
«ind  eine  Beihe  zweckentsprechender  Aufgaben  au^eftlhrt 

E.  Fischer.     Beitrage  zum   geometrischen  Unterrichte. 

Pr.  Guben  1869. 
Der  erste  der  beiden  unabhängigen  Artikel  zeigt,  wie  aus  dem 
Lehrsatz  des  Pappus  ohne  Anwendung  von  Proportionen  der  Ptole- 
mäische  und  der  erweiterte  Pythagoräische  Lehrsatz  hervorgehen. 
Im  zweiten  befürwortet  der  Verfasser  das  Eintreten  einer  Er- 
klärung der  Ebene  in  der  Planimetrie,  nachdem  die  Sätze  vom 
Dreieck  und  vom  Winkel  ohne  Bezugnahme  auf  die  Natur  der 
Ebene  gelehrt  worden  sind,  und  schlägt  zwei  Definitionen  vor. 
Die  Ausf&hrung  des  Lehrstoffs  erscheint  uns  von  Anfang  an  un- 
richtig und  durchweg  unbrauchbar.  H. 

G.  Korneck,    üeber  mathematischen  Unterricht.  Pr.  Kem- 
pen 1870. 

Der  Verfasser  sucht  nachzuweisen,  dass  der  Erfolg  des  ma- 
thematischen Unterrichts  durch  keine  besondere  Befähigung  der 
Schüler  bedingt  ist.  Nach  Musterung  der  äusseren  Orttnde  einer 
gewöhnlichen  Erfolglosigkeit,  stellt  er  als  Erfordernisse  der  Me- 
thode die  begleitende  Anschauung  und  die  sichtliche  systematische 
Ordnung  auf,  deren  Mängel  er  in  sehr  zutreffenden  Beispielen 
nebst  dem  Fehler  der  Verschweigung  nothwendiger  Bestimmungen 
namentlich  an  Eambly^s  Lehrbtlchem  rflgt.  H. 

D.  Besso.    Del  concetto  di  funzione  nelF  insegnamento 
della  geometria  elementare.    BattagiiDi  G.  vii.  431-436.  i869. 

Der  Verfasser  will  das  Bewusstsein  des  Zusaonnenhangs  des 
mathematischen  Studiums  mit  dem  Lehen  durch  EiaAllirung  des 
Fonctionsbegrifib  in  deo  Elementarunterricht  wecken.  Es  soll 
g^eidaeitig  mit  dem  constanten  Verhalten  die  Verftndemng  inner* 
halb  desselben  und  von  ihm  aus  anfgefasst  werden.    Er  onterlisst 
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ladess  za  seigra,  wie  aof  di^eem  Wege  ein  exaotei  Beaultat  ttber* 
bavpt  gewonnen  wkd^  setzt  vielmehr  den  Inhalt  des  mathema- 
tisehen  Wissens  ib^ail  sälhebweigiead  voraiis  und  lenkt  die 
Aufmerksamkeit  davon  ab.  H. 

Eduard  Müeller.    Elemente  der  Geometrie  streng  syste- 
matisch dargestellt.     Theil  I.   nnd  Ü.    Braunschweig  1869. 

Nach  Auffassung  des  Verfassers  hat  die  Geometrie  als  Lehr- 
gegenstand drei  Aufgaben:  1)  die  Grund  Vorstellungen  aus  der 
reinen  Anschauung  zum  klaren  Bewusstsein  genetisch  zu  ent- 
wickeln, 2)  aus  denselben  eine  Formenlehre  abzuleiten,  3)  auf 
beiden  ein  System  der  Geometrie  aufzubauen. 

Die  erste  Aufgabe,  von  welcher  der  erste  Theil  der  Schrift 
bandelt,  kann  man  schwerlich  in  der  vorliegenden  Bearbeitung 
gelöst  nennen.  Es  werden  darin  eine  grosse  Menge  räumlicher 
Beziehungen  vorgeführt,  die  ohne  sichtliche  Begrenzimg  oder  yer* 
stftndlicbe  Auswahl  sich  von  den  concreten  in  das  Abstracte,  nnd 
zwar  nicht  in  successivem  Aufsteigen,  sondern  aller  Orten  hinein- 
verlaufen. Der  Verfasser  scheint  sich  die  Frage  gar  nicht  vor- 
gelegt zu  haben,  was  der  Sehfller  thun  soll,  um  sich  die  Menge 
decretirter  und  fast  gar  nicht  erklärter  Begriffe  und  Vorstellungen 
anzueignen,  vielmehr  vorauszusetzen,  dass,  was  allgemeinhin  ge- 
nannt sei,  auoh  in  gleich  umfassendem  Sinne  bekannt  sein  müsse, 
und  ganz  xu  ttbersehen,  wie  die  vt)n  ihm  verworfene  Bvklidiache 
Methode,  im  Kleinen  beginnend,  gerade  dieselbe  Aufgabe  wiiklich 
löst,  die  er  in  grossem  Massstabe  angreift,  aber  nicht  effectiv 
fördert. 

Dem  zweiten  Theil,  der  die  Formenlehre  enthAlt,  geht  eine 
AoBwahl  der  eoacretersn  Beziehnngen  aas  dem  ersten  Theile 
voraus.  Die  Formenlehre  behandelt  Figuren  ohne  alle  Rttcksicht 
aaf  quantitative  Bestimmang,  nftmlich  erst  in  der  Planimetrie  die 
Ponktreihe,  die  gebrochene  und  krumme  Linie,  die  Verwaadtachaft 
und  £e  eingeschlossenen  Figuren;  in  der  Stereometrie  einen 
BOscbelraum  verbunden  mit  einer  Transversalebene  und  einer 
Linie  in  ihr,  die  gebrochenen  und  krummen  Flächen,  die  Yer- 
wndtaebaß,  die  BeoelflS^eii,  die  Polyeder  und  die  J^ugeU 

Der  dritte  Theil,  w^eh^m  hierikacb  dic^  gan^  eige^itUch  ma* 
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thematische  Aufgabe  zafällt,  ist  noefa  nieht  ersohienen.  In  ihm 
muss  es  sich  zeigen,  ob  es  ein  Vortheil  flir  das  VerständniBS  sei, 
bei  dem  Erlernen  der  Formen  die  eine  Seite  der  Denkihätigkeit 
ganz  in  Buhestand  versetzt  zu  haben.  H« 

Oppel.      Ueber    die    wissenschaftliche   Darstellung    der 
Bruchrechnung  und  Division  in  Gymnasien  und  ahn- 
lichen höhern  Lehranstalten,    Hoflfmann  z.  I.  34-46.    1870. 
Es  handelt  sich  darum,  in  der  Erklärung  der  Brüche  und 
Bruchrechnung  die  strenge  Logik  mit  der  Forderung  zu  vereinen, 
dass  die  Doctrin  sich  bei  ihrem  Beginn  mit  den  geläufigen  Be- 
griffen der  Schuler  im  Einklang  befindet.    Manche  gebräuchlichen 
Erklärungsweisen  leisten  weder  das  eine  noch  das  andre.    Als 
wirkliche  Lösung  wird    Folgendes   aufgestellt.    Geläufig  ist  die 
Multiplication    als    Ergebniss   des  Zählens.     Ebenso  entsteht  in 

namhaften  Fällen  aus  —  die  Einheit.  Durch  Multiplication  ent- 
steht aus  dem  so  erklärten  ntel  der  Bruch  — .    Die  Division  ist 

n 

erst  vollständig  erklärt  als  Aufsuchung  des  ergänzenden  Factors; 
doch  müssen  vorher  die  zwei  geläufigen  Begriffe  des  Theilens  und 
Enthaltenseins  durch  den  Nachweis  des  übereinstimmenden  Er- 
gebnisses dahin  übergeführt  werden.  H. 

Buchbinder.      Der   mathematisch  -  naturwissenschaftliche 

Unterricht  auf  deutschen  Gymnasien.   HolTinuin  z.  Lio-38. 

1870. 
Der  Verfasser  thut  in  einem  Gutachten  die  Nothwendigkeit 
des  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Unterrichts  auf  Gym- 
nasien dar,  indem  er  besonders  auf  die  Unentbehrlichkeit  der 
Eenntniss  der  Naturwissenschafben  gerade  fOr  die  Berufsclassent 
für  welche  das  Gymnasium  vorzugsweise  vonsttbereiten  hat,  Ge- 
wicht legt.  Der  Aufsatz  empfiehlt  sich,  ohne  gerade  neoe  Ge- 
sichtspunkte zu  eröffnen,  durch  eine  recht  dorchschaulicbe  Glie- 
derung des  Themas.  H. 

W.  R.  Smith.  Hegel  and  the  Metaphysics  of  the  Fluxional 

Calculus.      Trans,  of  ßdinb.    XXV.  p.  2.   491-512.    18^-68. 
Der  Verfasser  zeigt,  dass  Hegel  die  ScblUsse  missverdtaaden 
bat,  auf  welchen  Newton's  Fluxionscalofll  beruht.      Cly.  (M.) 
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A,  Cayley.    A  Memoir  on  Abstract  Geometry*       Trana.  of 

London.    CLIX.  51-63.    1869. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  1. 

George  Boolb  (the  lata).     Of  Propositions  numerically 

definite.     Trans,  of  London.  CLIX.  889-411.    1869. 

Nach  der  Mittheilung  des  Herrn  Prof.  de  Morgan  scheint  die 
Arbeit  in  bemerkenswerther  Weise  die  Gedankenfolge  in  Prof. 
Boole's  logischen  Schriften  zu  beleuchten.  Geschrieben  ist  sie 
nach  der  Veröffentlichung  von  de  Morgan's  ^Formal  Logic^,  und 
vor  der  letzten  Bearbeitung  von  Boole's  9,Laws  of  Thougt",  ob- 
gleich unmittelbar  naeh  seiner  ersten  Abhandlung  über  diesen 
Gegemtand,  welche  an  demselben  Tage  ersohien  wie  die  formale 
Logik.  Die  Arbeit  erläutert  durch  numerische  Gleichungen  solche 
Formen,  die  Allen  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  geläufig 
sind  und  die  sich  auch  in  Boole's  eigenem  System  der  Logik  finden. 

Dag  folgende  Beispiel  characterisirt  die  Klasse  der  Fi'agen, 
welche  hier  untersueht  werden.  Haben  in  einer  GesellBchaft  von 
r  Personen  p  derselben  R(k^e  an  vmd  q  Westen:  so  ist  die  Zahl 
Deijenigen,  welche  Beides  (fiock  nnd  Weste)  anhaben,  mindestens 
z=p  +  g^r,  nnd  diese  Grenze  wird  fibenächritten  um  die  Zahl 
Derer,  welche  weder  Bock  noch  Weste  anhaben.  Das  ist  bei* 
spielsweiae  die  Erlänterusg  der  symbolischen  Gleichung 

Nxy  =  p+g-r+iV(i-a:)(l-y), 

welche  ganz  allgemein  hergeleitet  werden  kann.       Gly.  (M.) 

C.  Neumann.     Ueber   die  Principien   der  Galilei- New- 
ton'sehen  Theorie.  Akad.  Antrittsrede.  Leipz.  Tenbner  1870. 

Nach  einer  Erläuterung  des  Wesens  einer  physikalischen 
Hypothese  zeigt  der  Verfasser,  dass  der  gewohnte  Ausspruch 
des  Galilefschen  Trägheitsprincipes  den  strengeren  Anforderungen 
der  Wissenschaft  nicht  genüge.  Er  substituirt  fdr  dasselbe  drei 
andere,  die  demselben  einen  wirklichen  Inhalt  zu  geben  im  Stande 
Bind.    Das  Newton^sche  Anziehungsprineip  wird  nur  kurz  berührt. 

0.      . 
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Algebra. 

Capitel  L 

Gleichungen.     (Allgemeine  Theorie.     Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen*) 

L.  KoENXGSBERGKB.    Berichtigung  eines  Satzes  von  Abel, 
die  Darstellung  der  algebraischen  Functionen  betreffend. 

ClebBcb.  Ann.  I.  168-169.  1869. 
Der  von  AbQl  in  seiner  Arbeit:  ^Beweis  der  UnmögUobkeit, 
algebraische  Oleiehuogea  von  höheren  Graden  als  dem  vierten 
allgemein  aufzulösen^»  (Grelle,  I,  6ö;  Oeuvres  I^  10;  vgl.  anch 
8erret,  Cours  d'algöbre),  gegebene  Uttlfssatz  ttber  die  Darstellung 
eiuer  algebraisohen  Function  juter  Ordnung  und  mten  Qrades  muss 
dahin  berichtigt  werden,  dass  in  der  aUgemeinen  Form 

i.  i  — 

9o>  9t>**'9»-i  algebraische  Funotionen  von  der  Ordnung  f»  und 
höchstens   vom   Grade  m  —  i   sind,   und  p  eine   ebensolche 

Function  ist,  jedoch  so  beschaffen,  dass  auch  p*  von  der  fiten 
Ordnung  ist  M. 

C.  Jobdan.    Commentaire  sur  Galois.  CiebBch.  Ann.  1. 142-160. 

1869. 
Die  Gommission,  welche  von  der  französischen  Akademie 
mit  der  Prüfung  der  Galois'schen  Untersuchungen  betraut  war, 
erklärte  dieselben  für  „k  peu  präs  inintelligibles.'^  Die  Arbeit  Jor- 
dan's  hat  den  Zweck,  jene  Untersuchungen  verständlicher  zu 
machen.    Nach  Vorausschickung  mehrerer  Erklärungen  über  Sub- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  1.    Oleieliiiiigen.  41 

•titatioD,  GraH»  H.s.f.  folgende  oratefn  der  von  Galois  aufgeBtellten 
Lemmen  imd  Theoreme.  Dum  aber  geht  die  Untersaobung  einen 
anderen  Weg,  indem  der  Gruppe  einer  Gleichung  zuerst  rationale 
Functionen  ihrer  eigenen  Wurzeln  ac^ungirt  werden.  Es  wd 
eine  Andeutung  bezüglich  der  Glassificiruitg  von  Gleichungen  mit 
zusammengesetzten  Gruppen  gegeben;  dann  werden  der  Gleichung 
die  Wurzeln  einer  andern. adjungirt,  ohne  dass  jedoch  auf  die 
von  Galois  behandelte  algebraische  Auflösbarkeit  der  Gleichungen 
eingegangen  wird.  No. 

W.  Walton.    A  Demonstration  that  every  equation  has 

a  root.       Qnart  J.  XL    178-183.    1670. 

ElegMite  Darstellung  des  Caueby*Lega:idre'seben  Beweises, 
welcher  die  Existena  eines  Minimuma  filr  eine  gwae  Funetioa 
aweier  Veränderlicher  Yor^nflset^t  St. 

H.  Kinkelin.  Neuer  Beweis  des  Vorhandenseins  com- 
plexer  Wurzeln  in  einer  algebraischen  Gleichung, 
Clebsch.  Ann.  L  502-506.    1869. 

Kann  man  nachweicien»  4ass  mit  F(ß!)=0  auch  F(x)+  const 
=3  0  und  xF(iKi)  =  Q  jeden  oomplexen  Werth  annehmen  können, 
so  kmm  man  dasiielhe  aueh  fBr  dje  Gleichungen  des  nSehst  höheren 
Grades  annehmen,  indem  man  von  F(jc)  su  mF(x)  +  4i  dbergeht 
Die  Schwierigkeit  liegt  m  üebergwge  von  FCo?)  au  ajJF(*>  Der 
Verfasser  hat  sie  nicht  ^u  heben  vervoeht  £r  schliesst:  Is 
F(»)«Ä(caf4+<Äiii>  Wi  (rF{aj)  ==rli[co<il+«)+«Ä<il+ 
sobesQhreiM2;F=8Qfter  ein  eon$tantes  r  einen  vollen  Umlauf 
um  den  l^ullpunkt,  weil  dieser  Ausdriiok  für  «=0  und  u=i2f$ 
denaelhen  Werth  auvoomit,  No. 

A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize"  Paper.    1870.  Question  I. 

Measenger  T.  182-184.  1870. 
Damit  eine  gegebene  Rekttion  tp  (a,  b,  c,  . . .)  =  0  zwischen 
den  Wurzeln  «»ner  g^benen  Gleichung  im  Allgemeinen  zur 
Tationalen  Bestimmuiig  der  Wurzeln  dienen  kann,  ist  es  noth- 
wendig,  das»  q^  (a,  b,e,.. .)  rtne  ganze  unsymmetrische  Function 
der  Wurzeln  sei,  Glr.  (0.) 
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H.  Kret.    Bemerkungen  über  die  algebraische  Lösbarkeit 
der  Gleichungen.    Schlomiich  z.  XY.   asi-sss.   1870. 

Der  Verfasser  versucht  die  Unmöglichkeit  der  algebraischen 
Lösbarkeit  der  Gleichungen  von  höherem  als  dem  4ten  Grade 
zu  beweisen.  Da  er  aber  die  Aufstellung  der  Form  möglicher 
Wurzeln  darauf  gründet,  dass  dieselben  för  unendlich  grosse  Co- 
efificienten  nicht  unendlich  werden,  so  können  die  Schlüsse  wohl 
nicht  als  bindend  angesehen  werden.  No. 

E.  ScHROEDER.     Ueber  unendlich  viel  Algorithmen   zur 
Auflösung  der  Gleichungen.    Olcbsch.  Ann.  IL  817-363.  1870. 

Der  Verfasser  sucht  verschiedene  Methoden  zur  näherungs- 
weisen Auflösung  der  Gleichungen  unter  einem  gemeinschaftlichen 
Gesichtspunkte  zu  betrachten,  auf  Grund  einer  Methode,  die  von 
einem  nach  Amerika  ausgewanderten  Mathematiker,  Herrn  Eggers 
aus  Meklenburg,  herrührt.  Er  kommt  dabei  zu  dem  Satze;  Ist 
f(z)  =  0  die  gegebene  Gleichung,  s  ein  Wurzelwerth  derselben, 
F(z)  eine  beliebige  innerhalb  des  z  umschliessenden  Gebietes 
einwerthige  Function,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  F(»)=» 
sich  ergibt,  so  kann  man  »'  =  F(»),  »"=F(»')>  «"'  =  F(»^)  u.  s.  w. 
setzen,  und  gelangt  dann  auf  diese  Weise  zu  einem  N&herungs- 
werthe  der  Wurzel  »,  falls  mod.  F'(»)  kleiner  als  1  ist.  Hierbei 
ist  die  Näherung  von  der  Iten  Ordnung,  wenn  F^(«)  nieht  gleich 
NuH,  sie  ist  von  der  irten  Ordnung,  wenn 

F'CO^F^'Ca)...  =  F-**(»)=0 
ist.  Selbstverstttndrioh  mnss  aber  in  der  ersten  Nähernngsglei- 
chung  *'  ==  F(»)  die  Grösse  %  einen  Werth  haben,  der  von  dem 
Wurzelwerth  «  nicht  über  eine  gewisse  Grenze  abweicht,  eine 
Grenze,  deren  Bestimmung  zur  Prftcisiovi  der  Näherungsmetliode 
jedenfalls  noth wendig,  aber  unseres  Wissens  noch  nicht  festge- 
stellt ist.  Für  die  Newton'sche  Methode  ist:  F(»)  =  »  — i^ 
und  ist  hier  F'Qi)  =  0,  also  die  Näherung  von  der  2ten  Ordnung, 
wenn  nicht  die  Wurzel  »  eine  mehrfache  ist.  Im  Anaohhiss  an 
diese  Betrachtungen  findet  der  Verfasser  auch  einen  Werth  für 
F(ft)>  wenn  dasselbe  eine  N&herung  von  der  nten^  Ordnung  dar- 
bieten soll|  nämlich: 
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^«=.-^f+f;a(f)-^(f^)-(f)+- 

WO  qp  eine  willkOrliche  Function  ist,  und  der  Algorithmus  (—  d  j  u 

anxeigty  dass  der  Differenzialquotient  nach  %  von  u  mit  -^multi- 

ptieirt  und  diese  Operation  «mal  wiederholt  werden  soll;  setzt 
man  »==00,  so  kommt  man  zu  der  bekannten  Reihe  für  die 
Wurzeln  der  Gleichungen: 

F  =  .  +  £(-i)-^(lö)      ^ 

Anoh  dieser  Entwiokelung  fehlen  die  Betrachtungen  ttber  die 
Conyeigenz  der  Reihe. 

Einige  Betrachtungen  ttber  dieselbe,  sowie  die  Specialisirung 
der  gewonnenen  Resultate  machen  den  Schluss  der  Abhandlung. 

Ni. 

C.    F.  E.   Bjoebling.     Sur    la    Separation    des    racines 
d'^quations  alg^briques.    N.  Act.  Ups.  (3)  Vll.    1870. 

Weitere  Ausf&hrung  des  im  ersten  Bande  der  Fortschr.  der 
Math,  besiuroeheiien  Anfsateei».  Die  Trennung  der  Wurzeln  eimsr 
idgebraisohen  Olmdinog  f{x)  ^  0  wird  auf  die  UnterfimdiuBg  der 
Wurzeln  d^  Ableitung  p(jt)  ^  0. gegründet,  so  daists.die  Be-* 
mltate  weniger  praktisch  verwendbar  als  tob  theoretischem  lut 
tereise  sind.  No. 

R.  Harlet.     On  the  Rev.   T.  P.  Eirkman'g  inethod^  of 
resolving  algebraic  equations.     Proc.  of  Manchester  VUI. 
4-20.    1868-69. 

Siehe  Fortsehr.  der  Math.  L  p*  26.  Csy. 

Beckendahl.     Die    Gleichungen    höherer   Grade.     Eine 

Studie.      Nürnberg  1869. 

Wir  heben  einige  Stellen  aus  dieser  „Studie^  heraus,  die 
besaer  als  aUe»  Andere  diesolbe  beurtheilen  limea-  £&  heisst 
Seite  1:  ^^Eine  Gleichung  ist  dijd  Qlei^teUung  sw^er  Zahlen- 
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werthe.^'  Seife  6:  «Die  in  den  einzelnen  Termen  der  Cardanisehen 
Fonnel  enthaltenen  Grössen  sind  imaginär,  lUso  aneh  die  Wurzel 
selbst/'  ^Mit  Hülfe  der  Cardanisehen  Fonnel  kann  also  höchstens 
eine  Wurzel  einer  cubischen  Gleichung  gefunden  werden  **  n.  s.  w. 

No. 

H.  Weissenborn.  Beiträge  zur  Lehre  von  der  Trans- 
formation der  Gleichungen.    Pr.  Eisenach  1870. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  besonders  mit  der  Tschim- 
haus'schen  Transformation  und  giebt  zugleich  interessante  ge- 
schichtliche Notizen  über  diesen  und  manchen  ähnlichen  Gegen- 
stand. No. 

6.  YüNö  ED  A.  Armenante.  Sülle  trasformazioni  bira- 
zionali  univoze  (eindeutigen)  e  sulle  curve  normale 
e  subnormale  del  genere  p.     Battagl.  G.  Vir.  235-253.  1869. 

Anschliessend  an  das  Werk  von  Clebsch  und  Gordan:  „Theorie 
der  Abel'schen  Functionen"  fahren  die  Herren  Verfasser  einige 
im  dritten  Abschnitt  desselben  („Die  eindeutigen  Transformationen'') 
behandelten  Probleme  eingehender  durch.  Im  ersten  Heile  wird 
die  Erhaltung  der  Zahl  p  unter  einer  etwas  aUgememertA  Vor- 
aussetzung bewiesen,  als  bei  Clebsefa  und  Gordan,  ind^  sowoU 
die  za  traasformirende  Cunre  ak  die  TVansformationsgleudiang»* 
Guryen  mit  Doppel«  und  Ettckkehrpnnkten  vorausgesetat  werden, 
und  ein  und  derselbe  Punkt  singnlär  in  beiden  Systoaien  sein 
darf.  Im  zweiten  Theile  wird  die  transformirte  Gur^e  auf  m6g* 
liehst  niedrigen  Grad  gebracht.  Hier  wird  eine  Erweiterung  des 
im  erwähnten  Werke  (S.  65)  ausgesprochenen  Satzes  aufgestellt: 
„Ist  p  <  n  —  1,  so  kann  f  =^  0  auf  eine  Curye  (p  + 1)**** Ordnung 
durch  eine  Transformation  (n— 3)*^"  Ordnung  zurückgeführt  wer- 
den (Nohnalcurye);  ist  p>ff>  eo  kann  f  ^  0  auf  eine  Gurve 
(p — 1)*"  Ordnung  durch  eine  Transformation  (n— 4)**' Ordnung 
zurttckgefUhrt   werden  (Subnormalcurre).^     Diese   letztere  soll 

o  Doppelpunkte  besitzen.   Im  letzten  Theile  der  Ab- 

handlung  werden*  einige  Beispiele ,  weloke  Cäebsdh  und  GoMbm 
(S.  66)  angedeutet  hatten ,  darebgelUirt.  Kb.^ 
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A.  Becll.    Erste  und  zweit«  Note  bezfiglich  der  Zahl  der 
Moduln   einer  Classe  von  algebraiBchen  Gleichungen. 

Clebflch  Ann.  t  4ÖI-406.  1869  und  n.  471-475.   1870. 

I>er  von  Biemann  aufgestellte  Begriff  der  durch  rationale 
SobstitatioDea  ia  einander  transforniirbareB  Gleichungen  F(«"^9^) 
=  0  fthrt  denselben  zu  sololien  einer  gegebenen  Claese  p  ange- 
hSrigen  Gleichangen,  fbr  welche  m  and  n  den  niedrigsten  Werth 
haben,  ohne  dass  die  wesentlichen  Gonstanten  in  ein  gegensei« 
tiges  Abhftngigkeitsyerhältnisg  treten.  Die  Zahl  derselben  findet 
er  3p  —  3.  Ffir  die  der  Classe  angehörigen  Gleichungen  niedrigster 
Dimensionen  (p+i)  hatte  Oa^iej  als  Constantenanzahl  4p  — 6 
gefunden.  Der  Verfasser  zeigt  an  einem  Beispiel  (p  =  4),  dass 
die  Anzahl  der  Constanteo  in  beidra  F&Uen  nicht  yerschieden 
sein  kann.  — 

Nun  hatten  Gasorati  und  Cremona  ftlr  p  =  4,  5,  6  die 
Transformation  der  einen  Normalform  in  die  andere  bdiaadelt 
Die  zweite  Note  enthält  eine  andere  Begründung  der  yon  Cremona 
gegebenen  Resultate.  Es  wird  in  derselben  fllr  p  =  6  und  p  =  7 
auf  algebraischem  Wege  die  Existenz  solcher  Transformations- 
AnsdrttdLe  aaobgewiesen^  wdohe  nnr  fttr  resp.  4  und  5  Punkte 
der  Cunre  Null  und  unendlich  werden.  No. 

E.  Isi:.    Nota  salla  risultante  di  due  equazioni.  BattagiG. 

VHL    127.    1870. 
Die  Besultante  R  der  Form  atea  Grades 

V  W  =*  «>b  +  «I  «  H h  ö»- 1  ^"■"'  +  »^ 

oad  der  quadratischen  Form 

y^Qt)  Ä  *^  —  6^  «?  +  «* 
wird  TOm  Verfasaer  nach  Potenzen  von  b^  entwickelt    Fttr  die 
Goc^ieieBten  dieser  Eatwiekehu^  Utsst  sich  durch  ELofithrnng  d^ 
„yerkttrzten^  Polypome  (polinomi  desnnti) 

y(«)  rs  tt«  +  ö*M-i«H 1-0?^-     (m  «  l;2---a) 

ein  einfaches  Gesetz  aufstellen.   Bezeichnen  11^9  ^i  *  *  *  ^»  äi^  Wur- 
leb  der  Gleichung  7  »=  0,  so  ist 

Daraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  ^(x)  =  0  und  A(6^)  =  0 
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bei  unbestimmten  b^  die  gleiche  Anzahl  veraehwindender  Warzeln 
besitzen.    Setzt  man  nun 

(2.)    Ä  =  Po  +  ^i6o+"-+^-i6r*+fc:, 

so  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  vorstehende  Bemerkung  fitr 
die  Coefficienten  P  Ausdrücke  ron  folgender  Form : 

Ps  =  a^As,i,  +  a^As,i-\ ha,^,.      (*  =  0,  l---»— 1), 

worin  die  Ä  linear  in  den  a  sind.  Aus  (1)  erhält  man  unmittel- 
bar P^  oder 

woraus  folgt 

ferner  mit  Hilfe  der  Identitäten 

Bai      ""   x—Oi  dtti     ~"     *da<        *' 

P,  =  o.<Jp('K6.)~ao9>*^'^Cfr|)  u.  s.  w. 
Es  ist  allgemein  (p.  12) 

(3.)    ^.,,-*  =  (:i*)!y(.-*).w*-.(6j. 

Hier  beziehen  sich  die  eingeklammertenlndices  auf  ^Verkürzungen^, 
die  freistehenden  auf  Differentiirungen,  welohe  in  der  angegebenen 
Ordnung  auszufahren  sind;  es  ist 

Wir  unterdrücken  die  Bemerkung,  ob  sich  der  vorstehende 
Ausdruck  nicht  einfacher  vermittelst  der  bekannten  Sätze  über 
die  Resultante  zweier  binärer  Formen  ableiten  liesse.  —  Der 
Verfasser  betrachtet  ferner  (p.  20  ff.)  die  Resultante  der 
Form  ff(x)  und  einer  cubischen  Form  t/;(x)  ebenfalls  in 
der  Gestalt  (2).  In  diesem  Falle  bleiben  die  Indices  in  der  For- 
mel (3)  erhalten;  die  Operationen  sind  jedoch  andere  geworden 
und  an  der  Resultante  RQf^  t^(^>)  auszuftlhren. 

Aus  der  Formel  ftlr  P«  werden  durch  Vergleichung  mit  (1) 
die  Ausdrücke  in  den  CoefScienteü  a  gewisser  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  a  gefunden  (p.  15)9  die  auch  bei  Serret, 
Alg^b.  sup.  I.  p.  387,  Angegeben  sind.  —  Auf  p.  15  wird  ein 
Ausdruck  als  Invariante  der  binären  Formen  4.  Grades  behandelt, 
dem  diese  Eigenschaft  nicht  zukommt  St 
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T.  Valläs.     Des  formes  imaginaires  en  alg^bre.  Götting. 

Ad«.  1870.    877-880. 
Anzeige  des  Buches  [durch  Stern.  No. 

F.    GüTHBlC.      On   }/—  1.      Phil.  MBg.  XXXIX.  1870. 

Csy. 
W.  S.  B.  WooLHOUSB.     On  general  numerical  Solution. 

Proc.  of  LoBd.  M.  S.  n.    75-84.  1869. 
Aus  s  =  x  +  c^x*+c^x*-\-'"  folgt,  wenn  man  setzt 

«  =  2^ ^*.  =  '»^-*^  =  ^^^'- ••'*  =  W+W^' 

X  =  w-«»*,-«*A,-«»(A,-3ÄJ)-»«(&,-7Ä,Ä,+A,»J) 

und  wenn  man  ^  &=  A^io'-l-A^itf^-f  As^'+***  annimmt: 

(6A,-33A,A,+9A.AJ)fi«»+... 
oder  ftlr  die  Praxis  hinreichend  genau  x  ==  (a  —  iA.    Es  wird  die 
DurchfBhrung   der  Rechnung   an    einigen  Beispielen   erläutert; 
schliesslich  folgt  eine  Bemerkung  von  A.  de  Morgan  zu  diesem 
Gegenstande.  No. 

H.  Schramm.    Las  invariants  et  las  covariants  en  qualit^ 
de  critferes  pour  las  racines   d'una  6quation.    Brioschi 

ADD.  (2.)  m.  41-55.  1869. 
Ueber  den  ersten  Theil  der  Arbeit  ist  berichtet  „Fortschritte 
d.  Mathematik  I.  32-33."  In  dem  vorliegenden  Abschlüsse  der- 
selben werden  zuerst  Invarianten  J('^>'»>  aufgestellt,  welche  ver- 
schwinden, wenn  r  Gruppen  zu  je  $  gleichen  Wurzeln  bestehen; 
dagegen  nicht  verschwinden,  wenn  die  Zahlen  r  und  $  nicht  min- 
destens erreicht  sind.  Drückt  man  die  J^''^'^^  als  Functionen  der 
Wurzeldifferenzen  aus,  so  sind  von  vornherein  nur  besondere 
Classen  derselben  zulässig;  fdr  diese  werden  die  zwischen  den 
Exponenten  noibwendigen  Beziehungen  angegeben.  In  ähnlicher 
Weise  wird  der  Fall  behandelt,  dass  die  Gleichung  r  Reihen  von 
je  4  Wurzeln  der  Form  a,  =  «,  =  P  +  7»;  «t  =  '*4  =  P-"9* 
habe.  Endlich  werden  Anwendungen  der  Theorie  auf  Gleichungen 
vom  fünften  und  siebenten  Grade  gegeben.  No. 
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D.  Regis.    Sul  numero  delle  radiei  reali  che  puo'avere 
requazione  x'^—px'\-q  =  0.   Battagl.  a.  VIU.  226-228.  187a 

Die  Gleichung  a^—pa;-}- 9  ==  0  hat,  bei  endlichem  p  und  q, 
2  reale  Wurzeln,  wenn  m  gerade,  8  wenn  m  ungerade  ist,  sobald 

f-£-)  >( — 5^)  ;  sie  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,  sobald 
^JLT  =  f — ^^J  9  sie  bat  fllr  gerade  m  keine,  fllr  unge- 
rade m  eine  reale  Wurzel,  sobald  \~)  <( — ~r/      '     ^^ 

Beweis  wird  durch  Betrachtung  der  realen  Schneidepunkte  der 
Cunren  y  =  a?»+g  und  y=pa>  geliefert    &  Gauss  Werke  Bd.  IL 

No. 

A.  PoESCHKo.    Auflösungsmethoden  unbestimmter  Glei- 
chungen.    Pr.  St.  PolUö.    1869. 

Der  Aufsatz  giebt  eine  Zusammenstellung  der  bekannteren 
Aufiösungs-Methoden.  Er  soll  wahrscheinlich  zur  Einführung  der 
Schüler  in  das  Gebiet  der  unbestimmten  Analytik  dienen.      No. 

S.  Roberts.     On  the  order  of  certain  Systems  of  alge- 
braical  equations.   Proc.  of  Lond.  M.  8.  IL  8-20.  18S8. 

Sind  l+i  Gleichungen  mit  l  unabhängigen  Veränderlichen 
gegeben,  deren  Coefßcienten  Functionen  von  k  anderen  Veränder- 
lichen sind,  so  könnte  man  durch  Elimination  jener  /  Veränder- 
lichen ein  System  von  Gleichungen  erhalten,  dessen  Ordnung 
leicht  zu  bestimmen  wäre,  wenn  nicht  durch  die  Elimination  fremde 
Lösungen  in  dasselbe  eingingen.  Der  Verfasser  untersucht  einige 
Systeme  binärer  Gleichungen  und  giebt  deren  reducirte  Ord- 
nung an.  Sind  z.  B.  Ä-f  1  lineare  GleichuDgen  a^^>a?+6(^^y  =  0 
gegeben,  in  denen  a^^  nach  anderen  Veränderlichen  von  der  Ord- 
nung px  und  6<^>  von  der  Ordnung  pi  +  «  geordnet  ist,  dann  ist  die 
Ordnung  des  Systems  gleich  a*  +a*-* Jg'pi  +  tt*~*iE'Pip^+  •  ••  Sind 
die  Gleichungen  in  x  und  y  vom  Grade  m^,  •>«•••,  also  die  A*«: 

ist  femer  a(/)  vom  Grade  px,  und  abertriffi  der  Grad  von  ai^^i 
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den  TOD  ai^^  stets  um  a,  so  ist  die  Ordnung  des  Systems  gleich 

_L /(««*!  +  P») (gm,  +  P«) »" («»>*+!  +P*+i)  —  Pi  Pt'"Pk+i\ 
a  V  a  / 

In  ähnlicher  Weise  werden  Systeme  behandelt,  welche  mehrere 

gemeinsame  Lösungen  zulassen,  doch  würde  es  zu  weit  führen, 

hier  auch  nur  die  Besultate  anzugeben.  No. 

A.  S.  GuLDBERG.    Indledning  in  Arithmetik  og  Algebra. 

Christiania,  Stensballe  1869. 

H.  Gbassmann.     Elementare  Auflosung  der  allgemeinen 
Gleichung  vierten  Grades.     Grimert  Arch.  LI.  93-96.    1870. 

Die  allgemeine  Gleichung  wird  auf  die  Form 

gebraebt  No. 

G.  Janni.     Metodo  per  calcolare    con   approssimazioni 
successive  certe  le  radici  reali  delF  equazioni  algebriche. 

Batti^;lini  G.  VIII.  157-160.    1870. 

Setzt  man  in  der  bekannten,  vielfach  von  Cauchy  benutzten 
Gleichung  F(x)  =  F(ia)  +  (^x  —  ä)  Pla  +  d(x—ä)]  fttr  x  eine 
Wurzel  x^  und  fBr  a  die  beiden  Grenzen  a^  und  6j,  wo  b^  ^x^  >  aj, 
so  findet  man  als  Näherungswerthe: 

oder     CL  =  a, ttv^-^—n-;      *.  =  ft.H 7-,  ^     ^  .   .   ; 

wobei  9)(a;)sämmtliche  positiven,  v(^)Bftmintliche  negativen  Glieder 
von  F(a?)  enthält.  -  No. 

A.   Ehklenholtz.     Ueber   die  Lösung  der   binomischen 

Gleichung.    Pr.  Celle  1869. 

Die  bekannten  Sätze  sind  zusammengestellt  und  Beispiele 
gegeben.  Mangelhaft  ist,  dass.die  Arbeit  auf  kein  bestimmtes 
Publikum  berechnet  ist:  Wer  aus  ihr  etwas  lernen  kann,  weiss 
nichts  vom  Sturm'schen  Satze;  wer  etwas  vom  Stürmischen  Satze 
weiss,  kann  nichts  aus  ihr  lernen.  No. 

Fortscbr. -d.  Math.  II.   t.  4 
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W.  Baur.  Auflösung  eines  Systems  von  Gleichungen, 
worunter  eine  quadratisch,  die  anderen  linear.  Schlo- 
milch  Z.  XIV.    130-140.    426-435.    1869. 

Die  bebandelte  Aufgabe   lautet:    Es  soll  eine  Substitution 

yo  =  öoo^oH h^o»^«  gefunden  werden,  derart  dass  vermöge 

derselben  und   der   willkflrlich  vorgeschriebenen  Substitutionen 

yx  =  a^fnx^  +  •••  +  (^x»^^  (A  =  1, 2, . . . n)  der  Ausdruck 

«       it 
f  (oJq,  a?,, ...  ajn)  =  £*Xi£^AikXk^  (^«  =  Aki) 

sich  in  den  y  darstellen  lässt,  ohne  y^  anders  als  in  einem  Gliede  y\ 

dF 
ZU  enthalten.    Man  findet  y^  =  i2!+-^ — a,,...a«,.    Im  Nenner 

der  X  steht  a  =  JS+^oo^^n  •••««»•  Im  zweiten  Artikel  wird  der 
Fall  behandelt,  dass  a  =  0  ist.  No. 

Th.  Koetteritzsch.  Ueber  die  Auflösung  eines  Syste- 
mes  von  unendlich  vielen  linearen  Gleichungen.    Schiö- 

milch  Z.  XIV.  1-15.  1869.    XV.  229-268.  1870. 

OD  • 

Um  auf  das  System  (1)  2!^f^  (m,  p)  a?„  =  9>m,  (»»  =  0, 1, . . .  oo) 

u 

die  Regeln  fUr  die  Lösung  eines  Systemee  endlich  vieler  linearer 
Oleichungen  mit  endlicher  Anzahl  von  Unbekannten  x  zu  über- 
tragen, wird  dasselbe  in 


verwandelt,   so  dass  die  Determinante  =/o  (OiO)/)  (1, 1)...  ist 

Die  Lösungen  erscheinen  in  der  Form  (2)a?p  =  ^»F,  rp,  n)(;p,. 

u 

Setzt  man  nun  z.B.  /'o(fn,p)=m  mp,  so  erkennt  man  leicht 
die  Anwendung  auf  Fourier'sche  Reihen;  ähnlich  flir  Eugelfunctio- 
neu  u.  s.  w.  Die  Systeme  (1)  und  (2)  sind  invers:  eins  liefert 
die  Lösungen  des  andern;  ihre  Determinanten  sind  reciprok.  Es 
folgen  Anwendungen  auf  besondere  Gleichungsformen. 

Bei  den  grundlegenden  Sätzen  geht  Verf.  von  endlichen  Syste- 
men zu  unendlichen  über,  ohne  diesen  Uebergang  zu  rechtfertigen. 
DaheristdieGültigkeitder  Sätze  auch  nur  beschränkt.  Beispielsweise 
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ändert  sieh  bei  endlichem  Systeme  das  Verhältniss  der  Gleichungs- 
anzahl  zu  der  der  Veränderlichen,  wenn  dem  Systeme  eine 
seiner  Gleichungen  zum  zweiten  Male  hinzugefügt  wird;  bei  einem 
unendlichen  Systeme  nicht,  trotzdem  wird  die  Determinante  0. 
—  Der  Satz.  Art  1.  S.  2.  „Sind  sämmtliche  Functionen  f^(rn,p) 
endlich,  sämmtliche  <]p»  =r  o,  und  die  Determinante  endlich 
und  Ton  0  verschieden,  so  ist  auch  der  Werth  einer  jeden 
Unbekannten   O'S   ist    unrichtig,    wie     das    folgende    Beispiel 

zeigen  mag.    Da  1  =  2;p^    ,  .^p?  (n=  1»  2,...oc),  so  folgt,  dass 

das  System 

1           1            1            1  n 

1^1— 2-^t— yt^s— 2^^4 =0 

(30        {  l^-|^.-3i^4--  =  0 

1  ^3— -4  ^4 =  0 


die  Lösungen  x^  =x^  =  —  =  a,  jeder  beliebigen  endlichen  Zahl, 
hat,  dass  die  x  also  nicht  =0  sind.  Ebenso  unrichtig  ist  es, 
dass  ein  solches  System  (1)  eindeutig  sei  (Art.  2.  S.  230).  Dies 
zeigt  sich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  von  (3)  durch 

oll  , 

ersetzt.    Das  neue  System  hat  dann  die  Lösungen 

a+1 
a?.  =  x,  =  ...  =  a,   0?,  =  -y-  jj^ 

L.  Zmürko.    Studien   im  Gebiete  mehrerer  Gleichungen. 

Wien.  Gerold  1870. 

A.  Caylbt.     Note  on  a  System  of  Algebraical  Equations. 

Quart  J.  XL  182-133.  1870. 
Bemerkungen  über  ein  Gleichungssystem  mit  3  Unbekannten« 

KIn. 

K.  Weihrauch.     Untersuchungen  über    eine   Gleichung 
ersten  Grades.    Dorpat.  Dias.  1870. 

4* 
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Ziegler.  Heber  das  Zusammentreffen  der  graphischen 
mit  der  goniometrischen  Auflösung  quadratischer  Glei- 
chungen.     Hoffmann  Z.  I.  212-215.   1870. 

Die  bisher  „ nicht  erkannte  Nützlichkeit,  Ele^^anz  und  Ein- 
fachheit beider  Lösungen,  besonders  aber  deren  fast  vollständipe 
Jdentitäf^  wird  an's  Licht  gezogen.  No. 

L.  Matthiessen.  Die  Regel  vom  falschen  Satze  bei  den 
Indern  und  Arabern  des  Mittelalters  und  eine  bemer- 
kenswerthe  Anwendung  derselben  zur  directen  Auf- 
lösung der  quadratischen  und  kubischen  litteralen 
Gleichungen.    Schl5milch  z.  XV.  41-47.    1870. 

Siehe  Abschn.  L   Cap.  1.  p.  25. 

S.  GuNDELFiNGER.  Bemerkung  zur  Auflösung  der  kubi- 
schen  Gleichungen.    Clebsch  Ann.  III.  272-275.   1870. 

Die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  wird  in  einer  von 
der  Cayley'schen  etwas  abweichenden  Form  gegeben,  in  der  noch 
ein  fbr  den  Werth  der  Wurzeln  gleichgültiger,  willkürlicher 
Parameter  vorkommt.  Ein. 

B.  ToRTOLiNi.  Soluzione  di  un  problema  relative  alle 
equazioni  di  3*'  e  4"  grado.    Atti  d.  Acc.  dei  Lincei.  1869. 

Der  Herr  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  eine  vollständige 
Gleichung  3^^"  Grades  zu  finden,  deren  letztes  Glied  die  Discriminante 
einer  allgemeinen  Gleichung  4**""  Grades  darstellt.  Ausgehend  von  . 
der  Betrachtung,  dass  die  Discriminante  einer  Gleichung  4'^"  Gra- 
des nichts  anderes  ist,  als  das  letzte  Glied  einer  Gleichung,  welche 
die  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  liefert,  bildet  er  aus  der  vor- 
gelegten Gleichung  4^*"*  Grades  eine  gewisse  reducirte  Gleichung 
vom  3'^"  Grade,  deren  Wurzeln  solche  sind,  dass  die  Gleichung 
aus  den  Quadraten  der  Wurzeldifferenzen  dieser  cubischen  Glei- 
chung die  Gleichung  ist,  welche  das  Problem  löst.      Jg.  (0). 
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A.  Gaylby.    Note  on  the  Solution  of  the  quartic  equa* 

tion   cc  17+  6/5  fl  =  0.    Clebsch  Ann.  I.  54-55.    1869. 

Bezeiehnet  V  die  Function  ax*+bx*y'\'Cx*y*-\-dxy*+ey* 
und  B  die  Hesse'Bche  Determinante  von  U]  I  und  J  ferner  die 
beiden  Invarianten  von  (/,  dann  sind  drei  Wurzeln  von  a  ü+6ßH= 0, 
welche  nicht  zugleich  1/  =  0  machen,  in  den  Formen 

gegeben.     «,,w,,  i»,  sind  hierbei   die   drei  Wurzeln   der  Glei- 
chung 4  J^io'—  /'«—/»  =  0.  No. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper  1870.  "Question  2, 

Messenger  Y.  184-186.   1870. 
Wenn  unter  den  Wurzeln  (a,  /?,  y,  8)  der  Gleichung  (a^b.Cjdye) 
(Ujiy  =  0  nicht  zwei  gleich  sind,  und  wenn  es  ungleiche  Grössen 
0,9  giebt,  so  dass 

dann  ist,  wie  bewiesen  wird,  die  kubische  Variante 

ace—ad^—b*e—c^-^2bcd  =  0. 
Die  Werthe  von  ö,  q>  werden  gebildet.  Glr.  (0.) 

V.  Janni.  Decompösizione  di  un'equazione  di  4"  grado 
fra  due  variabili  in  due  fattori  razionali  di  2".  Bat- 
tagl.    0.  VII.  26.   1869. 

Die  „Descartes'sche  Zerlegung^  hätte  der  Titel  einfacher 
lauten  können.    Neu  nichts.  No. 

L.  ScHLÄFLi.  La  risolvente  dell'  equazione  di  quinto 
grado  sotto  la  forma  di  un  deterniinante  simmetrico 
a  quattro  linee.      Briosobi  Ann.  (2)  III.  171  - 174.  1869. 

Um  uns  nicht  in  Formeln  zu  verlieren,  geben  wir  nur*  die 
Resultate  an. 

Für  X*— lOäa?'— IO/?aj«— 5yaj~*  =  0  ist  die  Besolvente 

A  H  G  3t 

H  B  F  L 

G  F  C  ß 

di  L  ß  a 


0,  wobei 
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A  =  625<'+25(-20a«+78y+(100a*-45aV+31y*-25c»/9«-16 /?*)!• 

+(«'+y)C5«*4-r)*-«i*'(40«'+28y)+16/y*+2/?*Ca'-y)+tta*, 

B  =  250a<«-25a'-10ay+16/?*,  C  =  25<'+a*+/, 

F  =  -«/9-^,  G  =  25a/«+(-35'a'-19ay+25/?0«, 

Ä  =  -25/ft'+(-15aV+19/?r-24a^*,  L  =  -25<«-y.        No. 

T.  N.  Thiele,     Lösning  af  Opgave  179.    Tyohaen  Tidsskr. 

(2)  V.  44.    1869. 
Lösung  einer  Gleichung  fünften  Grades.  Hn.  (Wn.) 

Sylow.  Bemarkning  om  Ejendetegnet  paa  an  algebraisk 
Lignings  Oplöselighed  ved  Rodtegn,  naad  den  erre- 
duktibel  og  dens  Grad  er  et  Primtal.  —      Fgrh.  v.   d. 

Natarf.    Ghristiania  257.    1869. 

Ableitung  zweier  verschiedener,  von  Abel  und  Galois  ge- 
fundener Ausdrücke  f&r  die  Bedingungen,  die  erftUlt  werden 
müssen,  damit  eine  irreduetible  algebraische  Gleichung,  deren 
Grad  eine  Primzahl  ist,  durch  Wurzeln  lösbar  sei.     Hn.  (Wn.) 

C.  F.  Em.  Björling.  Om  rötterna  til  algebraiska  equationer 

ÖN.  of  Forh.  Stockh.    1868.  241.  Stockholm.   1869. 

Siehe  Grunert's  Archi?  1868.    Fortschr.  d.  Math.  I.  p.  297. 

Hn.  (Wn.) 

J.  Petersen.    Lösning  af  Opgave  124.  Tychsen.  Tidekr.  (2) 

VI.  130.    1870. 

A.  F.  Bing.    Lösning  af  Opgave  124.    Tychsen  Tidskr.  (2) 

VI.  131.   1870. 
Es  sollen  x,  y,  z  aus  folgenden  Gleichungen  bestimmt  werden: 

Beide  Autoren  gelängen  auf  verschiedenen  Wegen  zu  folgender 
Ehdgleichung  ftlr  s; 

8«'-20c»«-(2a6-18c>*-(a*+6'-5a6c+7c»)«»*+(a6-c*)*=0. 

Hn.  (Wn.) 
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A.  S.  GuLDBERG.    Om  Ligningen  af  5*^  Grad.   Forh.  af  Christ 

1869.    Ghristiania  1870. 

Der  Verf.  giebt  das  Historische  ttber  die  Gleidiung  f&nften 

Grades  and  erwähnt  dann,  dass  diese  Gleichung  anf  die  Form 

gebracht  werden  kann 

x^+ax-{-b  =  0. 

Diese  redueirte  Form  nimmt  er  zum  Ausgangspunkt  f&r  die  Be* 

reehnung  der  Wurzeln  der  Gleichung. 

Setzt  man 


80  ist 


^  =  -y,  ^.  =  -c, 


y*-cy-c  =  0,  ^==it' 


c  ist  somit  eine  Function  von  y,  und  ftlr  die  umgekehrte  Function 
y  =  f(c)  beabsichtigt  der  Verf.  ein  neues  Zeichen  einzuführen^ 
ftlr  dieselbe  eine  genaue  Tabelle  zu  berechnen  und  passende 
Reductionsformeln  zu  suchen.  Hn.  (Wn.) 

T.  N.  Thiele.     Nogle   kritiske   Bemarkninger.    Tychsen 

Tidskr.  (2^  VL  90.   1870. 
BLritik  der  Arbeit  von  A.  S.  Guldberg  ttber  die  Gleichung 
fttnften  Grades  [Forh.  af  Christ,  for  1869J.  —  Die  Antwort  von 
Guldberg  findet  sich  p.  125.  Hn.  (Wn.) 

J.  J.  Walker.     On  the  anharmonic-ratio   sextic.    Quart 

J.X.  53-56.  1869. 

Es  wird  die  Gleichung  e'**"  Grades  aufgestellt,  welche  die  6 
anharmonischen  Verhältnisse  der  Wurzeln  einer  Gleichung  4**^"  Gra- 
des bestimmt 

Bezeichnet  /  die  quadratische,  /  die  cubische  Invariante  und 
J  die  Diseriminante  der  biquadratischen  Gleichung,  in  der  Weise 
dass  -27^/  =  4/»-•^ 

ist,  (so  dass  also  der  Factor  ^i  mit  J  zusammengezogen  ist), 
so  ist  die  verlangte  Gleichung 

^(-^+i)'+/'^'==o, 

wo  -4  =  A  (A— 1).     Die  Diseriminante  der  Gleichung  ist  J.J*.P. 

He, 
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A.   CaYLET.      Note.      Quart.  J.  X.  56-57.    1869. 

Kürzere  Herleitung  der  obigen  Gleichung  von  J.  J.  Walker. 
Schreibt  man  —  A  für  A  und  nimmt  J  in  der  gewöhnlichen  Form, 
so  dass  ä  =  P—21*Pj  80  heisst  jene  Gleichung 

,  4//(A«+A+iy-27rA«(A+iy  =  0.  He, 

G.  Jung  ed  A.  Armenante.     Sopra  una  equazione  deir 

8"  grado.      Battagl  G.  Vn.  98-104.    1869. 

Brioschi  hatte  in  einer  Mittheilung  an  das  Jstituto  Lombardo 
(Sopra  le  equazioni  generali  delV  ottavo  grado  che  hanno  lo 
stesso  gruppo  delle  equazioni  del  moltiplicatore,  corrispondente 
alla  trasförmatione  di  settimo  ordine  delle  funzioni  ellittiche  1868), 
von  der  wir  aus  Mangel  der  betreflfenden  Litteratur  im  ersten 
Bande  der  Fortschr.  nur  den  Titel  hatten  angeben  können,  die 
allgemeine  Form  der  Gleichungen  8*^"  Grades  aufgestellt,  deren 
Wurzel  durch 

/»«  =  Ä,  /-7;  /«,  =  A,+A,Q'+Ä^Q*-'+  A,Q^\s  =  0, 1, ... 6 
repräsentirt  werden,  wenn  ^^=1  ist.    Der  vorliegende  Aufsatz 
giebt  eine  einfache  Ableitung  der  von  Brioschi  gefundenen  Be- 
sultate.  No. 

0.  JoKDAN.     Sur  une  ^quation  du  16^"'''  degrö.  Borchardt 

J.  LXX.  182-185.    1869. 
Herr  Kummer  hat  gezeigt,  dass  es  Flächen  4^^"  Grades  mit 
16  singulären  Punkten  giebt,  die  je  zu  6  auf  einer  Ebene  liegen. 
Sind  ea^(A  =  1.-.4,  iii  =  1--4)  diese  Ebenem,  und   bildet  man 

n^xb  neafA 

g)  =z  2!  -^ ,  SO  enthält  die  Gruppe  der  Gleichung,  deren 

Wurzeln  die  16  Ebenen  ei^  sind,  16. 15. 8. 6  Substitutionen,  welche 
sämmtlich  q>  ungeändert  lassen.  No. 

H.  Schwarz.     Kritische  Untersuchungen  über  die  Theorie 
.  der  algebraischen  Zahlen.     Hoffmann  z.  I.  132-156.  177-196. 
1870. 

Im  ersten  Theile  wird  eine  Kritik  der  Werke  von  T.  Müller, 
W.  Gallenkamg,  E,  Baltzer,  K.  Koppe,  C.  A.  Bretschneider  in 
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Bezog  auf  die  Grundlagen  der  algebraischen  Zahlen  und  beson- 
ders auf  die  Einführung  der  [negativen  Grössen  gegeben.  Im 
zLweiten  Theile  versucht  der  Verf.  selbst  eine  Theorie  aufzustellen. 
Die  Haupts&tze  in  dieser  Beziehung  sind  die  folgenden:  Die  Ein- 
heit, in  dem  Sinne  gedacht,  dass  sie  zu  einer  Zahl  hinzugefügt 
dieselbe  um  Eins  vergrössert,  heisst  absolut.  Die  Vorzeichen  -}- 
und  —  zeigen  an,  dass  der  Sinn  der  Einheiten  unverändert  bei- 
behalten oder  in  den  entgegengesetzten  umgewandelt  ist  Die  posi- 
tive Einheit  ist  einerlei  mit  der  absoluten  *  die  negative  hat  den 
gerade  entgegengesetzten  Sinn.  Null  ist  Nichtgesetztsein  der  zu 
Grunde  liegenden  Einheit.  Die  Beihe  der  negativen  Zahlen  ent- 
steht durch  wiederholtes  Setzen  der  negativen  Einheit.       No. 

A.  Cayley.  A  Note  on  his  Memoir  „On  the  condition 
for  the  existence  of  three  equal  roots,  or  of  two  pairs 
of  equal  roots  of  a  binary  quartic  or  quintic."  Proc. 
of  Lond.  XVn.  314.   1869. 

Bemerkung  des  Verfassers,  dass  der  Titel  der  obigen  Arbeit 
hätte  heissen  müssen:  ,,0n  the  conditions  for  the  existence  of 
certain  Systems  of  equal  roots  of  a  binary  quartic  or  quintic.^ 

Cly.  (M.) 

George  Biddel  Aibt.     On   the   factorial   resolution   of 

the  trinonodal  af  —  2  cos  »  a  H — -.    Trana.  of  Cambridge  XI.  (II). 
426-443.   1869. 

John  Couch  Adams.     Note  on  the  resolution  of 

0^—2  cos  na -\ — ;  intO   factors.      Trans,  of  Cambridge  XI.  (II). 

CS 

444-445.  1869. 
Der  Verfasser  kann  nicht  begreifen,  dass  eine  Gleichung, 
welche  ganz  auf  der  Anwendung  imaginärer  Symbole  basirt  ist, 
den  geringsten  Anspruch  auf  den  Charakter  logischer  Evidenz 
hat,  und  hält  es  f&r  wttnschenswerth,  einen  unahängigen  Beweis 
dafUr  zu  geben.  Er  verweist  in  einem  Zusatz  auf  die  ein- 
fachere Lösung  des  H..  Adams,  als  auf  eine  erfolgreiche  Erledigung 
dieser  Frage,  und  setzt  seinen  eigenen  Beweis  bei  Seite,  der  in* 
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dessen  doch  nicht  ohne  Interesse  sei,  da  er  der  erste  Schritt  in 
der  Lösung  des  merkwürdigen  Problems  sei,  indem  er  zeige,  wie 
eine  complicirte  Lösung  häufig  einer  einfachen  vorangehe,  und 
da  einige  im  Laufe  der  Untersuchung  beiläufig  gewonnene  Punkte 
nicht  ohne  Werth  seien.  Cly.  (M.) 

A.  VEccmo.     Sülle  equazioni  trascendenti,   Battagi.  g.  Vir. 

42.    1869. 
Der  Verfasser  beweist,  dass  die  transcendente  Gleichung 
(e*+e-*)co8»— c  =  0, 
(vgl.  Poisson,  Traitö  de  Mäcanique,  §  5,  Ch.  8),  fÄr  c  =  2  keine 
imaginäre  Wurzel  hat.  M. 


Capitel  2. 
Theorie  der  Formen. 

A.  Clebsch.      Zur   Theorie    der    binären    algebraischen 
Formen.  Gott.  Nachr.  405-409. 1870  ♦)  Clebsch  Ann.  m.  265-267.  1870. 

Sei  f(x^  a?,)  =  f  eine  binäre  Form  «*«'  Ordnung,  femer 
dann  kann  man  y  linear  durch  |,  17  ausdrücken  und  erhält 

Sind  nun  in  symbolischer  Darstellung 

die  zu  f  gehörigen  Co  Varianten,  die  in  den  OoeiFicienten  f  vom 
2^^"  Grade  sind,  so  kann  man  die  Formen  9),,  tp^...€pn  (und  also 


*)  Grösserer  Bequemlichkeit  halber  behalten  wir  bei  allen  hierherge- 
hörigen Abhandlangen  Eine  Bezeichnungsart  (die  von  Clebsch  und  Gordan) 
bei.  No. 
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aberhaupt  alle  Covarianten  und  Invarianten  von  f)  rational  durch 
/i  die  V  wild  die  Functionaldeterminanten  der  t/y  gegen  f  aus- 
drucken, und  zwar  erscheinen  dabei  in  den  Nennern  immer  nur 
Potenzen  von  f.  —  Es  folgen  einige  Bemerkungen  Über  die 
Form  der  qp.  No. 

P-  Gokdan.     Die  simultanen   Systeme  binärer  Formen. 

Glebfich  Ann.  II.  227-281.   1870. 
ADe  simultanen  Formen  von 

(1)  A  =  (A,^.+A.^.r^=^,i,  (i  =  l,2,...0, 
sind  nachClebsch  (Borchardt  J.  LIX.)  darstellbar  als  Aggregate 
symbolischer  Producte  von  der  Form 

wo  die  fi^x  durch  dien^jr  und  das  Product  der  Klamm erfactoren 
(Jiffd  =  fxjfir^fiiji^  durch  J(JC)  vertreten  wird.  --  Jede  simul- 
tane Covariante  (3)  <]p  =  ^^  =  «ix«2ac .  •  •  ^  (sP)  gi®l^^»  als  neue  Form 
angesehen,  zur  Einführung  neuer  Symbole  Anlass.  Enthält  ein  sym- 
bolisches Product  R  die  Covariante  <)p  und  ist  T  das  Product  der  Sym- 
bole, welche  y  nicht  enthalten,  so  wird fi  =  I'^jJ^*'  (?rj ...  (9>ry). 

Durch  ymaliges DifiFerenziren  von  (3)  entsteht,  wenn  h  =  r  __  ^y 

ist, 

(4)     R  =  \i:TJ(iq;)  (*„.r.)...(*,^r,)*«^^,,...*„^,=  yi.Z,. 

So  ist  R  als  Aggregat  einfacherer  Symbole  Z<  dargestellt.  Umge- 
kehrt kann  jedes  symbolische  Product  alsAggregat  von  anderen  mit 
weniger,  aber  verwickeiteren  Symbolen  ausgedrückt  werden.  Aehn- 
liehes  gilt  fllr  die  Uebereinanderschiebungen 

d.  h.  für  symbolische  Producte,  in  denen  nur  die  Covariante  q> 
und  \p  vorkommen. 

Eine  Anzahl  Formen  A^^  A^,.,,A^  heisse  Formensystem; 
es  sei  S(il)  =  il? . . .  A^,  Ein  symbolisches  Product  R  ist  das  wirk- 
liche Product  zweier  anderer,  wenn  es  sich  so  in  zwei  Factoren  zer- 
legen lässt,  dass  die  Elammerfactoren  des  einen  kein  Symbol  des 
anderen  enthalten.    Giebt  es  in  [SQA)S(^ff)y  ein  6o  in  Factoren 
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zerlegbares  Glied,  so  heisst  die  Uebereinanderscliiebung  von  der 
ersten  Art;  wenn  nicht,  von  der  zweiten.  Die  Kriterien  hier- 
für werden  gegeben.  Die  Uebereinanderschiebnngen  der  ersten 
Art  sind  also  in  gewissem]^  Sinne  reducirbar,  die  der  zweiten 
primitiv.  Letztere  bilden  ein  abgeschlossenes  endliches  combi- 
nirtes  Formen  System.  Wendet  man  die  Gombination  von 
Systemen  auf  vollständige  Systeme  an,  d.  h.  auf  solche,  bei 
denen  alle  durch  Uebereinanderschiebung  entstehende  Formen 
sich  als  ganze  Functionen  der  ursprünglichen  ausdrücken  lassen,  so 
findet  sich,  dass  neue  vollständige  Systeme  entstehen.  Damit 
ein  System  vollständig  sei,  genügt  es,  dass  die  Uebereinanderschie- 
bungen  je  zweier  Formen  (i4(^>  il^))"  in  der  Form  I!cS{A)  darstell- 
bar sind.  Die  Frage  nach  der  Ausscheidung  der  überflüssigen  Formen 
bleibt  in  ihrer  Allgemeinheit  hier  noch  unbeantwortet.  —  Mit 
Hülfe  dieser  Entwickelungen  werden  für  eine  einzelne  Form  wie 
für  mehrere  Formen  Systeme  von  Covarianten  und  Invarianten  aufge- 
stellt, durch  die  sich  alle  simultanen  Covarianten  und  Invarianten 
der  Form  als  ganze  Functionen  ausdrücken  lassen.  Setzt  man  näm- 
lich die  Formen  (n— 1)*^"  Grades  von  f^  =  a^-*  =  •••  als  be- 
kannt voraus,  lässt  die  oberen  Indices  fort  und  multiplicirt  mit 
^jr&xCjc...,  so  erhält  man  eine  Beihe  specieller  Formen  ilj,il^,... 
von  f]  definirt  man  nun  (der  Einfachheit  wegen  sei  n  durch  4 
theilbar) 

endlich  (abweichend  von  der  Definition  in  Borchardt  LXIX. 
Siehe  Fortschritte  d.  M.  I.  60)  W  als  die  symbolischen  Producte, 
bei  welchen  ein  jedes  der  darin  enthaltenen  Symbole  a;&,  c, ... 
mindestens  durch  einen  Factor  a^,  &x;  •••  vertreten  ist,  welche 
ferner  so  beschaffen  sind,  dass  mindestens  einer  der  erwähnten 


n' 


ten 


Factoren  a^r,  6^, ...,  z.  B.  a^  in  einer  höheren  als  der  —    Potenz 

vorkommt,  so  lassen  sich  alle  Covarianten  und  Invarianten  auf 
die  Formen  ScS {£)-{-¥ {JL^x)  bringen.  K  selbst  ist  vom  Grade 
n,  besitzt  also  ein  ähnliches  System  £,  L,  ^  entsprechend  den 

Es  folgen    als    Beispiele   die  Systeme    der  Formen    vom 
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1**",  2***",  . . .  6**''*  Grade  und  die  simultanen  Systeme  der  Formen 
vom  2**"*,  3**"  und  4**"  Grade,  fttr  welche  die  Systeme  auf  ihre  redu- 
cirie  Form  gebracht  sind.  No. 

Beltrami.     Ricerche  suUa  geometria  delle  forme  binarie 

cubiche.   Mem.  dl  Bologna  X.   1870. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3. 

P.    Gordan,      Ueber    ternäre    Formen    dritten    Grades. 

Clebgch  Ann.  I.  90  - 128.   1869. 
Sämmtliche  zu 

f=ia,x^+a^x^+a^x,y  =  a»  =  6»  =  ...  =  aj 
„gehörigen  Formen"  (Covar.,  Invar.,  zugehörige  Formen,  Zwischen- 
formen) sind  als  symbolische  Producte 

P  =  ttjf  fcxCjc . . .  (ahu)  (acu)  (bcu)  . , ,  (abc)  (ahd)  (acd)  . . . 
darstellbar.  CP9^^  ist  hier  =  £+p^q^r^,  und  w,,«,,«,  sind  zu 
^xi^ti  ^3  contragredient.  Die  Anzahl  der  a^^  frx^ . . .  heisse  Grad, 
die  Anzahl  der  (a6u),  (ßcu)  . . .  Glasse,  die  der  ayb^c.,.  Ord- 
nung, die  Summe  von  Grad  und  Classe  der  Rang  von  P.  — 
Ersetzt  man  in  solchem  symbolischen  Producte  F  von  der  Ordnung 
m — 1,  i  Facto ren  a*-,  bx^  Cj^  . . .  durch  (aau)^  (bau)  . .  .^  ferner 
X  Factoren  (abn^y  (acu)  . . .  durch  (aba),  (aca)  . . .  und  multiplicirt 
die  neue  Form  mit  aJ""*""S  so  erhält  man  „mittels  einer  Combi- 
nation,  welche  die  Moduln  x  und  i.  besitzt,"  eine  Form  P  der  Ordnung 
m.  Umgekehrtkannman alleProductePausProductenPableitenund 
weiter  rückwärts  zu  denen  der  m— 2**^",  m— 3'^", . . .  Ordnung  gehen. 
Die  Modularsysteme  (x,  il),  bei  denen  x+X  ^  n  sein  muss,  seien 
so  geordnet,  dass  (x',  AQ  dem  (x",  A")  als  niedriger  voransteht, 
wenn  x'+A'<x"-fi"  oder  x'+A'  =  x"+F;  x'<x"  ist.  Die  For- 
men j»'*'  Ordnung  werden  so  geordnet,  dass  zuerst  die  Formen 
niederen  Ranges,  unter  denen  gleichen  Ranges  zuerst  die  niederen 
Modularsystems  stehen,  durch  welche  die  P  aus  den  F  abgeleitet 
sind.  Die  in  dieser  Anordnung  früher  auftretenden  Formen 
heissen  frühere,  die  von  gleichem  Rang  und  gleichen  (x,  l) 
gleichzeitige.  Da  aber  die  Differenz  zweier  Formen  q>^  und 
7„   welche  aus  F  mittels   der   Combinationen   A^  und  ^4,  von 
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gleichen  Moduln  entstehen,  eine  lineare  Function  Vj— y,  =2!^i^i 

i 

früherer  Formen  fp  derselben  Ordnung  ist,  deren  Coeffidenten  L  die 
Variabein  u  und  x  nur  in  der  Verbindung  Ux  enthalten,  so  folgt,  dass 
von  gleichzeitigen  Formen  nur  Eine  beibehalten  zu  werden 
braucht,  wenn  man  ihr  Aggregate  firttherer  Formen  hinzufügen 
kann.  Bes&eichnet  man  also  den  Uebergang  von  F  =  ^u^  (Grad 
p,  Classe  q)intp  =  pP-^tt;-«(paw)^a*a^-«-^  als  „Uebereinander- 
schiebung,  welche  die  Moduln  x,  X  besitzt,'^  so  ergiebtsich,  dass 
alle  Formen  q>  von  der  m*^"  Ordnung  als  Aggregate 

ip+ULyj'+SLMtp'' 
darstellbar  sind,  wenn  V'>  V^'  frühere  durch  Uebereinanderschiebnng 
entstandene  Formen  bedeuten.  Nennen  wir  volles  System  von 
Formen  der  Ordnung  m  ein  solches,  durch  welches  alle  Formen 
q;  sich  linear  ausdrücken  lassen,  so  bilden  die  %p  ein  volles. 
Es  brauchen  die  Uebereinanderschiebungen  hierbei  nicht  auf  alle  For- 
men F  der  m—  1**"  Ordnung  angewendet  zu  werden,  sondern  nur  auf 
volle  Systeme  m—V^^  Ordnung;  ja  man  kann  auf  ein  volles  System 
m—V^"  Ordnung  sogar  beliebige  Combinationen  anwenden,  um 
auf  ein  volles  System  m'**'' Ordnung  zu  kommen,  wenn  nur  jedem 
Modularsysteme  Eine  und  nur  Eine  Combination  entspricht.  — 
Ein  System  &^y  i9*j,  &^  , . ,  heisst  ein  vollständiges,  wenn 
alle  Formen  von  f  ganze  Functionen  der  &  mit  numerischen 
Goeflficienten  sind.  Bildet  man  nun  mit  Hülfe  eines  der  eben  charac- 
terisirten  Combinationssysteme  die  zu  &  und  den  Producten  und  Po- 
tenzen der  tf  gehörigen  Formen,  und  sindalle  diese  ganze  Functionen 
der  &,  so  ist  dies  ein  hinreichendes  Zeichen,  dass  die  &  ein  voll- 
ständiges System  bilden.  Die  Anzahl  der  Producte  und  Potenzen  ist 
zwar  unendlich  gross,  es  lässt  sich  aber  leicht  ein  endliches 
System  derselben  absondern,  auf  welches  allein  jener  Nachweis 
der  Darstellbarkeit  angewendet  zu  werden  braucht.  Für  temäre 
cubische  Formen  wird  dann  ein  System  von  34  Formen  &  auf- 
gestellt, und  der  Nachweis  der  Vollständigkeit  geliefert     No. 

A.  Clbbsch  und  P.  Gordan.     üeber  biternäre  Formen 
mit  contragredienten  Variabein.      Ciebsch  Ann.  i.  359 -4oa 

1869. 
Seien  a?,,  a?,, x^  Punkt-,  w,, «»,  w,  Linien-Coordinaten;  a^,  a^,  a. 
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symbolische  CoefBeienten,  welche  den  erBten,  a,,a,,  a,  solche, 
welche  den  zweiten  cogredient  sind;  setzt  man  ferner 

so  ist  der  allgemeinste  Ausdruck  der  zu  behandelnden  Formen 
fz=a^  11».  Jede  dem  Fonnenkreise  von  f  angehörige  Gestalt 
kann  als  symbolisches  Produkt  folgender  8  Typen  dargestellt 
werden  (ofcii),  Cabc),  (a/&),  iaßy),  Uxy  ««,  a^,  ««• 

Der  erste  Theil  der  Abhandlung  ist  dem  der  eben  besproche- 
nen durchaus  parallel  laufend,  nur  dass  die  Beweise  durch  die 
Tennehrte  Zahl  der  Typen  eine  etwas  andere  Gestalt  annehmen. 
Für  m  =  1,  n=:  1  also  f=axUa  enthält  das  vollständige 
System  7  Formen;  diese  sind  i  =  a«,  /"=  ajcUa^  i^  =  a^fc„, 
f;  =  axUßba,  t,  =  aßbyCaj  q>  =  a^Cxba^ßr^^^  V  =  UßUyba{acu). 
An  Stelle  der  Invarianten  ij,  i,  und  der  Zwischenform  f^  werden 
andere  Ausdrücke  eingeführt 


^.<"  =  !^=2|±ls,,=f,-<f+ 


2    '  6         '  J'      M     V  I      2      ' 

und  mit  Httlfe  derselben  das  entsprechende  Formensystem  fttr 
die  zusammengesetzte  Function  F  =  xux-\-Xf^iJig  aufgestellt. 
Zwischen  den  7  obigen  Formen  und  Ux  besteht  eine  einzige  höhere 
Relation,  enthalten  indem  Satze,  da8Sf).v^  die  Determinante,  in 
Bezug  auf  x,  A,  ju  gebildet,  einer  quadratischen  Form  ist.  Setzt  man 

dxh  duk  dxh  duh  dxh  duh 

80  ist  ähnlich  <^.V+-r'04-To'ß'+Tir5'ß"  die Hesse'sehe Deter- 

minante,  nach  x,  A,  ^  gebildet,  der  quadratischen  Form 

2\p(f+ii)  +  q(i9  +  Ve')-\-rCux+3i)]. 
Si'*  ist  =  —  6  Ä,  wo  Ä  die  Determinante  einer  cubischen  Glei- 
chung J  =  0  ist;  Si'  ist  =  —  2Äiijf.  Nach  Betrachtung  des  For- 
mensystems der  cubischen  Formen  %  yß  beschäftigt  sich  die  Ab- 
handlung mit  der  geometrischen  Deutung  der  Form  f(m  =  1, «  =  1). 
Wird  u  als  Veränderliche  betrachtet,  so  stellt  /"  =  0  einen  Punkt 
y  dar,  der  mit  dem  Punkte  ^,,  x^^  x,  collinear  verwandt  ist. 
Man  kann  im  allgemeinen  f  durchlineare  Transformalion  indieForm 
f  =  e^X^U^']-e^X^  ü,+ «a-Xj  ü,  bringen,  während  Ux  im  Ux  über- 
geht.   Die  Gleichung  F  ==  0  stellt  die  Gesammtheit  aller  coUine- 
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aren  Systeme  mit  gemeinsamem  Fundamentaldreieck  dar.  Grebt 
man  nun  von  einem  Punkte  x  zu  y,  betrachtet  dann  y  als  dem 
ersten  Systeme  angehörig  und  bestimmt  den  entsprechenden  ^ 
u.  s.  w.,  so  liegen  a;,  j^,  s, . . .  auf  einer  transcendenten  Gurve.   Es  wird 

nun  untersucht,  unter  welcher  Bedingung  i-  dieser 

Punkte  auf  einer  algebraischen  Gurve  liegen;  dieselbe  ergiebt  sich 
als  eine  gewisse  Invariantenbeziehung.  Umgekehrt  werden  dann 
auch  solche  Invarianten-Relationen  geometrisch  in  der  angegebenen 
Weise  gedeutet.  —  Zum  Sohluss  werden  die  AusnahmsfäUe  an- 
gegeben, welche  dadurch  entstehen,  dass  von  den  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung  //  =  0,  2  oder  3  einander  gleich  werden. 

No. 
A.  Clebsch  und  P.  Gordan.  üeber  die  Theorie  der 
ternären  cubischen  Formen.  Clebsch  Ann.  i.  57-89.  1869. 
Brioschi  hat  in  den  G.  R.  1863  eine  typische  Darstellung  der 
ternären  cubischen  Formen  gegeben.  Hier  wird  eine  ähnliche 
typische  Darstellung  entwickelt,  indem  Methoden  auseinanderge- 
setzt werden,  alle  zu  jener  Function  gehörigen  algebraischen 
Formen  durch  vier  Covarianten  und  drei  in  Bezug  auf  die 
Liniencoordinaten  tij ,  u^ ,  u,  lineare  Zwischenformen  auszu- 
drücken. Um  aber  auch  zugehörige  Formen  bequem  und 
naturgemäss  durch  einfache  zugehörige  Formen  darzustellen^ 
wird  ein  zweites  System  gegeben,  bei  dem  die  Grundformen  aus 
vier  zugehörigen  Formen  und  drei  in  Beziehung  auf  x  linearen 
Zwischenformen  bestehen.  —  Der  Formelreichthum  der  Arbeit 
macht  es  uns  unmöglich,  diese  Abhandlung  ins  Einzelne  zu  ver- 
folgen, ohne  bis  zum  Einzelnsten  zu  kommen.  No. 

A.  Bessel.    üeber  die  Invarianten  der  einfachsten  Sys- 
teme simultaner  binärer  Formen.    Clebsch  Ann.  i.  173-194. 

1869. 
Es  werden  ftir  2  quadratische  Formen  (§  2),  ebenso  für  3 
(§  3),  fär  eine  quadratische  und  eine  cubische  (§4),  fär  eine 
quadratische  und  eine  biquadratisehe  (§  5 — 7)  Inväriantensysteme 
aufgestellt,  durch  die  sich  jede  simultane  Invariante  in  Form  einer 
ganzen  Function  darstellen  lässt.    Die  Methode  ist  die,   dass 
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einer  Sabstiä^on  mit  dem  Modiü  1,  f=^  a^  m2aX,j; 
unigevnuidelC  wird  uid  die  Coeffieienten  der  betreffenden  anderen 
iiiiig«wandelten  Formen  f  =  a'^;  f  e=r  a!^^;  . . .  durch  die  ein- 
fachsten Invarianten  aüsgedrflckt  werden.  Die  beliebige  Invari- 
ante tp  =:  a^tp  giebt  dann  durch- Betrachtung  der  Ordnung  und 
des  Gewichts  die  Verbindungen,  in  denen  allein  die  neuen  Coef- 
ficienten  in  den  tp'  vorkommen ,  und  dadurch  den  Ausdruck  von 
fp  als  Function  jener  Fundamentalinvarianten.  Ko. 

F,  Harbordt.  Das  simultane  System  einer  biquadrati- 
scben  und  einer  quadratischen  binären  Form.  Clebscb 
Ann.  I.  210-224.   1869. 

Wie  schon  der  Titel  zeigt,  ist  der  Gegenstand  dem  in  den 
letzten  Paragraphen  der  eben  besprochenen  Arbeit  nahe  ver- 
wandt. Die  Resultate  sind  zum  Theil  dieselben.  Ist  f  =  a^, 
f  =  ^;jand  bildet  man  9  =  (aa')*a;j,  ^' =  (sfQya'2j  ^"  =;=..,.. 
so  wifd-  rgezeigt  (wie  auch  bei  Bessel),  dass  jede  dieser  quadra- 
tise^o  .Govariantea  durch  2  vorhergehende,  die  von  ihr  durch 
eine  zwisohenliegende  getrennt  sind,  linear  sich  ausdrücken  l£ss^. 
Dana  folgen  2  typische  Darstellungen  von  f\  ferner  nach  der  Be- 
handlung der  Ausnahmefälle  die  Aufstellung  der  Formen  ihr 
kf+XA;  endlich  in  kurzen  Zttgen  eine  Erweiterung  auf  temäre 
Formen«  No. 

S,  GuNDELFiNGEB.  Zur  Theorie  des  simultanen  Systems 
einer  cubischen  und  einpr  biquadratischen  binären 
Form.    Stuttgart.   1869. 

Nadi  Vorausschiekung  ebjger  Definitionen  werden  die  Formen 
durch  7.  directe  und  3  windschiefe  Invarianten  rational  aosge- 
drQekt,  von  denen  die  Quadrate  und  Producte  von  je  zweien  der 
leteteren  .eich  als  ganze  Functionen  der  7  erstereii  darstellen 
iMsen.  Darauf  werden  die  Invarianten  und  Covarianten  behan- 
delt, weldie  entstehen,  wenn  die  cnbische  Orundform  durch  eine 
Imeare  Oonbinatioii  derselben  mit  ihrer  cubischen  Oovariante 
ersetrt  wird;  ebenso  wenn  an  die  Stelle  der  biquadraJuM)hen 
Gtnndform  eine  lineare  Combination  derselbea  mit  ihrer  Hesse'schen 

ForMchr.  d.  Matli.  U.  1.  5 
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Determinante  tritt.  Es  folgt  eine  Digression  ttber  die  teroireii 
Formen  dritten  Grades,  in  weldier  die  analogen  Formdn  aus 
diesem  Gebiete  abgeleitet  werden,  wie  sie  suerst  von  AronlMrid 
(Borchardt  J.  LV.  S.  191)  aufgestellt  sind.  Sehliesalich  wiid  do 
von  Clebsch  ftlr  dieses  System  aufgestelltes  volles  Formensystem 
mitgetheilt,  welches  aus  1  Cov.  6**^",  2  Cov.  5*^",  5  Cov.  4''", 
8  Cov.  3***",  12  Cov.  2'*",  16  Cov.  !»•«  Grades  und  ans  20  Inv. 
besteht,  und  es  werden  volle  Systeme  angegeben,  bei  denen  die 
cubiscbe,  bezüglich  die  biquadratische  Grundform  in  der  oben 
erwähnten  Art  durch  eine  lineare  Combination  u.  s.  w.  ersetzt  ist. 

No. 

A.  Clebsch.   Zur  Theorie  der  binären  Formen  6**"  Gra- 
des und  zur  Dreitheilung  der  hyperelliptischen  Func- 
tionen.     Göttingen.     Dieterich.    1869.      Clebsch  Ann.  IL  193-197. 
1870. 
Die  Gleichung,  von  welcher  die  Lösung  der  Aufgabe  ^=u^— o* 
abhängt,  ist  vom  40*^  Grade,  und  stimmt  mit  derjenigen  ttberein, 
welche  C.  Jordan  bezüglich  der  Dreitheilung  der  hyperelliptiaehen 
Functionen  (p  =  2)  gefunden  hatte.    Geht  man  von  einer  Lösung 
u^^t>^  aus,   so   theilen  sich   die   übrigen  ti"— u'*  =  ii*— ©•  in 
zwei  Klassen;  die  der  ersten  sind  derart,  dass 

ist,  w&hrend  bei  der  zweiten  kein  Factor  von  e*— t/'  einen  von 
ti'—u"  ganz  enthält.  Die  Lösungen  der. ersten  blasse  führen 
auf  das  Hülfsproblem  2c  =  3ti|— |*+i;',  welches  durch  lineare 
Ausdrücke  |,  17  identisch  zu  erf&llen  ist.  Man  gelangt  hierbei  zu 
einer  Hesse'schen  Gleichung  9'"""  Grades.  Jeder  Lösung  |,  17  ent- 
sprechen drei  Lösungen  des  Problems,  so  dass  alle  Lösungen 
erster  Klasse  in  9  Tripel  zerfallen.  Es  werden  die  Gleiehung 
9**"  Grades,  die  12*'"  Grades,  von  welcher  die  Lösung  der  ersteren 
abhängt,  und  die  3*^"  und  4^"*"  Grades,  durch  welche  die  Lösung 
erfolgt,  aufgestellt.  Drei  Lösungen  des  Problems,  deren  2  ans 
der  dritten  mittels  derselben  Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung 
gefunden  werden,  heissen  conjugirt  Sie  bleiben  conjugirt,  von 
welcher  der  drei  man  auch  ausgeht.  Die  Wurzeln  eines  Tripels 
vorausgesetzt,  ordnen  sich  die  jedes  der  8  übrigen  Tripel  den- 
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selben  eindeotig  zu.  Die  Lösung  der  Hesse^sehen  Gleichung  kann 
mit  den  Vorstellungen  in  Beziehung  gesetzt  werden,  welche  das 
Problem  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  giebt.  Es 
entsprechen  conjugirten  Lösungen  Wendepunkte  einer  Geraden, 
der  biqnadratiBchen  Gleichung  die  4  Wendepunktdreieeke,  der 
eabischen  Gleichung  die  Seiten  eines  der  Wendepunktdreiecke. 
Der  Lösungen  zweiter  Klasse  sind  12;  sie  entsprechen  den 
12  Ecken  der  Wendepunktsdreiecke.  —  Legt  man  statt  t/,  v  eine 
andere  Lösung  u'j  xf  %u  Grunde,  so  ergiebt  sich  eine  Reihe  von 
letzen,  wie  z.  B.  dass  ti,  v  erster  Klasse  in  Bezug  auf  u',  xf  ist, 
wenn  es  u%  xf  in  Bezug  auf  u,  x>  war,  u.  s.  w.  Geht  man  nun 
von  u^  9  aus,  so  kommt  man  zu  drei  entsprechenden  ti'e',  ^\^\'i 
u',d',  und  erhält  ein  Quadrupel,  welches  dadurch  charakterisirt 
ist,  dass,  wenn  man  irgend  eine  zum  Ausgangspunkt  wählt,  die 
3  andern  ein  zugehöriges  Tripel  erster  Klasse  bilden.  Es  giebt 
90  solche  Quadrupel;  und  zugleich  für  jedes  4  Lösungen,  welche 
bei  allen  Anordnungen  2*^''  Klasse  bleiben.  Solcher  Quadrupel- 
paare giebt  es  also  45,  und  es  ist  auf  27  Arten  möglich,  die 
40  Wurzeln  in  5  Quadrupelpaare  zu  ordnen.  No. 

A.  Olebsch.  Ueber  die  Möglichkeit,  zwei  gegebene 
binäre  Formen  linear  in  einander  zu  transformiren. 
Clebsch  Ann.  IL  373-382.    1870. 

„Für  Formen  ungerader  Ordnung  folgt  die  Möglichkeit  der 
linearen  Ueberftlhrung  aus  der  Gleichheit  der  absoluten  Invari- 
anten immer,  sobald  fllr  die  beiden  verglichenen  Formen  zwei 
Paare  entsprechender  von  Null  verschiedener  linearer  Covarianten 
exifitiren,  welche  nicht  nur  um  einen  constanten  Factor  verschie- 
den sind." 

^Fttr  Formen  gerader  Ordnung  folgt  jene  Möglichkeit  aus 
der  Geiehheit  der  absoluten  Invarianten  immer,  sobald  ftlr  die 
beiden  verglichenen  Formen  zwei  Paare  entsprechender,  von 
Noll  verschiedener  quadratischer  Covarianten  bestehen,  welche 
kttnen  gemeinschaftlichen  linearen  Factor  besitzen.'^ 

In  beiden  Fällen  werden  die  Transformationsformeln  sogleich 
gegeben. 

5* 
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Sind  bei  Formen  fünfter  Ordnung  (siehe  Fortsebr.  L  58) 

die  4  Invarianten,  so  folgt: 

„Formen  fünfter  Ordnung  mit  identischen  absolaten  Inva- 
rianten sind  stets  linear  in  einander  UberfttTbar,  mbald  niefat 

A*  A* 

gleichzeitig  B  und  Codex  Ä—-^  und  C—  -^  verschwinden." 

Für  Formen  sechster  Ordnung  sei  /=  a«  =  6^=--;  ft  = 
3(a6ya^6^=Äi;   i  =  (fta^a^,  m  =  (AO**^  «  =  C*«»)**l;  ^"  = 

Dann  ist  das  Nichtverschwinden  von  R,  und  von  AuAiHZ—Atm 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Transfor- 
mation. No. 

6.  Battaglini,     Sülle  forme  ternarie  quadi*atiche.    Bat- 

taglini  G.  Vm.  38-59.  129-156.    1870. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  geometrischen  Dar- 
stellung ternärer  quadratischer  Formen.  Seien  (s^^  «,,  «,)  und 
(Sj,  Sj,  S,)  zwei  Systeme  von  Veränderlichen;  jedes  Verhältniss 
s^  :  s^  : «,  oder  S^  :  S^  :  S,  heisse  Element  s  oder  S  mit  den  Co- 
ordinaten  (s^,  s^,  «,)  oder  (S,,  S„  S,);  endlich  gelte  die  Gleichung 
*i  ^i + 't  *i + *8  S»  =  0.  Zwei  quadratische  Formen  U  und  u  heis- 
sen  conjugirt,  wenn 

tl  =  -JPilv  8i sj,  u  =  5a,y  Si Sj  (t,  j  =  1,  2,  3 ;  ily  =  A^;  Oij  =  o,;)- 
Die  8  und  S  können  nun  entweder  als  Gerade  und  Ebenen  be- 
trachtet werden;  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  oder  als  Gerade 
und  Punkte,  die  auf  einer  Ebene  liegen.  Die  Systeme  ü  und  u 
bilden  im  ersteren  Falle  einen  JCegel  zweiter  Ordnung,  im  letz- 
teren einen  Kegelschnitt:  im  ersteren  Falle  der  Ort  der  Geladen 
oder  die  EingehtlUte  der  Ebenen,  im  zweiten  der  Ort  der  Pimkte 
oder  die  Eingehüllte  der  Geraden.  Betrachten  wir  den  ersten 
Fall,  so  sind  zwei  Gerade,  bezttglieh  ^wei  Ebenen,  die  aufeinander 
senkrecht  stehen,  harmonische  Elemente.  Es  wird  i^ua  die  Bedeu- 
tung der  in  der  Theorie  der  temären  quadratischen  Formen  her- 
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TortroteiideD  aiMnoetitelieii  Orl^MenverbindHngen  unterBucht,  und 
ia  dteser  Art  werdea  die  Inyarianfen ,  die  Covarianten  und 
CoBtrvrariantoB  vom  zweiten  und  von  höheren  Grraden  behandelt 
Ebenso  wwden  die  Cur?enbttoobel  (serie  di  quadriche,  sempliee 
et  di  primo  grado)  D  =^  a' U*+ &' V"  und  u^£'u'+S"u*f  einer 
n&heren  Betrachtang  untersogen^  und  ihre  harmonisehen  und  äqni- 
harmoniadien  Eigenschaften  untersuehi  Ko. 

P.  GoftPAN.  üeber  die  Invarianten  binärer  Formen  bei 
höheren  Transformationen..  Borchardt  J.  LXXI.  Id4-194. 
1870, 

Um  die  homogene  Oleiehmig  f(x^j  x^)  =  0  durch 

zu  transformiren,  bildet  man  die  Resultante  Bfy,  aus  f^O  und 
(jp  =  ^*  =  «p,  a?r+ <;rja5^'~*.a?,+ —  =  &,  +  m»,.  Es  soll  nun  unter- 
sucht werden,  wie  die  Invariauten  der  Form  f,  (Jf)  sich  zu  denen 
der  transformirten  Form  R  (/«)  verhalten;  insbesondere  sollen 
die  Jr  durch  die  einfachsten  simultanen  Invarianten  von  /  und  <p 
dargestellt  werden.  Setzt  man  lCx)m(y^^m(ixi)l(f/)  ==^  d(xy), 
so  sind  die  Jr  simultane  Invarianten  von  f  und  OQcy). 

Setzt  man  femer  ^y  =  &Xy  =  G»>)*'"*^'./aj«ma?^,  so  kann  die 
Covariante  d  (xy)  auf  die  Form  gebracht  werden 

eOmi)  =  £y  Cy  iXyr'^'»%^y^y  , 

wobei  die  Cy  numerische  Constanten  bedeuten  und  ju  =  n,  —  (2^ + 1) 
ist;  es  sind  also  die  Jr  simultane  Invarianten  von  f  und  den 

nv       r 

&y.  Der  Ausdruck  Rfy—n^R^JfiAi  eine  lineare  Function 
solcher  Combinationen  der  Substitntionscoefficienten,  welche  ver-« 
sehwinden,  wenn  /  und  m  einen  Factor  «j— 1**'  Ordnung  gemein 
haben. 

Die  Discriminante  hat  die  Form  Jr  =  CJf^*  wobei 

a>  =  nad'(xixty 

Das  Product  CP  zerfällt,  wenn  man  in  demselben  die  Goefficienten 

von  l  und  m  als  Veränderliche  betrachtet ,  in  --7"  ^  Faotoren 
0\XiX^^  deren  jeder  einem  Wurzelpaare  XiXi^  der  Gleichung  ^  =  0 
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eDtepricht.  Es  giebt  eine  (unendlieh  grosae)  Sdiaar  von  FcMvien 
/,  m,  für  welche  ein  bestimmter  Factor  d^QtiOfk),  versehwindet.  Jst 
nun  ein  Formenpaar  /  =  JL,  ft»  =  üf  der  betreffenden  Scfaaar  ge- 
geben, 80  kann  o^,  Xk  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt 
werden.  Nimmt  man  also  ein  Formenpaar  /  =  L, ,  m  =  JT, ,  wel- 
ches zu  W4f  xi  gehurt,  so  kann  man  xi  rational  durch  L,  Jf;  L^^M^ 
ausdrücken  und  in  ähnlicher  Weise  alle  Wurzeln  der  Gleiebuiig  er- 
halten. —  Wird  (f  quadratisch,  so  vereinfachen  sich  die  erhaltenen 
Resultate.  Es  wird  die  Methode  von  Clebsch  (Borchardt  J.  LyiII.273) 
rq>roducirt,  welcher  Bf^  durch  die  symbolischen  Coef&cienten  von 
f  und  (p  ausgedrückt  hat.  Die  Invarianten  Jr  sind  simultane  In- 
varianten der  beiden  Formen  f  und  (Jm)  l^m^,  =  &  (Funetionat 
determinanten  von  /  und  m).     Bezeichnet  man  (/m)'  =  Ain^y  so 

wird  hier  Jn  =  2^ R^^Jf+AA^Sj  ferner  wird  c/>  =  na,2»Xi&Xk. 
In  der  dritten  Abtheilong  werden  die  Ergebnisse  der  beiden 
ersten  auf  specielle  Formen,  die  Discriminanten  der  quadratischen 
und  cubischen,  die  einfachsten  Covarianten  und  Invarianten  der 
biquadratischen  Formen  angewendet.  Schliesslich  werden  qua- 
dratische Substitutionen  angegeben,  durch  welche  die  eine  oder 
die  andere  der  transformirten  biquadratischen  Invarianten  J/i  oder 
I/i  den  Werth  Null  annimmt.  No. 

A.  Clebsch.  Ueber  die  Bedeutung  einer  sinaultanen 
Invariante  einer  binären  quadratischen  und  einer  binä- 
ren biquadratischen  Form.    Clebsch  Ann.  III.  263-264.  1870 

Damit  eine  gegebene  binäre  biquadratische  Form  sich  als 
ganze  Function  einer  gegebenen  quadratischen  Form  und  einer 
anderen  quadratischen  darstellen  lasse,  muss  die  altemirende 
simultane  Invariante  der  gegebenen  beiden  Formen  verschwinden, 
und  ist  dies  auch  umgekehrt  die  hinreichende  Bedingung. 

Klo. 

A.  Cayley.     Note  on  the  theory  of  Invariants.     Clebsch 

Ann.  III.  268-271.    1870. 
Damit  zwei  algebraische  Formen  durch  lineare  Transforma- 
tion in  einander  übergeführt  werden  können,  ist  die  Gleichheit 
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ihrer  ab«olateB  InTttrianteii  nothwendig,  aber  noch  nicht  in  allen 
F&nen  binreiehend.  Man  weiss  nur  aus  einem  Aufsätze  Ton 
Ctebseb  (Glebseh  Ann.  IL  siehe  p.  67);  dass,  für  bin&re  Formen, 
die  Gleichheit  der  absoluten  Invarianten  die  hinreichende  Be- 
dingung ftar  die  Transformirbarkeit  ist,  sobald  es  für  die  beiden 
binlren  Formen  Paare  entsprechender  linearer  oder  quadratischer 
CoTarianten  mit  nicht  verschwindender  Resultante  giebt.  Der 
Verfasser  erläutert  nun  an  einem  Beispiele  (einer  binären  Form 
C*  Grades  mit  einem  dreifiichen  Elemente),  dass  es  in  der  That 
Fälle  geben  kann,  wo  die  Gleichheit  der  absoluten  Invarianten  nicht 
ausreieht,  und  bemerkt  sodann,  dass  die  Abweichung  seiner  Zäh- 
lung der  Moduln  einer  Glasse  temärer  algebraischer  Formen  von 
der  Riemann'schen  auf  einen  Umstand  dieser  Art  zurttckzufUhren 
ist.  [Caylej  hatte  fbr  die  Zahl  jder  Moduln  nicht  3  p— 3,  son- 
dern 4  p— 6  gefunden.  (Froc.  Lond.  Math.  Soc.  I,  3.  Oct) 
Die  Richtigkeit  der  Riemann'schen  Zahl  ist  in  besonderen  Fällen 
bereits  von  Brill  (Clebsch  Ann.  I,  401,  II,  417  siehe  p.  43)  und 
von  Casorati  und  Cremona  (Rend.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  II,  1869) 
naehgewiesen  worden.]  Kln. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper  1869.    Question  9. 

Meeaenger  Y.  53-55.  1869. 
Wenn  in  einer  Govariante  einer  binären  Form  (a,  6,  c, . . .  *)  (a?,  y)" 
die  Coefficienten  a,  6,  . .  .  Jk  ersetzt  werden  durch  ax  +  by^ 
bx  +  cjfj  ..,kx+ly  respective,  dann  ist  das  Resultat  eine  Gova- 
riante der  nächst  höheren  Form  (a,  6,  c,  ...  f)  (x,  y)"+'.  Die 
Covariante,  welche  durch  dies  Verfahren  aus  der  Discriminante 
der  cubischen  Form  (a,  6,  c,  d)  (a?,  yY  erhalten  wird,  ist  = 
(o«— 46rf  +  3c)  [(ac-6')a;*+ etc.] 

—  (acc— aJ'— 6*c— c'+26cd)(a,  6,  c,  J,  c)(a:,  y)*, 
wo  (oc— 6')a;'  +  etc.  die  Hessische  Determinante   der  Function 
(o,  6,  c,  rf,  eXx,  yy,  Glr.  (0.) 

W.  Snow  Burnside.  On  the  Invariants  and  Covariants 
er,  a  of  a  Binary  Quartic  considered  Geometrically  as 
a  System  of  Two  Ternary  Quadrics.     Quart  J.  X.  211  big 

219.    1969. 
Setzt  man       y'  =  X,        a?*  =  F,        2xy  =  Z 
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80  tritt  an  Stelle  der  hio&ren  Fonn  4*^'  (kdmuig  /»(o^AyC,  d^^ 
(p^^yY  das  System  der  beiden. ternftren  quadratisoben  Formea 

U=:eX'+aY'+cZ'+2brZ  +  2dZX+2cXr 

K=Z*-4Xr=0. 
Dadurch  ergiebt  sich  fUr  die  Theorie  der  binären  Formen  4*'''  Ord- 
nung folgende  geometrische  Interpretation.  —  Die  Diskriminante 
von  J7— AKist  die  cubische  Besplvente  von  f:  4i'— /i+J^  — 
Der  harmonische  Kegelschnitt  zu  [/  =  0  und  F  ::=  0  d.  i.  die  Co- 
Variante  F  der  Formen  (7,  V  (cf.  Salmon.  Algebra,  p.  233)  ent- 
spricht der  Hesse'schen  Form  von  f.  —  Die  Tangenten  an  F  =ä  0 
in  den  Schnittpunkten  mit  17  =  0  führen  auf  die  Ckyley'sehe 
Darstellung  der  Quadrate  der  Linear -Factoren  von  f.  —  Die 
kanonischen  Formen  von  f  werden  durch  simultane  lineare  Trans- 
formationen von  Uj  V  abgeleitet  —  Indem  die  Jacobi'sche  Deter- 
minante von  U,  V,  F  die  Gleichung  der  Seilen  des  gemeinsamen 
Polar- Dreieckes  von  P  =  0,  F=0  darstellt,  ergiebt  sich  für  das 
Quadrat  der  derselben  entsprechenden  Covariante  6^''''  Ordnung  T 
von  f  der  bekannte  Ausdruck  in  »,  j,  H,  f.  —  Einer  gewöhnliche 
doppelten,  dreipunktigen  Berührung  von  1/  =  0,  F=0  entsprechen 
beziehentlich  ein  doppelter,  zwei  doppelte,  ein  dreifacher  Factor 
von  f.  —  Das  Doppelverhältniss  der  4  Berührungspunkte  an 
F  =  0,  der  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kegelschnitte 
tf  =  0,  F  =  0  ist  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  4  Punkte 
Jf=0.  - 

In  derselben  Art  kann  die  Theorie  eines  Systemes  zweier 
binären  Formen  von  2'*'  und  4'*'  Ordnung  an  die  Betrachtung 
von  zwei  Kegelschnitten  und  einer  Geraden  geknüpft  werden.  So 
findet  man  aus  der  Gleichung  der  Schnittpunkte  von  t/  =  0,  F  =  0 
in  Liniencoordinaten  (Salmon  a.  a.  0.)  einen  bekannten  Ausdruck 
für  die  Resultante  der  genannten  binären  Formen  u.  s.  f. 

St. 

P.  Gokdan.  Die  partiellen  Differentialgleichungen,  de- 
nen die  Resultante  R  einer  Form  »**"  Grades  und  ei- 
ner Form  m**"  Grades  genügt.     Gott.  Nachr.  1870.  427. 

Seien  f^  und  f^  die  beiden  Formen  bez.  vom  n*''''  und  in**'' 
Grade,  n^my  und  ß  ihre  Resultante.    Bezeichnet  man  dann  mit 
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EoR  die  Sveotente  von  R  {vgl  Salmon:  latroduction  L.  XII), 
und  mit  f  eine  simultane  Covariante  von  /*,  und  f^,  deren  Grad 
f*  liidil  grauer  als  n  ist  nnd  welehe  die  gemeinsamen  Faotoren 
Ton  /;  nnd  f^  ebenfalls  besitzt,  so  ist  die  Vebereinanderschie* 
bung  (£eJR,  qY  eine  durch  JR  theilbare  Coyariante.  Hieraus  folgen 
n-'fi  +  i  partielle  Differentialgleichungen  fttr  R.  Für  gewisse 
CoTariadten  p  ist  es  möglich,  Differentialgleicfaüngen  abzuleiten, 
mit  deren  Hfilfe  R  als  ganze  Function  des  Systems  der  simulta- 
nen- Invarianten  von  f^  und  f^  ausgedrückt  wird.  Geht  f^  in  die 
Ableitung  von  f^  über,  so  erhält  man  gleiche  Resultate  für  die 
Diseriminalite  von  f^.  No. 


Capitel  3. 

Elimination  nnd  Substitution, 

Determinanten,  Invarianten,  Covaxianten, 

symmetrische  Functionen. 

RosAKSS  i}ND  Pasch.     Ueber  eine  algebraische  Aufgabe, 
welche    einer    Gattung    geometrischer    Probleme    zu 

Grunde  liegt.      Borchardt  J.  LXX.  169-175.   1869. 

Die  geometrischen  Probleme  gehören  zu  der  sogenannten 
„BoUiessnngsaufgabe;''  die  algisbraische  Aufgabe  ist  folgende. 
Es  sei 

rOa'.)=*<<!+2**o^.a+0+cao+'i)*+2d<,<,4-26(i;+«,)+/^«o. 
Durcll  diese  Gleichung  bestimmt  man  I,  aus  t^y  dann  durch 
f(t^  <;)  =  0  weiter  t^  (vetschieden  von  i^)  aus  t^,  u.  s.w.  l„  <^,  ...  t. 
£0  soll  nun  diese  Beihe  derart  geschlossen  sein,  dass  U+i »  h. 
Man  findet,  dass  eine  Bedingung  dazu  auereicht  qn=^0.  Da 
q  ¥on  I9  unabhängig  ist,  so  ist  die  Beihe  entweder  bei  beliebigem 
Werthe  t^  oder  ttberhaupt  nicht  geschlossen.  Man  hat  für  gerade 
n  die  Oleichungen 

qm^2q»+2'{'qM^iq^i—0ql'jq»^tqi^2+qn+7ql^i^qn{^l+28qn^iqn+O 
und  für  ungerade  n  die  folgenden 
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g„-2?ii+2+A?ii-igii+i=<ygl;  ?«-2?i+i+?i.+2?i-i=?«(fl^J+2Äf.-.i^ri,+0 ; 
a  b  d 


hierbei  ist  A  =  4 


b  c  e 
d  e  f 
9o  =0,  ?.  =  9,  =  1,  9,  =  AT.  No. 


F.   BfiioscHi.     Des   8ubstitutions    de   la   forme  0(r)  ^ 
« (r""^  +  ör  ^  )   pour    un   nombre   premier    de    lettres. 

Gott.  Nachr.  1869.    Ciebsch  Ado.  II.  467-470.    1870. 
Bildet  man  Ö'"  =  f'"[L«r'*A'-«+a»«r^-'"],  wobei  ^  =  ^?^, 

und  setzt  ilf^  =  0,  i^  =  «",  so  ist  0{ß)=:T  und  Ö^  =  r/«.  Sub- 
stitutionen von  der  Form  Q  können  nur  dann  conjugirte  Substi- 
tutionen sein,  wenn  n  =  7  oder  n  =  11  ist.  Im  ersteren  Falle  hat 
man  ein  System  von  4.  6.  7  Substitutionen,  und  die  fkir  dieses 
System  unveränderlichen  Functionen  können  nur  30  Werthe  an- 
nehmen; fUr  n=  11  erh&lt  man  ein  System  von  6.  10*  11  con- 
jugirten  Substitutionen,  und  eine  Function  von  11  Buchstaben,  die 
itlr  dieses  System  unveränderlich  bleibt^  kann  also  nur  60480  Werthe 
haben.  No. 

A.  Cayley.     On  a  Problem  of  Elimination.     Quart.  J.  XI. 

99-102.     1870. 
Soll  in  dem  Büschel  von  Curven  i**^  Ordnung 
(a)      AP+^<?  =  0 
eine  vorhanden  sein,  welche  durch  zwei  Durchschnittspankte  der 
Curven  1/  =  0,  K=  0  hindurchgeht,  so  muss  offenbar  die  Diseri- 
minante  der  Besultante  (2P  4-/^0?  ^^  ^  genommen  naoh  X,  ^ 
versehwinden.     Dieselbe  ist  eine  Gombinante  der  Formen  P,  Q 
(d.  h.  ändert  sich  nicht,  wenn  P,  Q  durch  lineare  Functionen  der- 
selben ersetzt  werden)  und  zerfällt  in  zwei  Factoren,  deren  du« 
=c  0  gesetzt  die  Bedingung  ausdrttckt,  dass  die  Curven   1/^  =  0, 
Y^^  sich  berühren.    Hr.  Cayley  ist  der  Ansicht,  dato  der  an* 
dere  Factor  ein  Quadrat  SV  sei,  so  dass  i2  in  Beziehung  auf  die 
Coefficienten  von  l^,  V  bez.  von  den  Graden 

iii(n-l)i(2m-l)-t-i(*-l)ii(«  +  2m-3), 
im(m-l)*(2«-l)  +  K*-l)«»(»»+2n-3), 
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in  Beüebuoie^  auf  die  «us  dra  Coeffiddiitea  von  P,  Q  gebildeten 
zweigliedrigen  Determinanten  vom  Grade  ^  »»(mn—l)  sein  mtlsste. 
i2  =  0  ist  dann  die  genaue  Bedingung  dafür,  dass  auf  einer 
Curye  des  Bttsehels  (a)  zwei  Durcbsehnittspunkte  U  =  0^  F  =  0 
liegen.  Fttr  ilr  ==  1  erbält  man  bieraus  die  Bedingung  dafttr,  dass 
der  Pankt  P  =  Oj  Q  =  0  mit  zweien  dieser^Durebsehnittspunkte 
in  gerade  Linie  liege.  St 

A.  Cayley.    Note  on  the  Discriminant  of  a  binary  Quar- 
tic.      Qawt  J.  X.  23.    1869. 

Die  Diseriminante  &  von  (a,  6,  c,  d...)(f,  !)•  ist  wie  be- 
kannt Ton  der  Form  Ma+Nb''.  Wenn  jedocb  6  =  0,  so  bat 
man  a(Ma+Ne^j  wenn  6  =  0,  c  =  0,  o'(Jfa  +  JVd*)  u.  s.  w. 
bis  nnr  die  beiden  letzten  Goef&cienten  niebt  =  0  gesetzt  sind. 

He. 

S.  Roberts.     On  the  Degree  of  tiie  Diacriminant  with 
respect  to  a  Parameter  in  certain  cases.      Quart  J.  x. 

204-210.     1869. 

Der  Verfasser  bestimmt  den  Grad  der  Diseriminante  der 
Form  U+kV  fUr  den  Fall,  dass  V  oder  F,  oder  beide,  in  Fac- 
toren  aufbrecben.  U  und  V  bedeuten  bier  bomogene  Functionen 
von  2y  3  oder  4  Veränderlicben  und  vom  Grade  n. 

Breeben  U  und  V  auf  in  den  Formen 

und  sind  Ay  B^C...  die  Ordnungen  von  y,  V»  Z  •  •  •>  ^i*  *i>  C^i*  •  •  • 
die  von  y„  V',,  ^f^, ...,  wo 

SaAz=z2a!A,  =  n, 
so  hat  man  für  zwei  Veränderlicbe  den  Grad  der  Diseriminante 

=  SA  +  2A,--2, 
fdr  drei  Veränderlicbe 

=  {SA-\-2A,--2y-i2A'-Y)(SA,''\)SAB-£A,B,. 
Hierbei  sind  die  vielfachen  Wurzeln  /r  =  0  und  A  =  oo  ausge- 
worfen. 

Die  Formeln  für  4  Veränderliebe  werden  oomplicirter.  Zum 
Sehluss  werden  einige  Erweiterungen  angedeutet,  die  sieb  theils 
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auf  eine  grössere  Anzahl  yon  Verfiadeifieb»,  tbefia  auf  die  Form 

beziehen.  He. 

G.  Bauer.  Von  der  Zerlegung  der  Discriminante  der 
kubischen  Gleichung,  welche  die  Hauptaxen  einer 
Fläche  2''''  Ordnung  bestimmt,  in  eine  iSumnae  von  Qua- 
draten.     Borchftrdt  J.  LXXL  40-45.    1870. 

Die  Zerlegungen  dieser  Discriminante,  welche  von  Kummer 
(Grelle  J.  XXX.  p.  46.)  und  von  Borchardt  (Liouville  J.  XII. 
p.  66)  angegeben  worden  sind,  werden  direct  aus  der  Determi- 
mmten-Form  derselben  abgeleitet.  —  Auch  ist  gezeigt,  in  welcher 
Art  die  einzelnen  Quadrate  dieser  Umformungen  für  eine  Botations- 
Flftche  verschwinden.  St. 

Henrici.  On  certain  formulae  concerning  the  theory 
of  discriminants ;  with  applications  to  discriminants 
of  discriminants,  and  to  the  theory  of  polar  curves. 
Proc.  Lond.  M.  S.  II.  104-116.    1869. 

Wir   bezeichnen   f(y)  =  a;„y"•  +  a^-.ly'«->^ f-«,  y  +  «o- 

A  sei  ^e  Discriminante  von  f]  die  a  sind  Functionen  ton  x. 
Femer  sei 

Wenn  a;  =  |  eine  Wurzel  von  ^=0,  und  y  =  i7  die  entspre- 
chende Doppel  Wurzel  von  f(ji)  =  0  ist,  gilt  die  Formel 

Man  kann  ~4~  stets  von  0  verschieden  annehmen.    Yerschwin- 
dait 

det  also  S  von  höherem,  als  dem  ersten  Qrade,  so  ist  entweder 
^,=  0  oder  ^&=0.    Sei  1)  Ä==0,  ^^  nicht  =  0..    Ver- 

schwindet  S  von  der  Ordnung  ft  ftir  o?  =  |,  so  hat  f  ^  Paare 
Doppelwurzeln  17^,  Vf"  Vftj  wobei  das  Zusammenfallen  von 
2  Paaren  Doppelwurzeln  %j  rj^  eine  dreiftiche  Wurzel  anzeigt, 
Hierfür  hat  man  die  Formel 
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Jst  2)  ^^^  =  0,  Sh  nicht  =  0,  so  erhält  man  ahnliche  Resultate 

Bildet  man  die  Discriminante  D  von  S^  so  tritt  diese 
unter  der  Form  auf^l>=:/^£'.C',  wobei  (YorausgesetEt  dass 
o*  =  ai*^«"+ V  +  ai*>)  5  =  0  von  der  Ordnung  4n(ffi— 2)  C»--3) 
in  den  o^^  ist  und  die  Bedingung  anzeigt,  dass  f Cy)  ^  einen 
bestimmtear  Werth  Ton  x  2  Doppelwurzeln  hat;  wobei  0=0  Ton 
derOxdnang  6 »(in— 2^  die  Bedingung  flir  eine  dreifache  Watael; 
und  Js=0  Yon*  der  Ordnung  6mM— 4(i9i+fi)+4  die  Bedingung 
ist,  da»  Ar  eine  Deppdwurflel  ^  von  ((if)  der  Dififerensialooief- 

fident      ^y^  Tecsehwindet     Der  Satz  bleibt  auch  dann  beste- 

lieii^  wenn  f  önie  Fuwtion  meiirerer  Vertoderliehen  ist. 

Ist  ftr  heakögene  Ooordhiaten  e  =s  2bu^a^  ^r^  ^r^ ,  A  -{-  X  -f  fc  =  r 
giqpeben^  und  die  a  sindfunettonea  m*^  Ordnung  von  y,,  y,^  y,, 
so  möge  der  Punkt  ^1^,9,1^  erweiterter  Bedeutung  dörPol  der 
entspieehendeh  Corvo  le  beissen.  Die  Pole  <y)  der  Gürven  e  mit 
Doppelpunkten  bilden  eine  Gurve .  d  (Discriminante  von  v)  der 
Ordnung  3m(r— 1)'.  Der  Ort  der  Doppelpunkte  von  e  ist  eine 
Curve  *  der  3ifi*(r—  1)**"*  Ordnung.  Die  Pole  (y),  für  welche  d 
2  Doppelpunkte  oder  eine  Spitze  hat,  sind  Doppelpunkte  bez. 
Spitzen  von  J.  Es  ist  J  von  der  Cüasse  3m(r— i)(2mr— m—r  +  l). 

Betrachtet  man  nun  eine  Curve  u  von  der  Ordnung  «  =  w  +  r, 
so  bilden  die  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  Polarcurven  aller  Puhktie 
der  Ebene  Systeme  von  Curven  e.  Die  Curve  J  fttr  die  m'«" 
Polarcurven  ist  gleich  der  Curve  *  für  die  (n—m— !)•••»  Polar- 
curten  und  umgekehrt.  Steiner  nennt  diese  Curven,  „conjugirte 
Kemeonren.*'  Sie  mögen  #<^>  bezeichent  werden,  wo  l  den  Grad 
der  Polarcurven  angiebt,  flir  die  *<*>  die  Curve  J  ist.  S^*")  und 
St*-'»-*>  entsprei^hen  sich  also  punktweise.  Die  Tangenten  von 
S<*>  sind  die  Linearpolaren  der  Punkte  vo»  S^»-*"-')  in  Bezug 
auf  die  (in— 1)^"  Polareö  der  entsprechenden  Punkte  von  S^'">. 
Die  (n— w)»«  Polaren  der  Punkte  von  SC»-"«- o  bertthren  S!^**)  in 
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den  entsprechenden  Pankten.    Die  (m-f1)*^"  Polarett  derPankte 
von  SC*")  berühren  S(— »"-o.  No. 

J.  CocKLE.     Third  Chapter   on   Coresolvents.    Quart  J.  x. 
35-52   (Fortsetznng  ▼.  VI.  229).    1869. 

Erläuterungen  und  Zusätze  zu  einer  Reihe  von  Aufsätzen 
des  Verfassers,  welche  theils  im  Cambridge  and  Dublin  J.  (V. 
Vl-VIir)  theils  im  Quart.  J.  V.  VI.  veröffentlicht  sind.  Dieselben 
beziehen  sich  auf  folgende  Probleme: 

1)  ^Integralization''  einer  gegebenen  rationalen  Function  von 
einer  algebraischen  Function  x  nter  Ordnung  d.  h.  die  Darstel- 
lung derselben  als  ganze  Function  (n— l)*^**  Grades  von  d?  mit 
Goefficienten^  welche  aus  den  CoefScienten  der  Gleichung  f{x^  ti ) = 0 
rational  zusammengesetzt  sind.    Jnsbesondere  werden  die  Diflfe- 

dx  d  X 
rentialqttotienten  j>y  j-,  etc.  in  dieser  Form  gegeben. 

2)  Die  Ermittelung  von  Werthsjstemen,  welche  ein  unbe- 
bestimmtes  Gleichungs- System  erfUIen  (muItUinear  Solution). 
Ausser  einigen  Bemerkungen  über  die  Auflösung  von  solchen 
cttbischen  Gleichungen  ist  folgender  Satz  ttber  ein  System  von 
n  homogenen  quadratischen  Gleichungen  angeführt:  Wenn  die 

(||t    1      Q 

herabsinkt,  —  dieses  Symbol  bezeichnet  die  grösste  in      T 

mthaltene  ganze  Zahl  —  so  kann  ein  den  gegebenen  Gleichungen 
genügendes  Werthsystem  durch  Auflösung  von  nur  quadratischen 
und  biquadratischen  Gleichungen  gefunden  werden.  —  Den  Be- 
weis dieses  Satzes  hat  Hr.  Cookie  in  Cambr.  D.  J.  VIII.  p.  55 
gegeben. 

3)  Bildung  von  Differential* Gleichungen  für  eine  gegebene 
algebraische  Function  %  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 
X|  y,  welche  vom  Verfasser  als  „partial  differentiai  resolventi'' 
bezeichnet  werden»  „Coresolvents^'  heissen  jede  solche  Differen- 
tialgleichung und  die  Gleichung  f{%^ »,  y)  =  o,  zusammen  aofge- 
fasst  —  Solche  Differentialgleichungen  ergeben,  sich  aber  nach 
dem  unter  I)  auseinandergesetzten  Principe.  St. 
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S.  Roberts.     Note  on  a  binary  evectant  form.    Qnart  J. 

XI.  42-47.   1870. 
Erweiterung  einiger  SÄtze  der  Invariantentheorie.         ^^ 

C.  Neumann.     Zur  Theorie  der  Functionaldeterminanten. 

ClebBch  ADD.  I.  208-209.   1869. 

«I»  t*t»  «8  sind  gegei)ene  Functionen  von  x^,  «„  x^;  ferner 

—  Öll,    Ott,    öw,  ' 

y  eine  unbestimmie  Function  der^p,  F  eine  gegebene  Func- 

f^V      SV      €^V 
tion  Ton  «,,«„«,;  F,  ^,  ^,  ^;  danni8t(JacobilI.p.40) 


J 


(dF      „ö     dF.\_   ./DF_„±^\ 


wo   d  bez.  D  aich  auf  die  partielle  Differentiation  nach  den 

dV  dV  dV 

ar,  Vj  —,  bez.  den  «,  F;  ^  bezieht.     Setzt  man   F=:  J?c<  ^, 

ao  ergiebt  sich 

Qj  du 

0  =  2:-^^  oder  0  =  -^  ^      ^"^ 


dui  dUi  r^dxk 

dui 


Nq. 


A.  ClSBSCH«  Note  zu  dem  Aufsatze:  „Ueber  eine  Eigen- 
schaft von  Functional- Determinanten.^^  (Borcbar<te  J. 
LXIX.  p.  355).-  Borchardt  J.  LXX.  175-181.    1869. 

Yergleiehe  ^Fortscfa.  d.  M.^  I.  p.  45.  Der  dort  erwähnte  ge- 
meinsame Faktor  der  Funktional-Determinanten  wird  hier  —  nach 
einer  Mittheilung  von  Hrn.  Oordan  — •  in  entwickelter  Form  dar- 
gestellt Die  Aufstellung  desselben  erfolgt  unter  der  Voraus- 
setxang  dass  die  ursprünglichen  Funktionen  von  zweiter  Ordnung 
seien;  man'  hat-,  um  das  allgemeine  Resultat  zu  erhalten,  die 
CoefBdefiten  dieser  Functionen  zweiter  Ordnung  dureh  die  par- 
tietten  zweiten  Diffinrentialquotienten  der  allgemeinen  Funktionen 
zu  ersetzen.  St. 
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R.  Baltzer.   Theariemnd  Anwendung  der  Determinanten. 

3.  verb.  Auflage.    Leipzig.  Hirzel.   1870. 

YoD  den  Yerhess^ruDgen  dieser  neuen  Auflage  aind  beson- 
ders folgende  hervorzuheben.  §  5  (Prodncte  von  Determinanten) 
enthält  ein  Lemma  von  Hrn.  Kronecker ,  welches  fbr  die  allge- 
meine Theorie  der  linearen  Gleichungen  von  Wichtigkeit  ist,  und 
eine  Originalmittheilung  des  Hrn.  Weierstrass  über  successive  lineare 
Substitutionen.  —  Der  Abschnitt  über  funktional -Determinanten 
(%  12)  hat  eine  wesentliche  Umgestaltung  erfahren.  Der  Fun- 
damental-Satz:  „Wenn  die  Determinante  von  n  Funktionen  von 
n  Veränderlichen  verschwindet^  so  sind ' dieselben  jucbt' voa 
einander  unabhängig'^  ist  nach  der  erweiterten  und  genaueren 
Fassung  des  Hm.  Eroneker  gegeben.  Man  findet  hier  ferner  die 
Ausdrücke,  die  Gauss  als  Krümmungsniaasse  der  FiAc)ien  aufge- 
stellt  hat,  entwickelt'  —  f.  13  (Homogene  Functionen)  ist  be- 
reichert durch  Sätze  über  quadratische  Formen,  die  von.  Hrn.  Kro- 
necker Berl.  Monatsber.  1868  (Fortschr.  1.  57)  mitgetheilt  worden 
sind.  —  §  16  (Producte  von  Strecken  ete*)  liegt  eben&lls  vieUach 
umgearbeitet  vor.  Namentlich  sind  einige  FnndamentälrFormeln  der 
analytischen  Geometrie  auf  (algebraische)  Identitäten  zürückgef&brt 
—  §  17  (polygonometrische  Relationen)  bringt  zum  Schlüsse  einen 
von  Hm.  Borchardt  selbst  verfassten  Auszug  einer  Abhandlung 
über  die  Aufgabe  vom  grössten  Tetraeder  bei  gegebenen  Inhal- 
ten der  Seitenflächen.    (Berl.  Abb.  186ö|- 1866).  St. 

L.  Krokecker.  Bemerkungen  zur  Determinanten-Theorie. 

Borchardt  J.  LXXlI.  152-175.  1870. 
Diese  Bemerkungen  zerfallen  in  4  Abschnitte,  deren  erster 
ein  so  eben  erwähntes  Lemma  behandelt  Im  zweiten  wird  .der 
Fundamentäi-Satz  über  Funotiontd-Determiaanten,  dessen  forniale 
Erweiterung  bereits  oben  berührt  worden  ist,  in  einer  Form  ent- 
wici:elt,  die  vollständige  EiBsicht  gewährt  in  die  Natur  des  Zu- 
sammenhainges, der  zwischen  n  Functionen  von  n  Yertnderlieben 
im  Falte  des  Verscbwi'ndens  ihrer  Deteftdinanten  beciteht.  Der- 
iftlhQ  lässt  sieh  dadurch  völlig  charaeterisiteni  dass  et  unver- 
ändert bestehen  bleibt,  wenn  zwiseken  den  YeränAer- 
üchen  eine  beliebige  Gleichung  festgesetzt  wird*. 
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Der  Abschnitt  m  enthält  geometrieche  Anwendungen.  Wenn 
die  4  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mit  1,  2,  3,  4,  die  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  resp.  mit  I,  II,  III,  IV  bezeichnet  werden 
—  wenn  ferner  (IV),  (2V),  (3V),  (4V)  die  kürzesten  Abstände 
irgend  einer  Ebene  V  von  den  Tetraederecken,  und  (15),  (IIö), 
(III 5)  (IV  5)  die  kürzesten  Abstände  irgend  eines  Punktes  5  von 
den  Tetraeder-Flächen  bedeuten,  so  lässt  sich  durch  die  Bemer- 
kung, dass  der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  5  von  der  Ebene 
V   eine  lineare   homogene   Function   der    tetraedrischen  Punkt- 

flö')      CIV  b) 
Coordinaten  ^j-~ ? ' '  Vjy  ^n  sein  muss,  die  Relation  ableiten: 

(a)       CV5)=  252  (Vl)  +  ...  +  ^  (V4). 

Werden  die  Verhältnisse  ^...I^  als  Ebenen -Coor- 
dinaten definirt,  so  folgen  aus  (a)  sowohl  die  Gleichung  der 
Ebene  (V)  in  Punkt-,...  als  die  des  Punktes  5  in  Ebenen- 
Coordinaten;  femer  die  lineare  nicht  homogene  Relation  zwischen 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  und  die  quadratische 
nicht  homogene  Relation  zwischen  den  Coordinaten  einer  belie- 
bigen Ebene.  —  Die  Gleichung  (a)  führt  in  eleganter  Weise 
zum  Ausdrucke  des  Tetraeder- Volums  sowohl  durch  die  Coordinaten 
seiner  Eckpuncte,  als  durch  die  seiner  Seitenflächen.  —  Die  im 
Vorstehenden  erwähnten  Gleichungen:  (a)  und  die  daraus  fol- 
genden lassen  sich  als  Determinanten- Formel  auffassen  und  als 
solche  verallgemeinem.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  eine 
n-fache  Mannigfaltigkeit  die  diesen  Gleichungen  entsprechenden 
Formeln. 

IV.  „Sowohl  die  Sätze  über  Producte  von  Dreieoks-FJächen 
und  Tetraeder -Volumen,  als  die  polygonometrischen  Relationen, 
die  in  den  §  16  und  17  Jhres  (d.  i.  des  vorstehenden)  Lehr- 
buches  aufgestellt  sind,  lassen  sich  grösstentheils  aus  gemein- 
schaftlicher Quelle  systematisch  herleiten,  wenn  man  zuvörderst 
allgemeine  Determinanten  «ter  Ordnung  behandelt  und  erst  nach- 
her zu  denjenigen  speciellen  Determinanten  tibergeht,  welche  die 
Fläche  des  Dreiecks  und  das  Volum  des  Tetraeders  ausdrücken." 

St. 

Ponwbr.  d.  Math.  II.   1.  g 
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V.  Zelewskt.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Determi- 
nanten.     Breslau.    Storch.   1870. 

Eine  ziemlich  weitschweifige  Darstellung  der  bekannten  Fun - 
damental-Sätze  dieser  Theorie  bis  zum  Multiplications-Theorem 
exclusive.  St. 

J.  Versluys.  Application  nouvelle  des  d^terminants 
h  Falg^bre  et  ä  la  geom^trie.  Grunert  Arch.  L.  157-176. 
210-213.  1869;  LI.  49-72.    1870. 

Es  wird  zunächst  eine  Discussion  der  Gleichung  zweiten 
Grades  in  den  üblichen  homogenen  Punktcoordinaten  (sowohl 
für  die  Ebene  als  den  Raum)  und  den  homogenen  Liniencoordi- 
naten  (für  die  Ebene)  gegeben.  Die  verschiedenen  Arten  der 
Cunren,  resp.  Flächen,  welche  durch  solche  Gleichungen  dar- 
gestellt werden,  sind  vollständig  aufgeführt  und  die  bekannten 
analytischen  Kriterien  für  jede  derselben  genau  und  auf  elegante 
Weise  entwickelt.  —  Hierauf  folgt  eine  Untersuchung  der  ebenen 
Schnitte  der  Flächen  2'"  Ordnung,  welche  für  jede  Art  besonders 
gefuhrt  wird.  Dies  ist  nicht  gerade  nothwendig,  vielmehr  kann 
man  durch  gehörige  Berücksichtigung  einer  Bemerkung,  die  vom 
Verfasser  zwar  angeführt  (a.  a.  0.  p.  IGb),'  aber  nicht  benutzt 
wird,  in  ganz  einfacher  Weise  von  den  Invarianten  einer  ternären 
quadratischen  Form  zu  den  simultanen  Invarianten  von  zwei  quater- 
nären  Formen,  einer  quadratischen  und  einer  linearen,  gelangen.  — 
Am  Schlüsse  werden  einige  bekannte  Sätze  über  Flächen  zweiter,  und 
ebene  Curven  dritter  Ordnung  recht  einfach  abgeleitet.         St. 

ÜNTERHUBER.  Einleitung  in  die  Theorie  der  Determi- 
nanten.    Pr.  Leoben.   1870. 

Der  Zweck  der  Arbeit  ist:  „einen  Schüler  der  4.  Klasse  nicht 
ohne  Nutzen  mit  diesen  ihm  unentgeltlich  verabreichten  Zeilen 
während  der  Ferien  zu  beschäftigen."  No. 

Ph.  Gilbert.  Sur  une  propri^te  des  d^terminants  fonc- 
tipnels    et     son     application    en    d^veloppement    des 
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fonctions   implicites.    Rapport  de  Steichen.     Bull,  de  Belg.  (3) 
XXVm.  528-529.   1869. 

Die  Akademie  beschloss  den  Druck  der  Arbeit,  so  dass  wir 
auf  den  sehr  gedrängten  Bericht  nicht  einzugehen  brauchen. 

No. 

V.  EuGENio.     Considerazioni  intorno  a  taluni  determi- 
nanti    particolari.      Battagüni  G.  VIII.  285-290.   1870. 

I.  n.  Bezeichnet  s^  die  Summe  der  tn^^""  Potenzen  der  Wur- 
zeln einer  Gleichung  n*®"  Grades 

so  hat  man  für  die  folgenden  Werthe  der  Coefficienteu 

1 

Ar  =^,  (r=0,  !.•.»), 

nach  den  Newton'schen  Formeln  beziehentlich 

«m  =  —  (a"»+ 6'"),    Sm  =  — c,    Sm  =  0. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  geht  m  von  1,  2  bis  fi,  im  dritten 
Ton  2,  3  bis  n.  Aus  den  letzteren  Formeln  werden  über  die  Rea- 
lität der  Wurzeln  der  bezüglichen  Gleichungen  Schlüsse  gezogen, 
die  kaum  berechtigt  sein  dürften. 

III.  Eine  völlig  selbstverständliche  Bemerkung  über  Systeme 
von  linearen  Gleichungen.  St. 

H,  G.  Day.     Theorem  in  Algebra.    Messenger  V.  13-14.  I8ö9. 
Gegeben  i'^t+^t  +  ^i-\ ha?»==S, 

a;;  +  a:J+jr;  +  ...  +  a:;  =  S.; 
es  wird  verlangt,  das  Product 

durch  die  S^S^''Sn  auszudrücken.    Das  Resultat  ist 


a,  a,         c 

aiusadehnen  tlber  alle  Werthe  Ton  a,  fUr  welche 

£(rar')  =  n. 

6* 
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Dieser  Ausdrack  =  o  gesetzt,  giebt  die  Resultante  des  Systems 

welches  aus  dem  obigen  entsteht,  wenn  man  Xn  =  0  setzt     He. 
A.  Cayley.    A  ^Smith's  Prize"  paper  1869.    Question  4. 

Messenger  V.  44-45.    1869. 
Wenn  X:  r.Z^iy? -- i/t-ö' -£'|.|i/- l'i?, 

wo         r  +  i7'  +  f=o,  r+i/'  +  ?'=o, 

so  wird  bewiesen,  dass  ||' :  W*  '^  ^  '  vC  +  VC  :  5?  +  ?!  •  ^' 
+  ^fj  =.Y*+Z':  Z'+JC :  r  +  F'  :—2YZ :  —2ZX:  —2XT  und 
dass  die  Grössen  der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  also  proportio- 
nal den  „quadric*'  Functionen  von  X,  F,  Z  sind.         Glr.  (0.) 

Mktzler.     Die  symmetrische  Function 

/!r'«aj"/'x'"y...a:'»-([a-l]  +  [/?-l]  +  [y-ll  +  -.0. 
Darmstadt  1870. 

E.  Hess.  Ueber  die  Darstellung  der  einförmigen  sym- 
metrischen Functionen  der  Simultanwurzeln  zweier  al- 
gebraischen Gleichungen.      Schlömilch  z.  XV.  326.  1870. 

Sind  x^yy^,"'Xu;yyw  die  Simultanwurzeln  der  Gleichungen 
V(^»y)  =  0,  V'(ir,y)  =  0,  so  werden  die  Ausdrucke  j^^  ^  ^Ul 
als  Summen  von  Producten  gewisser  Determinanten  dargestellt  ^ 
deren  Elemente  aus  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen gebildet  sind;  oder  auch  recurrirend  als  Summen  von 
Producten  solcher  Determinanten  in  gleiche  symmetrische  Func- 
tionen niederer  Ordnung.  No. 
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Dritter  Abschnitt 
Zahlentheorie. 

Capitel  L 

Allgemeines.     (Primzahlen,  Complexe  Zahlen, 
Congruenzen ,  Kreistheilmig.) 

G.  Cantor.   Ueber  die  einfachen  Zahlensysteme.     Schiö-    "* 

milch  Z.  XIV.  121-128.    1869. 

Sind  2  Systeme  ganzer  Zahlen  gegeben  a,  b,c,..  und  a,  b,  c^.., 

und  kann  man  jede  ganze  Zahl  n  auf  eine  und  auch  nur  auf  eine 

Art  in  der  Form  aa  +  ßb  +  yc-\-"  '=^n(a^ay  /9^6,..)  darstel* 

len,  so  heisst  dies  System  ein  „einfaches  Zahlensystem.*^    Für 

ein  solches  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  jede  der 

Zahlen  a,  b,  c,..  in  der  folgenden  ohne  Sest  aufgeht  und  höchstens 

so    oft   vorkommen   kann,    als   der   um    1    verminderte   Quo* 

b  c 

tient  beträgt,  also  a, 1  mal;  6,  ^—1  mal  u.  s.  w.   Führt  man 

noch  die  Brüche  tj,  -rn,  g&wTv  ^i^  ^^^  zwar  entsprechend  in 
den  Anzahlen  6—1,  &'  — !,.•>  so  ist  auch  jeder  Bruch  auf  eine 

3  2 

und   nur   eine  Weise   in  der  Form  -=iio  =T+Trf>' •  ^- 

q        "      0  '  ob' 

stellbar.  Ist  das  System  der  b  so  beschaffen,  dass  jedes  belie- 
bige g  Theiler  eines  der  Nenner  und  also  auch  jedes  folgenden 
wird,  so  sind  bei  rationalen  Grössen  die  X  entweder  0,  oder  sie 
haben  die  höchsten  ihnen  zustehenden  Werthe.  Umgekehrt:  Ist 
jede  Zahl  in  einem  Nenner  als  Theiler  enthalten,  so  ist  die  obige 

X       V 

Bedingung  ftlr  die  Rationalität  von  -^o^t  +  tt»--  nothwendig. 

Anwendung  auf  e.    Ist  die  Beihe  der  6  von  fr(?)  an  periodisch, 
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80  ist  die  Periodicität  der  X  noibwendige  and  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Rationalität  der  dargestellten  Grösse.         No. 

G.  Cantor.  Zwei  Sätze  über  eine  gewisse  Zerlegung 
der  Zahlen  in  unendliche  Producte,  Schlömilch  z.  XIV. 
152-158.    1869. 

Die  S&tze  lauten: 

1.  Man  kann  eine  jede  Zahlengrösse  A>1  auf  eine  und 

nur   eine   Weise   darstellen   als  Product  A  =  (i+--J  (*+jr) 
M  +  -V-,  wo  a,  fr,  c, ..  ganze  Zahlen  sind,  so  beschaffen,  dass 

2.  Ist  A  eine  rationale  Zahl  •^,  so  hat  die  unter  1.  nach- 
gewiesene Entwickelung  von  A  nothwendig  die  specielle  Form 

''=0+i>('4)0+i)0+F)-('+> 

Aus  2.  folgt  z.  B.,  dass  (l  +-^)  0  +^)  0  +^i)- 
irrational  ist  No. 

C.  Sardi.     Teoremi    di   aritmetica.     Battagl.  G.  vn.  24-27. 
1869. 
Zwei  Sätze  bezüglich  der  Verwandlung  von  Brüchen  -  in 
Decimalbrüche,  wenn  p  eine  Primzahl  ist.  No. 

T.  N.  Thiele.     Lösning  af  Opgave  225.    Tychsen  Tidaekr. 

(2)  V.  4.    1869. 
Lösung  folgender  Frage:   Wie  viel  Zahlen  giebt  es,  deren 
Quersumme  kleiner  ist  als  die  Basis  des  Zahlensystems? 

Hn.  (Wn.) 

A.    StBEN;      Lösning    af    Opgave    45.      Tychsen.  Tldeekr.  (2) 
V.  12.    1869. 

Lösung  folgenden  Problems :   Die  Primzahlen  x  zu  finden , 
die  der  Gleichung 

genügen,  wenn  a  und  A  positive  ganze  Zahlen  sind? 

Hn.  (Wn.) 
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Meissel.      Ueber  die  Bestimmung    der   Primzahlmenge 
innerhalb  gegebener  Grenzen.  Ciebsch  Adii.ii.  636-642.  1870. 

Es   sei,  weim   m  und  n   beliebige   ganze  Zahlen,  pi    die 

Ä'*  Primzahl  bedeuten,  0  (m,  n)  =  m(l—^Yl~^''(l—-\ 

ist  ferner  y  (m)  die  Menge  der  Primzahlen  ^  m;  dann  werden 

die  Gleichungen  abgeleitet  tp(tn)=fp  (m,  n)  +  « (jw  + 1)  +  ^  -^-5— 

-  1  - 1  y  (r^)  und  <D  (^w,  nj  =  p  (p,_i)(p._i) ..  (p._l)' 

+  0  (r,  n),  wenn  m  =  ^.p,  ..p„-f  r.    Mit  Hülfe  einer  Tafel  fllr 
0  (r,  n)  kann  also  (f  (m)  leicht  berechnet  werden. 

Die  Besultate  der  vom  Verf.  begonnenen  Berechnungen  der 
Primzahlen  weisen  in  Gauss  IL  S.  436 — 437  neunzehn  Fehler 
nach;  die  Burckhardt'scben  Tafeln  sind  in  der  ersten  Million 
hinsichtlich  der  vorhandenen  Primzahlen  richtig.  No. 

V.  ScHEMMEL.     Ueber    relative  Primzahlen.     Borchardt  J. 

LXX.   191—192.   1869. 

Ist  m=:a«6^cy..,  dann  bezeichnet  q>n(m)==a*'''Ha—n)b^'^^ 
(b—n)..  die  Anzahl  der  aus  äquidistanten  Gliedern  gebildeten 
Gruppen  zu  m  relativer  Primzahlen  <  m.  So  ist  z.  B.  f),(9)  =  3, 
d.  h.  es  giebt  3  Gruppen  1,  2;  4,  5;  7,  8.  —  1,  5;  4,  8;  7,  2.  — 
2,  4;  5,  7;  8,  1.  —  V,  0»)  ist  die  bekannte  Function  (fCm). 
Ueber  tpn(nO  werden  einige  Sätze  mitgetheilt,  deren  entsprechende 
Air  q>i(nO  =  (p(m)  bekannt  sind.  '  No. 

GöTTiNG.    Ueber  die  Vertheilung  der  Reste  und  Nicht- 
reste  einer  Primzahl  von   der  Form  4» +3  innerhalb 

des  Intervalles  1  bis  ^^.      Borchardt  J.  LXX.   363-364.  1869. 

Ist  p  =  8«  +  3,  so  sind  im  Intervalle  1  bis  j  gleich  viele  Reste 
und  Niefatreste  von  p  enthalten.  Ist  p=8n  +  7,  so  sind  im  In- 
tervalle j  bis  ^  ebenso  von  ^  bis  -p,  ebenso  von  ^  bis  ^  gleich 
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viel  Beste  und  Nichtreste  enthalten;   die  Summe  der  von  1:  bis 
^  vorkommenden  Reste  ist  gleich  derjenigen  der  Nichtreste.   No. 

W.   B.  Davis-      Queries-      Messenger  V.  164-165.   1870. 

2  Fragen,  die  einen  Beweis  fordern,  dass  gewisse  Zahlen 
Primzahlen  sind.  Glr.  (0.) 

W.  A.  Wh.      Queries.      Messenger  V.   164.   1870. 

4  Fragen  über  reine  Primzahlen  in  verschiedenem  Stufen- 
gange der  Bezeichnung.  Glr.  (0.) 

M.  A.  Stern.     Ueber  einen  Satz  von  Gauss.     Gott.  Nachr. 

1869.  330-334. 
Stern  theilt  einen  in  den  nachgelassenen  Papieren  des  Hm. 
Reiss  aufgefundenen  Satz  von  Gauss  mit,  dessen  Beweis  er  nach 
den  vorhandenen  Andeutungen  vervollständigt.  Der  Satz  lautet: 
Es  bezeichne  a  eine  ganze  (pos.  oder  neg.)  Zahl  von  der  Form 
4A-fl;  n  eine  beliebige  ganze  positive  ungerade  Zahl,  welche 
zu  a  relativ  prim  ist;  f  bezeichne  die  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5, 

..fi— 2;  q  den  ganzen  Theil  des  Quotienten  — ;  dann  finden  sich 

unter  allen  q  eben  so  viele  von  der  Form  4&  +  2  als  von  der 
Form  4A+3.  No. 

M.  A.  Stebn.     Ueber    quadratische,  trigonale  und  bitri- 

gonale   Reste.      Borchardt  J.  XXI.   187-163.   1870. 

Die  Arbeit  ist  in  gewissem  Sinne  eine  Fortsetzung  der  aus 
dem  Jahre  1868  (Fortschr.  d.  M.  I.  p.  51).  Es  wird  besonders  das 
gegenseitige  Verhalten  jener  drei  Arten  von  Resten  zu  einander 
untersucht,  ebenso  die  Yertheilung  derselben  in  gewissen 
Intervallen.  Einige  der  Resultate  mögen  dies  näher  erklären  : 
Je  nachdem  p  =  4n-|-l  oder  =4fi4-3,  ist  die  Summe  der  bi- 
trigonalen  Reste  kleiner  oder  grösser  als  die  Summe  der  qua> 
dratischen  Reste,  und  mithin  die  Summe  der  bitrigonalen  Nicht- 
reste grösser  oder  kleiner  als  die  Summe  der  quadratischen 
Nichtreste.  •—  Die  Anzahl  der  bitrigonalen  Reste  nnd  Nichtreste 
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zwischen  0  nnd  ^  ist  bezüglich  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl 
der  quadratischen  Beste  und  Niefatreste  zwischen  0  und  ^.  — 

Es  giebt  eben  so  viele  bitrigonale  Beste  zwischen  0  und  ^  als 

4 

zwischen  -^  und  ^,  und  dasselbe  gilt  von  den  bitrigonalen  Nicht- 
resten^  welche  kleiner  als  ^  sind.  No. 

BouNiAKOwsKY.  SuF  les  congruences  binömes  exponen- 
tielles  ä  base  3  et  sur  plusieurs  nouveaux  th^or^mes 
relatifs  aux  r^sidus  et  aux  racines  primitives.  Bull,  de 
St  P6tergb.  XIV.  856-381.  1869, 

Auf  die  Behandlung  der  Aufgabe  AZ^^b  (mod.  P)  folgt  die 
Bestimmung  einiger  Werthe  \^-)^  wie  (^— J  =  (— 1)    ^T'\  ^— J 

=  (—1)  ^'^€~\  sowie  eine  Beihe  von  Sätzen,  deren  Charak- 
ter dem  der  hier  folgenden  durchaus  gleich  ist.  Sind  p  = 
24ii  +  5  und  --t-'  Primzahlen,  so  ist  3  eine  primitive  Wurzel 
von  p.  —  Sind  p  =  12n+  II  und  ?-jr—  Primzahlen,  so  ist  p— 3 

eine  primitive  Wurzel  von  p.  —  Sind  p  =  9ian  +  2a  —  1  und  ^-7— 
Primzahlen  und  a'+l  durch  p  nicht  theilbar,  so  ist  a  eine  pri- 
mitive Wurzel  von  p.  —  Sind  p  =  8afi-f  0  — 2  und  ^-7—  Prim- 
zahlen, und  a*+ 1  durch  p  nicht  theilbar,  so  ist  a  eine  primitive 
Wurzel  von  p.  No. 

BouNiAKOWSKY.  Sui'  quelques  formales,  qui  r^sultent 
de  la  combinaison  des  r^sidus  quadratiques  et  non 
quadratiques  des  nombres  premiers,    Ball,  de  st  F^tersb. 

XIU.  25-32.  1869. 

Aus  den  einfachsten  Sätzen  ttber  quadratische  Beste  und 
Niehtreste  werden  mancherlei  Formeln  hergeleitet,  wie  z.  B.  dass 
flu  13>  wo  die  Beste  1,  8,  4,  9,  10,  12,  die  Michtreste  2,  5,  6, 
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7,  8,  11  Bind,  die  Gleichungen  Btetthaben  2'4-3'=13;  8'+ 12'= 
1»  4-  3«  4-  4«  4-  5«  -j-  e''  +  1 1'.  Allgemeine  Formeln  in  dieser 
Beziehung  werden  nicht  gegeben.  Dann  folgt  eine  Reihe  von 
Formeln,  die  sich  auf  die  Summirung  der  grössten  ganzen  Zahlen 

p-5 

irrationaler  Ausdrücke  beziehen,  z.  B.    £  E  ^iJtp  =  ^ — ^ — ^ ' 


4 


No. 


W.  A.  Wh.      Book    Notices.      MeBsenger  V.   176-181.   1870. 

Notizen  über :  „Notes  on  Roulettes  and  Glissettes  by.  W.  H. 
Besanf,  einige  mathematische  Journale  und  Vol.  Xll.  der  Edu- 
cational  Times  Reprint.  Der  Artikel  schliesst  mit  der  Aufgabe: 
„Den  wahren  Rest  zu  finden,  wenn  der  Divisor  eine  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist  und  die  Division  durch  die  verschiedenen  Factoren 
nach  einander  erfolgt".  Glr.  (0.) 

Ladrasch.    Von  den  ciibischen  Resten  und  Nichtresten. 

Pr.  Dortmund  1870. 
Die  einfachsten  Sätze  über  diesen  Gegenstand  nebst  Be- 
weisen zusammengestellt.  No. 

F.  Unferdinger.    Ueber   die  Kriterien   der  Theilbarkeit 

der  Zahlen.      Wien.    Her.  LIX.  465-466.   1869. 

Bekannte  Sätze  in  bekannter  Weise  abgeleitet.         No. 

.* 

P.  Tardy.     Sopra  aicuni  teoremi  aritmetici.    Brioachi  Ann. 
(2)  m.  331-338.  1870. 

Eisenstein  hat  (Grelle  XXVII.  S.  281)  fünf  Theoreme  aufge- 
stellt, von  denen  H.  T.  in  dieser  Arbeit  einfache  Beweise  giebt.  — 
Da  die  Summe   der  p*«"  Potenzen   der  n*«»  Einheitswurzeln  = 

2!  cos  — ^  ist,  so  folgt,  dass  (1) —  2!  cos  — ^  gleich  1  oder 

0  ist,  je  nachdem  p  durch  n  theilbar  ist  oder  nicht.    Daher  ist 
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—  )  =  —  2!    iE"  cos  — ^,  und  wenn  man  die  Summation 

nach  p  ausführt = tt  +  k-  £  ß^^ c^^Ä (3)*  D^^s  ist 

das  erste  Eisenstein'sche  Theorem.  —  Setzt  man  in  (1)  hm  an 
Stelle   von  p,   so   erhält  man   iHr   den  grdssten  gemeinsamen 

Theiler  X  von  m  und  «:  A  =  s~  -2"  s%n2hmn  cotg .  —  Bildet 

man  n  f e( — j\  gemäss  (3),  so  erhält  man  den  Best  von 

m  (mod  fi);  das  2»*^  Theorem  Eisensteins.  —  Setzt  man  in  (3) 
hm  ftar  01,  und  nimmt  m  und  n  relativ  prim,  so  erhält  man  durch 
Summation  nach  h  das  3'^  Theorem:  qmn 

•  Die  letzte  Summe  in  (4)  sei  mit  F(n,m)  bezeichnet;  dann  ist 
iiiF(jii,«)4-itF(fi,m)=— j(m— »)'.  Das  4'«  und  5'*  Theorem 
beweist  JJ.  T.  mit  Hfilfe  Gauss'scher  Sätze.  No. 


C.  Sardi.    Sülle  somme  de'  divisori  de'  numeri.    Batugi. 
6.  Vn.   112-116.   1869. 

Nach  Euler  ist  ,  , . 

9.  =  Cl-rr)Cl -x*)(l-a!')- =  -2:(-l)"' «""«"■. 

—  OD 

Der  Verf.   findet  log  9  =  — 3j;-^^:   wobei 

1     r 


i-f/i+ft»  « 


^(-l)P(2p  +  l)  S.^jp  +  i)  =  (-l)-^— "J yi  +  8n, 

2 
wenn  n  eine  Dreieckszahl  ist,  anderenfalls  ist  der  Ausdruck  der 
linken  Seite  =:0.    Es  werden  dann  mehrere  Eigenschaften  einer 
aus  den  S  gebildeten  Determinante  abgeleitet.  — 

Darauf  wird  das  Theorem  zum  Beweise  gestellt,  dass  jede 
Zahl  von  der  Form  40m +63  als  Summe  von  7  Quadraten  dar- 
stellbar aei,  die  sftmmtlich  mit  einer  9  endigen. 
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Endlich  wird  eine  bereits  bekannte  Lösung  der  Gongmenzen 
ersten  Grades  gegeben  (siehe  Jordan,  Algäbre  §  2).        No. 

G.  B.  Mabsano.     Sopra  una  questione  di  posizioDe  di 

numeri.      Genova  1870.  Jg. 

F.  W.  A,  Heime,  Untersuchungen  besonders  in  Bezug 
auf  relative  Primzahlen,  primitive  und  secundäre 
Wurzeln,  quadratische  Reste  und  Nichtreste,  nebst 
Berechnung  der  kleinsten  primitiven  Wurzeln  von 
allen  Primzahlen  zwischen  1  und  1000.     Berlin,  Thiele. 

1869. 
In  gediüngter  Uebersicht  werden  die  grundlegenden  Sätze 
der  Zahlentbeorie  abgeleitet.  Die  Arbeit  ist  zur  Einführung  in 
diese  Wissenschaft,  zumal  wenn  sie  an  der  Hand  eines  Lehrers 
geschehen  soll,  wohlgeeignet.  Neues  enthält  sie  —  abgesehen 
von  einigen  Eigenthttmlichkeiten  des  Verfassers  —  nicht. 

No. 

M.  Jenkins,  Proof  of  an  Arithmetical  Theorem  leading, 
by  means  of  Gauss's  Fourth  Demonstration  of  Legen- 
dre's  Law  of  Beciprocity,   to  the  extension   of  that 

Law.      Proc.  of  L.  M.  S.  n.  29-32.  1869. 

Multiplicirt  man  alle  ungeraden  Zahlen  unterhalb  der  unge- 
raden Zahl  N  mit  einer  zu  N  theilerfremden  Zahl  JT,  bildet  dann 
die  Beste  (mod.  JV),  so  ist  die  Anzahl  der  geraden  Reste  gerade 

oder  ungerade,  je  nachdem  (-jrr  J  =  + 1  oder  —  1  ist,  wobei  (j^ 

die  von  Jacobi  gegebene  erweiterte  Bedeutung  hat         No. 

BouNiAKOWSKY.  SuT  un  th^or^me  r^latif  k  la  th^orie 
des  r^sidus  et  son  application  k  la  d^monstration 
de  la  loi  de  r^iprocit6   de  deux  nombres  premiers. 

BuU.  de  st  P6t.  XIY.  482-447.  1869. 
Sind  a  und  r  ungerade  ganze  relative  Primzahlen;  a  beliebig 
gegeben,  r  innerhalb  1..2a— 1  eingeschlossen,  p  eine  ungerade 
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Primsahl  =2aii+r,  so  ist  (—)=(—!) V"+"';    also  wenn  q 

=  2aii'+r,  80  wird  (—)(—)  =  (- 1)^'"  +  *''    Setet  man  p 

=  f +  2»'.a,  wo  2»"  die  höchste  in  p—q  enthaltene  Potenz  Ton 
2  ist,   so  Usst  sieh  die  obige  Glächang  aueh  in  die  Form 

(P.)(X)=(_l)'-^+'[-(«^)+^'-^)]+"-r(-+-') 

brisgeiL  Hieraus  wird  dann  ein  Beweis  des  Beoiprocitätsgesetzes 
hergeleitet  No. 

BouNiAKOWSKT.    SuT  le  symbole  de  Legendre  ^-'  j.   Buii. 

de  St.  P6t.  XIV.  432447.   1869.  '^ 

Diese  Abhandlung  vervollständigt  die  vorhergehende,  in  so 
fem  sie  den  Werth  der  Zahl 

liefert.  —  Dann  giebt  der  Verf.  noch  den  Satz,  dass  wenn  p  = 
4aj»+4a— 1  und  ^-ö—  Primzahlen  sind,  p  — 3  eine  primitive 
Wnrzel  von  p  ist.  No. 

M.  A.  Stern,  üeber  einen  einfachen  Beweis  des  quadrati- 
schen Reciprocitätsgesetzes  und  einige  damit  zusammen- 
hängende  Satze.      Qött.  Nachr.  237-253.   1870. 

Nennt  man  die  Anzahl  der  ungeraden  Zahlen  unter  1,  2,.. 

5^  :  tf ,    das   unter  dem  kleinsten   positiven   Restsystem   ^, 

{x=zly..?^^J:u^]  ähnlich  bei  1,2,.. 2^  und  ^:t?  und  üj,  so 

folgtleichtJ^=(-l)'^"*oder(A)(-^)=(-~l)'^^'*"""Vod^^ 
Diese  Bedingung  des  Recipr.-Ges.  lässt  sich  nun  umsetzen  m 
folgende   andere:   Ist  die   Anzahl  der  geraden  R^ste  in  — 
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nnd  ^  gleich  6,  die  der  ud geraden  gleich  ü^  seist  U^G^O, 

(med.  2),  wenn  p  und  9  beide  von  der  Form  4n4-l  oder  4n  +  3 
sind,  dagegen^  1  (med.  2),  wenn  p  und  q  von  verschiedenen 
Formen  4ft-|'^  4»+ 3  sind.    Dies  wird  nachgewiesen.    Femer 

OS  o 

wird  gezeigt,  dass  in  -^  eben  so  viel  gerade  als  ungerade  Zahlen 

vorkommen,  wenn  p  und  q  gleichförmig,  dass  dagegen  die  der 
ungeraden  um  1  grösser  ist,  als  die  der  geraden,  wenn  p  und  q 
ungleichförmig  sind.  No. 

E.  Schering.  Die  Fundamentalklassen  der  zusammen- 
setzbaren arithmetischen  Formen.  Göttingen,  Dieterich.  1869. 

Gauss  hat  bei  den  Untersuchungen  Aber  die  Composition 
der  Klassen  reguläre  Determinanten  von  irregulären  unterschie- 
den^  d.  h.  solche,  bei  denen  alle  Klassen  durch  eine  Periode  um- 
fasst  werden  von  solchen,  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist  Für 
die  letzteren  mfisste  nun  ein  System  von  Fundamentalklassen  be- 
stimmt werden.  Gauss  hat  dies  (Disq.  ar.  306.  IX.)  nicht  näher 
durchgeführt;  die  vorliegende  Arbeit  ist  bestimmt,  ein  solches 
Fundamentalsystem  naturgemäss  aufzustellen.  Die  Klassen  A^ 
B,C,..F,.,J,LyM  werden  so  gegeben,  dass  jede,  z.  B.  F  sowohl 
selbst,  sowie  jede  Klasse  in  ihrer  Periode  mit  Ausnahme  der  Haupt- 
klasse von  den  durch  Zusammensetzung  aus  den  vorangehenden 
Klassen  entstehenden  Klassen  verschieden  ist,  und  dass  sie  zugleich 
unter  den  Klassen  mit  dieser  selben  Eigenschaft  die  grösste  oder 
eine  der  etwa  gleichen  grössten  Periodenzahl  besitzt.  Dann  kann 
keine  Klasse  auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  Zusammensetzung 
aus  J,  Bj  Cy..Jy  L,  M  entstehen.  Es  wird  nun  eine  Reihe  von 
Sätzen  Über  die  Peripdenzahlen  u.  s.  w.  abgeleitet,  deren  Kern- 
punkt, in  der  Arbeit  Kronecker's:  „üeber  einige  Eigenschaften  der 
Klassenzahl  idealer  complexer  Zahlen"*  aufgedeckt  ist    No. 

KuMMBR.  lieber  die  einfachste  Darstellung  der  aus 
Einheitswurzeln  gebildeten  complexen  Zahlen,  welche 
durch  Multiplikation    mit  Einheiten    bewirkt    werden 

kann.      Berl  Monats-Ber.  1870.    409-420. 

Unter  den  complexen  Primfactoren,  welche  Hr.  Reuschle  be- 
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rechnet  und  der  Akademie  übergeben  hat,  befindet  sieh  ein  ide- 
aler Primfactor,  dessen  neunte  Potenz  wirklich  ist,  und  zwar  ist 
dies  ein  idealer  Primfactor  der  Zahl  2  ftlr  die  aus  31*''"  Einheits- 
wurzeln gebildeten  complexen  Zahlen.  Die  neunte  Potenz  stellt 
sieh  als  wirklich  complexe  Zahl  dar,  welche  nur  die  fünfgliedrigen 
Perioden  der  31*''"  Wurzeln  der  Einheit  enthält.  Hr.  Kummer  hat 
nun  einen  der  idealen  Primlactoren  ausgerechnet,  deren  neunte 
Potenz  wirklich  ist,  welche  aber  nicht  aus  Perioden,  sondern  aus 
den  31*^"  Einheitswurzeln  selbst  gebildet  sind,  welche  also  30 
conjogirte  ideale  Primfactoren  haben.  Durch  Multiplikation  mit 
passend  gewählten  Einheiten  wurde  diese  neunte  Potenz  mög- 
lichst vereinfacht;  da  jedoch  die  Definition:  diejenige  complexe 
Zahl  sei  die  einfachere,  deren  Ck)efficienten  kleinere  Zahlen  sind, 
ihrer  Unbestimmtheit  wegen  nicht  ausreicht,  so  wird  definirt: 
„Unter  allen  complexen  Zahlen  f(a)^  welche  nur  durch  hinzuge- 
fügte Einheiten  sich  unterscheiden,  ist  diejenige  die  einfachste, 
ftor  welche  die  Summe  M  der  mit  fi»)f(j«r^^  conjugirten  ^  com- 
plexen Zahlen  den  kleinsten  Werth  bekommt/*  ^05^  =  1,  -.II_=:^J 

oder  „diejenige,  fSr  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Unter- 
schiede je  zweier  ihrer  A  Goefficienten  den  kleinsten  Werth  hat"- 
Diese  Summe  kann  man  nun  direct=:0  setzen,  erhält  dann  aber 
freilich  keine  ganzen  Zahlen  fbr  die  Exponenten  der  Fundamen- 
taleinheiten; doch  kann  man  dann  diejenigen  ganzen  Zahlen  an- 
nehmen, die  den  gefundenen  am  nächsten  liegen.  Mit  Hülfe 
dieser  Methode  wird  die  oben  erwähnte  Potenz  auf  eine  sehr  ein- 
fache Form  gebracht  No. 

Kümmer.     Ueber  die  aus  31"*"  Wurzeln  der  Einheit  ge- 
bildeten  complexen  Zahlen.      Berl.  Monatsber.  1870.  755-766. 

Für  die  aus  31^''"  Einheitswurzeln  gebildeten  complexen 
Zahlen  ist  der  erste  Factor  der  Klassenzahl  9.  Da  diese  Zahl 
ein  Quadrat  ist,  so  könnten  schon  die  dritten  Potenzen  aller 
hierher  gehörenden  idealen  Zahlen  wirklich  sein.  Die*  Frage, 
ob  dies  der  Fall  sei ,  wird  darauf  reducirt,  ob  drei  Oleichungen 
mit  (>  unbestimmten  Grössen  in  ganzen  Zahlen  lösbar  seien.  Das 
Endresultat  ist,  dass  diese  Lösung  unmöglich  sei;   es  giebt  also 
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keine   niedere  Potenz   des   idealen  Primfiictoni   der  2»  als    die 
neunte,  welche  wirklich  ist  No. 


Kummer,  üeber  eine  Eigenschaft  der  Einheiten  der  aus 
den  Wurzeln  der  Gleichung  a^=l  gebildeten  com- 
plexen  Zahlen  und  über  den  zweiten  Factor  der  Klassen- 

zahl.      Berl.  Monatsber.  1870.   856-880. 

Die  Einheiten  der  complexen  Zahlen  sind,  wenn  man  von 
einfachen  Einheitswurzeln  absieht ,  welche  als  Faetoien  heraus- 
treten können,  stets  reelle  Grössen.  Ist  die  Einheit  das  Qua- 
drat einer  andern,  so  bildet  dieselbe  mit  allen  ihren  conjugirten 
Werihen  eine  Reihe  positiver  Grössen.  Dieser  Satz  ist  umkehr- 
bar für  alle  diejenigen  Werthe  der  Primzahl  A,  für  weldie  die 
voUstSndige  über  alle  der  Gleichung  ^f^  =  1  genügenden  f4  Werthe 
des  Ol  sich  erstreckende  Norm  Ti^(jo)  einer  gewissen  Function 
V;(a>)  nieht  durch  2  theilbar  ist.  Diese  Bedingung  ist  identisch 
mit  der,  dass  der  erste  Factor  der  aus  A*^"  Einheitswurzeln  ge- 
bildeten complexen  Zahlen  nicht  durch  2  theilbar  sei.  Es  kann 
daher  der  zweite  Factor  der  Klassenzahl  nie  durch  2  theilbar 
sein,  wenn  es  nicht  zugleich  auch  der  erste  ist  Ist  der  zweite 
Factor  der  Klassenzahl  durch  2  theilbar,  so  enthält  die  complexe 
Zahli^(a>*^)  nothwendig  denselben  complexen  Primiactor  von  2,  den 
%p  (jui)  enthält.  Wenn  die  Einheit  £(a)  ==  e{af  e(aryt . . . .  e  (ay""')^'"'* 
die  g*""  Potenz  einer  fundamentaleren  Einheit  ist,  so  dass  die  Ex- 
ponenten Xj  x^  ..der  Kreistheilungs-Einheit  nicht  alle=0  (mod  p) 
sind,  sobald  einer  derselben  =  0  angenommen  wird,  so  muss  die 
complexe  Zahl  rpQui)  einen  complexen  (idealen)  Primfactor  von  q 
enthalten,  also  muss  die  vollständige  Norm  von  \p  ((o)  durch  q  theil- 
bar sein.  Wenn  %ff(^fo)  nicht  für  die  primitiven  Wurzeln  w  der 
Gleichung  ö>^=l,  sondern  für  die  von  a>'*=l,  wo  fi^^mm'  ist, 
einen  idealen  Primfactor  von  q  enthält,  so  kann  die  fundamen- 
talere Einheit,  deren  q^''  Potenz  sich  als  Product  von  Potenzen 
der  Kreistheilungseinheiten  ausdrücken  lässt,  nur  die  m  Perioden 
von  je  2tn^  Gliedern  der  Wurzeln  der  Gleichung  a^  =  l  enthalten. 

No. 
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Kronecker.     Auseinandersetzung  einiger  Eigenschaften 
der  Klassenzahl  idealer  complexer  Zahlen.    Berl.  Monats- 

ber,  1870.  881-889. 

Eine  endliche  Zahl  von  Elementen  ©',  ©",  ©'",..  soll  so  be- 
schaffen sein,  dass  mittels  einer  bestimmten  Operation,  welche 
symbolisch  durch  das  Multiplicationszeichen  angedeutet  werden 
magy  aus  zweien  ein  drittes  abgeleitet  wird.  Diese  Operation 
soll  folgende  Eigenschaften  haben:  1)  &&'=&' &y  2)  ©'(©"©"0= 
Co* ©")©"',  3)  &&'  ist  von  ©*©'"  verschieden,  wenn  ©"  von 
&"  verschieden  ist.  Es  gelten  dann  die  Sätze:  Unter  den  ver- 
schiedenen Potenzen  von  ©  giebt  es  solche,  die  der  Einheit  äqui- 
valent sind.  Die  Exponenten  dieser  sind  ganze  Vielfache  des 
kleinsten,  zu  dem  das  betreffende  0  „gehörte  Gehört  ein  ©  zu 
V,  so  gehört  auch  stets  ein  &  zu  jedem  Theiler  von  v.  Ist  n, 
die  kleinste  Zahl,  welche  sämnitliche  v  als  Theiler  enthält,  so 
giebt  es  Elemente  ©,  die  zu  Ui  gehören.  —  Eins  derselben  sei 
0, ;  &  und  &'  heissen  „relativ  äquivalent",  wenn  0*©^  «->©". 
Sondert  man  aus  dem  System  der  ©  ein  solches  ab,  in  dem 
keine  2  einander  äquivalent  sind;  so  gelten  von  ihm  die  obigen 
Sätze;  es  giebt  also  eine  Zahl  n, ,  so  dass  jedes  ©  des  neuen 
Systems  ©»•«-?  ©*t  liefert.  Dieses  n,  ist  ein  Theiler  von  «,;  zu 
ihm  gehöre  0^,  Ebenso  bilde  man  ein  neues  System,  in  dein 
für  keine  zwei  ©  die  Gleichung  ©a©*®i«->0/i  gilt  u.  s.  w., 
so  kommt  man  zu  einem  Systeme  von  Fundamentalelementen  0^ , 
0„  0,,..  die  bezflglich  zu  n,,  «„  »3..  gehören,,  und  mittels  deren 
sich  jedes  in  der  Form  ©71  ©j>©7»,.(m,  <«, ,  m,<n,..)  dar- 
stellen lässi  Dieses  System  ist  mit  dem  von  Schering  aufge- 
stellten identisch.  —  Diese  Theorie  wird  auf  beliebige  complexe 
Zahlen  angewendet.  Es  sei  (a  Wurzel  einer  irreductibelen  Glei- 
chung m**^"  Grades,  deren  Coefficienten  ganze  complexe  Zahlen* 
q(e)  ßi^^d,  wobei  der  Ausdruck  „irreductiberim  Sinne  eben 
dieser  complexen  Zahlen  zu  verstehen  ist.  Alsdann  ist  die  Klassen- 
zahl für  die  complexen  Zahlen  f(^ui),  welche  die  Zahlen  9((»)  mit 
in  sich  begreifen,  ein  Product  zweier  Factoren,  von  denen  der 
eine  die  Klassenzahl  fUr  die  Zahlen  qi(Q)  bedeutet.  Jeder  in 
diesem  Factor  enthaltene  Primthciler  von  m  ist  auch  in  dem  an- 

Fortschr.  d.  Math.  IL  1.  7 
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deren  Factor  enthalten.  Wenn  es  ferner  ideale,  (nicht  wirkliche) 
Zahlen  y(ß)  giebt,  deren  »i*®  Potenz  wirklich  ist,  so  giebt  es 
auch  unter  denjenigen  idealen  Zahlen  ^M,  welche  keiner  Zahl 
9(.Q)  äquivalent  sind,  solche,  deren  m^^  Potenz  einer  Klasse  der 
Zahlen  y (p)  angehört.  Ist  endlich  d  irgend  ein  Divisor  von  m^ , 
für  den  eine  ideale  Zahl  qp(p),  zur  d**"  Potenz  erhoben,  wirklich 
wird,  ohne  dass  dies  schon  ftlr  eine  niedrigere  geschieht,  so  giebt 
es  auch  ideale  Zahlen  /(o»),  die  so  beschaffen  sind,  dass  die 
d**  Potenz  derselben,  aber  keine  niedrigere,  einer  der  idealen 
Zahlen  (f(ß)  äquivalent  wird.  No. 

Hill,    Note  sur  les  indices  ä  module  composö  et  sur  une 
table  d'une  nouvelle  espfece  de  logarithmes.    Borciiardt 

J.  LXX.  282-28a  1869. 
Es  wird  eine  Tafel  beschrieben,  mittels  der  man,  wenn  die 
Zahlen  r^  und  r,  als  Reste  einer  unbekannten  Zahl  Xy  nach  den 
Moduln  Po  und  p^ ,  gegeben  sind,  die  Zahl  x  selbst  oder  we- 
nigstens ihren  Rest  nach  p^  p^  findet.  Nimmt  man  für  die  p  Po- 
tenzen von  2  und  5,  so  erhält  man  die  letzten  Ziffern  von  x  fUr 
das  Decimalsystem.  No. 

W.  A.  Wh.      A  new  symbol.      Meesenger  V.   121.  1869. 

Neue  Symbole  werden  vorgeschlagen  fttr  die  nächste  ganze 
Zahl,  kleiner  als  -^,  die  nächste  grösser  als  ~,  und  für  die  nächste 
ganze  Zahl  zu  -j,  die  entweder  grösser  oder  kleiner.    Glr.  (0.) 

W.  SiMERKA.     Die  rationalen  Dreiecke,    Grunert  Archiv.  LL 

196-224.  1870. 
Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  Berechnung  schief- 
winkliger Dreiecke  aus  rechtwinkligen,  mit  einigen  Eigenschaften 
der  Seiten  rationaler  Dreiecke,  giebt  Relationen  zwischen  den 
Zählern  und  Nennern  in  dem  Ausdruck  für  die  Tangenten  der 
halben  Winkel,  und  zwischen  diesen  Tangenten  und  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Pactoren  („Kürzer")  jener  Zähler  und  Nenner. 
Diese  grössten  gemeinschaftlichen  Factoren  lassen  sich  als  Summen 
von  2  Quadraten  darstellen,  deren  Wurzeln  der  Verf.  „Vermittler" 
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nennt  Dann  folgt  die  Bestimmung  der  Yennittler  ans  den  Tan- 
genten der  halben  Winkel  and  die  Berechnung  der  Goordinaten 
der  Scheitel  rationaler  Dreiecke.  Theoretisch  enthält  die  Arbeit 
niohts  Neues ;  wir  finden  eine  Reihe  Ton  praktischen  Kechnungs- 
vortheilen,  von  Aufgaben  für  Schüler  und  am  Schluss  ein  Ver- 
zeichniss  aller  rationalen  Dreiecke,  deren  Seiten  100  nicht  über- 
steigen, mit  Angabe  ihrer  Fläche,  der  Tangeuten  halber  Winkel, 
der  Yarnuttler  und  der  Goordinaten  der  Scheitel.  M. 

W.  Adam.  Methodische  Anweisung  zum  Ausziehen  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln  mit  Anwendung  zu  geome- 
trischen Berechnungen  nebst  zahlreichen  Uebungsauf- 
gaben.      Wittstock.  1869. 

Breiteste  Ausfllhrung  des  Titels  auf  140  Seiten.  Es  wird 
z.  B.  der  Seihe  nach  gezeigt,  wie  Quadratwurzeln  aus  drei-,  aus 
vier-,  aus  fttnf-,  aus  sechs-,  aus  sieben-  und  achtstelligen  Zahlen 
gezogen  werden.  No. 

E.  Meissbl,     Notiz  über   die  Anzahl  aller  Zerlegungen 
sehr    grosser    ganzer    positiver   Zahlen    in    Summen 
ganzer  positiver  Zahlen.      Pr.  Iserlohn.    Bädecker.   1870. 
Bezeichnet  f(n)  die  Anzahl  der  Zerlegungen   der  Zahl  \ 

80   ist  FC9)  =  i7(l— 9V'  =  i:/*(»)^-     Der   Verf.  giebt  mit 

I  o 

Hülfe  der  0- Functionen  eine  Umwandlung  von  F(g)  und 
entwickelt  daraus  eine  Näherungsformel.  No. 

W.  H.  Thompson.     On  Magic  Squares.   Qaart.  J.  x.  186-202. 

1869. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe:  „Gegeben  ein  Zauber- 
quadrat mit  n*  Zellen;  es  wird  verlangt  daraus  eiu  anderes  ab- 
zuleiten mit  p*i}*  Zellen'\    Er  giebt  verschiedene  Methoden  zur 
Lösung.  He. 

HoRNER.    On  the  Algebra  of  niagic  Squares.     Quart  J.  XL 

57  und  123.    1870 
In  diesen  beiden  Abhandlungen  wird  eine  allgemeine  Bildung 
magischer  Quadrate  auseinander  gesetzt.    Wir  geben   für  eine 

7* 
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Primzahl  n  die  Lösung,  deren  Beweis  unmittelbar  ersichtlich  ist 

—  Sei  aa?  +  6y=qf  •  «+Ä,  wo  q  eine  ganze  Zahl  und  +  — ^  B  >  — 

-5- ist.  Setzt  man(a;  =  0;  y  =  0,l,..«— l);(aj=l;  y  =  0,l,,.n— 1); 

. . .  und  schreibt  die  R  in  Form  eines  Quadrates  unter  einander,  so 
wird  dasselbe  ein  magisches  Quadrat  mit  der  Seitensumme  0 
sein;  die  negativen  Zahlen  —1,-2,..  bezeichnen  wir  durch  1, 
2^..  Bildet  man  in  ähnlicher  Weise  ein  zweites  solches  Quadrat 
und  schiebt  die  beiden  so  in  einander,  dass  in  jeder  Zelle  eine 
2ziffrige  Zahl  steht,  so  ist  dieses  im  System  von  n  Ziffern  eben- 
falls ein  magisches,  also  auch  wenn  man  in's  Decimalsystem 
Übergeht;  alle  Ziffern  sind  verschieden;  die  Quersumme  ist  Null. 
Dies  letztere  kann  durch  Vermehrung  jeder  Ziffer  um  eine  hin- 
reichend grosse  Zahl  beseitigt  werden.  No. 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen, 

L.  Calzolari.    Nuova  soluzione  generale  in  numeri  ra- 
zionali  dell'  equazione:    w^^a+bD  +  cv^.     Battaglini   ö. 

VII.  177-192.  1869. 

L.  Calzolari.    Ricerca  dei  valori  razionali  di  v  che  ren- 
dono  un  quadrato  il  polinomio  a+bv  +  cv^  +  dri^+ev*. 

Battaglini  G.  VIL   317-350.  1869. 
Die  obige  quadratische  Gleichung,. auf  die  Form  gebracht 

wo  x.yjUyAjB  ganze  Zahlen  sind,  zerlegt  der  Verfasser  nach 
Einf&hrung  der  neuen  ganzen  Zahlen  X,  F,  U,  welche  der  Be- 
dingung U*=:Ar+BY*--ÄB 
zu  genügen  haben,  in 

u=^rx  +  Xy ;  Ax=:Tu±Uy  ]  By^ Xu+Ux. 
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£0  ergiebt  sieh: 

Hat  man  nnn  ein  speeielles  Werthgygtem  x^,  y,,  u^,  X^,  F^,  r/„,  so 
entsprieht  die  allgemeine  Lösung  den  Werthen 

Jr=jr,-a?,<;  y=n+y,«;  U=U,^u,t  (9) 

für  die  willkflrliehe  Zahl  i. 

Bezeichnet  man  in  der  zweiten  Aufgabe  das  Polynom  vier- 
ten Grades  durch  to*,  so  lässt  sich  die  gegebene  Gleichung  in 
folgender,  die  willkürliche  Zahl  k  enthaltender  Form  darstellen  : 

c'<2ir)'  =  aV- 6"+  (^&f>  +  by+  &(2ev^+  de  +  *)•, 
wo 

a'=4ac~fc' ;  V=  26c-.  d* ;  (/=  4ce-4eik-d« 
gesetzt  ist,  und  nimmt  die  Form  an 

n'  =  Ax*+By'+Cz\ (1) 

nach  deren  Auflösung  v  den  Bedingungen 

c'f?+6'=— ,  2cü«  +  dü+fc=-^ 

X  X 

zu  genügen  hat.    Setzt  man  jetzt 

»  =  ga?— py  ;  ti  =  ra?  4- Ay 
und  löst  die  Gleichung  nach  x  auf,  so  kommt: 
X      Cpq+Xr±U 

mit  der  Bestimmung,  dass  die  Quadratwurzel  U  rational  sei. 
Hier  bietet  sich  zunächst  die  specielle  Lösung 

welche  dem  Falle  (7=0  entsprechend  nach  der  Methode  der  vo- 
rigen Aufgabe  zu  berechnen  ist.  Sind  dann  Po?  9o9  ^0  ^^^  speci- 
ellen  Werthe  von  x^y^u^  und  p,  g,  s  die  mittelst  Gleichung  C9) 
abgeleiteten  allgemeineren  Besultate,  so  wird  auch  Gleichung  (1) 
gelöst  durch  die  Formeln 

wo  in  Pj  qj  s  die  willkürliche  Variable  t  steckt  Zu  bemerken 
ist,  dass  von  den  zwei  Besultaten  entsprechend  dem  Doppel- 
zeichen von  U  immer  nur  eins  zu  allgemeineren  Ausdrücken,  das 
andere  auf  das  speeielle  Werthsjstem  zurückführt. 
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An  die  genannten  Lösungen  werden  noch  viele  Betracbtangen 
geknüpft,  die  jedoch  keine  neue  Aufgabe  in  Angriff  nehmen. 

H. 

L.  Calzolari.     Soluzione  generale  dell'  equazione 

Battaglini  G.  VU.   313-316.   1869. 

Die  gegebene  Gleichung  redncirt  sich  durch  die  Substitution 

y^k+^ai'jXi  —  k-^ai 
auf  folgende: 

(2:aO*-2:a?  =  (fi-l)fc«, 

welche  linear  in  Bezug  auf  alle  einzelnen  <h  ist,  daher  immer 
rational  durch  ein  beliebiges  Oi  erfüllt  werden  kann.        H. 

L.    Calzolabi.      Nota    suir    equazione    tf=^Ax^±By^. 
Battaglini  G.  VÜI.  28-34.  1870. 

Der  Verfasser  zerlegt  die  CoefGcienten  in  Summen  von 
Quadraten 

4  =  <  +  a;  +  -;B=6!  +  ÄJ  +  -. 
deren  Anzahl  4  nie  zu  übersteigen  braucht,  und  bestimmt  dann 
die  Grössen  Xi^aix,  y<=6<y.  Da  er  auf  die  feststehenden  Ver- 
hftltnisse  der  neuen  Unbekannten  keine  Bücksicht  nimmt;  so  er- 
giebt  sich  eine  unabsehbare  Menge  Ton  Lösungen,  unter  denen 
die  richtigen  enthalten  sind.  Mit  Uebergehung  der  Frage  nach 
ihrer  Auffindung  leitet  er  daraus  ein  Kriterium  fbr  die  Existenz 
Ton  Lösungen  ab,  welches  jedoch  in  dem  gleichen  Falle  ist,  dass 
es  ein  Ausprobiren  vieler  Systeme  der  a/,  6/  verlangt,  deren  An- 
zahl bei  grossen  Zahlen  A^  B  sehr  gross  sein  kann.         H. 

P.    Bachmank.     Ueber    ternäre    quadratische    Formen, 
Barchardt  J.  LXX.  365-371.   1869. 

P.  Bachmann.      Zur    Transformation    ternärer   quadra- 
tischer Formen.     Borchardt  J.  LXXL  296-306.  1870. 

Dem  Problem  y  eine  ganze  Zahl  durch  eine  binäre  quadra- 
tische Form  darzustellra,  entspricht  das  Problem  eine  binäre 
quadratis(die  Form  als  ternäre  auszudrücken.  Der  Verfasser  be- 
handelt die  zweite  Aufgabe  nach   ähnlMAen  Prinzipien;   nach 
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denen  Diriehlet  die  erstere  löste,  nnd  gelangt  so  zu  den  von 
Heimite  (Grelle  XLYII.)  aufgestellten  t^onneln.  —  Im  zweiten 
Aufsätze  wird  unter  Beschränkung  der  allgemeinen  ternären  For- 
men die  Bedingung  angegeben,  wann  die  Formeln  nur  diejenigen 
Transformationen  liefern,  deren  CoefBcienten  ganze  Zahlen  sind. 

No, 

A.  Clebsch.  üeber  die.  partiellen  Differentialgleichungen, 
welchen  die  absoluten  Invarianten  binärer  Formen  bei 
höheren    Transformationen    genügen.      Gott   Abh.   XY. 

1870. 

unter  einer  „höheren"  Transformation  einer  binären  Form 
f(x^x^)  hat  man  das  Folgende  zu  verstehen.  Es  mögen  (p,yf 
binftre  Formen  gleich  hohen  Grades  in  den  of^^x^  sein  und  man 
setze: 

(1)  eyi=y(^ia^i) 

Sodann  eUminire  man  die  Xi^x^  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
und  der  gleich  Null  gesetzten  gegebenen  binären  Form: 

Das  Eliminationsresultat  hat  die  Gestalt 

wo  p  eine  binäre  Form  in  den  yj,y,  ist,  von  gleichem  Grade, 
wie  f  in  den  x^^x^  war.  Man  bezeichnet  dann  f  als  die  aus 
f  vermöge  der  höheren  Transformation  (1)  hervorgegangene, 
transformirte  Form. 

In  dieser  Art  sind  die  höheren  Transformationen  zuerst  von 
Gordan  betrachtet  worden  (Borchardt  J.  LXXI.  164  siehe  p.  69). 
Aber  bereits  früher  hat  man  sich  vielfach  mit  einer  besonderen 
Art  dieser  Transformationen,  der  sogenannten  Tschirnbausen- 
sehen  Transformation,  beschäftigt.  Dieselbe  kommt  darauf  hinaus, 
aus  einer  nicht  homogenen  algebraischen  Gleichung: 

eine  neue,  nicht  homogene: 

r(y)=o 

abzuleiten,  indem  man  x  aus  ^=0  und  einer  Gleichung  der  Form 
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eliniinirt.  Hermite  hat  zaeret. darauf  anfiserksam  gemacht  (C.  R. 
XLVI.  961),  dass  man  durch  passende  Wahl  der  Coefficienten 
in  der  Tschimhausen'schen  Transformation  der  transfonnirten 
Oleichung  beliebige  Invarianteneigenschaften  ertheilen  kann. 
Andererseits  hat  Brioschi  (Atti  d.  Ist  Lomb.  I.  231.  1858)  die- 
jenigen paHiellen  Differentialgleichungen  aufgestellt,  denen  die 
CoefBcienten  der  transformirten  Gleichung  zu  genflgen  haben. 
Gordan  hat  sodann  (l.  c.)  in  der  vorstehend  auseinandergesetzten 
Form  den  Begriff  der  höheren  Transformation  entwickelt  und 
gezeigt,  dass  die  Invarianten  der  Form  f  simultane  Invarianten 
der  gegebenen  Form  f  und  der  Transformations -Formen  q>j  \p 
sind. 

Aber  nicht  umgekehrt  ist  jede  simultane  Invariante  von  /; 
ijr,  \p  eine  Invariante  von  f\  Sie  muss  zu  dem  Zwecke  noch  ge- 
wissen partiellen  Differentialgleichungen  genügen,  welche  der 
Verfasser  in  der  vorliegenden  Arbeit  aufstellt.  Diese  Differential- 
gleichungen bilden  ein  vollständiges  System,  in  dem  Sinne,  wie 
dies  von  dem  Verfasser  (Borchardt  J.  LXV.  257)  definirt 
worden  ist.  Für  solche  Systeme  ist  hier  also  ein  neues  Beispiel 
gegeben.  Die  Integration  des  Systems  wird  dann  für  den  Fall 
der  quadratischen  Transformationen  durchgeführt. 

Es  ergiebt  sich  dabei  noch  allgemein  das  Resultat,  dass  es 
bei  binären  Formen  keine  Ausdrücke  in  den  GoefScienten  giebt, 
die  bei  einer  höheren  Transformation  ungeändert  bleiben,  dass 
also  binäre  Formen,  im  Gegensatze  zu  den  ternären,  keine  „ab- 
soluten Invarianten  in  höherem  Sinne'',  oder,  wie  man  sich  bei 
den  ternären  Formen  gewöhnlich  ausdrückt,  keine  „Moduln"  be- 
sitzen. Ein. 
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Gapitel  3. 

Kettenbrüche. 

Minding.    Loi  de  la  formation  des  d^nominateurs  et  des 
num^rateurs  pour  la  r^duction  des  fractions  continues 
en  fractions  ordinaires.     Bull,  de  st.  P6t  XIII.  1869. 
Euler  bat  das  Gesetz  der  Bildung  des  Bruches 

aogegebeo.    SeiO  =  ^T — ^,  so  bildet  er  (abc..i)  =  ab'C..u 

f  1  +  ^  +  «r  +  --+ A+-+  4— n+O-  Die  Nenner  der  Brüche 
V     '  a6  '  6c  '  ef  '       '  ab-cd  ^    J 

innerhalb  der  Klammer  sind  zuerst  alle  Producte  je  zweier  auf- 
einanderfolgender Grössen  a,  6,..«;  dann  alle  möglichen  Producte 
der  angegebenen  Producte,  welche  keinen  gemeinsamen  Factor 
haben  u.  s.  w.  Minding  theilt  ein  anderes  Gesetz  mit.  Um  (u^  •  i^ 
u,  •lt^t"^«fO  2^  bilden,  formt  man  die  Summe  der  Producte  der 
u  zu  je  1, 2,  S,..  und  multiplioirt  jedes  uiu^j,  mit  der  Summe  der 
zwischen  ui  und  u^  befindlichen  <,  z.  B.  u^  u,  u^  u^  mit  (<,  +<,)<4(<5+ 
<s+<7)*  Ist  die  Zahl  der  Elemente  gerade,  ist  also  (<iUj-r»ti«) 
gegeben,  so  ist  dies  das  Aggregat  der  mit  ti,  multiplioirtea 
Glieder  der  vorigen  Summe.  No. 

Thiele.    Bemarkiling  om  Kjaedebroker.      Tjchsen  Tidsskr. 

(2)  y.  144.  1869. 
Der  Verfasser  zeigt,  dass  jeder  endliche  Kettenbruch  darge- 
stellt werden  kann  als  das  Verhältniss  zweier  Determinanten; 
hinzugeftlgt  ist  eine  Bemerkung  über  eine  neue  Transformation 

des  Kettenbruchs:  a, -| = 


1 
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T.  N.  Thiele.  Den  endelige  Kjaedebröks-Funktions  Theori. 

Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI.  145.  1870. 
Der  Verfasser  zeigt  zuerst,  dass  jeder  endliche  Eettenbmeh 
sich  als  das  Verhältniss  zweier  Determinanten  yon  besonderer 
Form  darstellen  lässt.  Er  leitet  dann  mehrere  Eigenschaften  der 
erwähnten  Determinanten  ab  und  stellt  einige  Beziehungen 
zwischen  der  Theorie  endlicher  Kettenbrüche  und  der  Theorie 
der  anharmonischen  Verhältnisse  auf.  Die  Arbeit  enthält  aus- 
f&hrliche  Entwickelungen  aus  der  Theorie  endlicher  Eettenbrüche. 

Hn.  (Wn.) 

Falk.  ,Et    konvergents   kriterium    för   kedjebräk    med 
omvexlande  positiva  og  negativa  leder.     1870. 

Bemerkung  aber  die  Gonvergenz  einer  gewissen  Klasse  von 
Kettenbrücken.  Hn.  (Wn.) 

SEELiNa.    Verschiedene  Aufsätze  zur  Zahlenlehre.    Gnmert 

Arch.  L.   232-238.    1869. 
Quadratische  Gleichungen,  deren  Wurzeln  sechsstellig-perio- 
dische Kettenbrüche  liefern.  —  ^4»*  + 16  in  einen  Kettenbruch 
verwandelt.    Siehe  „Fortschritte  d.  M."  I.  64-65.  No. 

E.  Wbtr.    Erweiterung  der  Giltigkeit  der  Entwickelung 
einer  Quadratwurzel  in   einen  Kettenbruch.     Prag.  Ben 
1869.  18-22. 
Auf  den  Satz,  dass  „durch  fortgesetzte  Construction  von  auf- 
einander folgenden,  sich  der  Reihe  nach  entsprechenden  Ele- 
menten man  sich  einerseits  immer  mehr  dem  einen,  andererseits 
dem  andern  Doppelelemente  nähert**,  —  sttttzt  H.  W.  den  Beweis, 

dass  die  Formel  y(|-)+6  =  A+_^(6>0)  giltig  bleibt,  so 

lange  (^-^j  ^b,  wenn  die  unteren  Zeichen  gelten;' allgemein  da- 
gegen für  die  oberen  Zeichen.  No. 

V.  EuGENio.     Dimostrazione  di  un  teorema  nella  teoria 
dei  numeri.     Battagl.  G.  vm.  162-165.  1870. 

Mit  einer  unwesentlichen  Aenderung  weniger  Zeilen  eine 
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Uebersetzimg  von  Senrefs  Cour»  d'algöbre  3"*  6d.  I.  p.  29-34. 
In  den  Schlussworten  erwähnt  der  Verfasser  nicht  dieses,  sondern 
eines  früheren  Beweises  von  Serret,  der  mit  dem  seinigen  „auf 
gleichen  Grundlagen  ruhe''.  Es  möge  hier  erwähnt  werden, 
dass  der  Serret'sohe  Beweis  nicht  ganz  scharf  ist;  dass  aber  H.  £. 
da  keine  Verbesserung  ^angebracht  hat,  wo  sie  nöthig  war. 

No. 

E.  Sang.     On  the  extension   of  Brouncker's  Möthod  to 
the  Comparison  of  Several  magnitudes.    Trans,  of  Edin- 

burgh.  XXVI.  (I.)   59-67.   1869-1870. 
Die    Arbeit    enthält    ein    kettenbruchähnliches  Verfahren, 
näherungsweise  in  ganzen  Zahlen  das  Verhältniss  Ton  drei  oder 
mehreren  incommensurablen  Grössen  zu  finden.   So  ergeben  sich 
die  Werthe  von  log  5,  log  3,  log  2  successive  gleich 

1, 1, 1 9, 28  etc. 

:  0,1,1 6,19 

:  0,  0, 1  ....  4, 12  Cly.  (M.) 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Combinations- 

lehre, 

H.  Fahland.   Die  Combinationslehre  und  der  binomische 

Lehrsatz.      Pr.  MühlhaoBen  i.  Th.  1869. 

Herleitung  des  bmomischen  Satzes  für  ganze  positive  Ex- 
ponenten mit  Hülfe  der  Combinationslehre,  wie  sich  dieselbe  be- 
reits in  mehreren  Lehrbttchern  findet.  O. 

A.  Dronke.     Binomial-Goefficienten.     Pr.  Coblenz.  1870. 

Die  bekannten  Gesetze  der  Binomial-Goefficienten  elementar 
hergeleitet.  M. 

Th.  Gessner.     Die   Bedeutsamkeit    der    Binomialcoeffi- 
cienten  für  den  mathematischen  Unterricht.    Pr.  Quaken- 

brück  1870. 

Ernst  Schröder.     4  combinatorische  Probleme.     Schiö- 

milch  Z.  XV.  361-876.   1870. 

Die  beiden  ersten  Probleme  betreflFen  die  Frage,  auf  wie 
viel  Arten  sich  eine  Summe  yon  n  Gliedern,  ohne  die  Reihenfolge 
derselben  zu  ändern,  mit  einander  verbinden  lasse,  die  Art  wie 
z.  B.  bei  B  Gliedern,  abcj  wo  man  zuerst  a-f  6  mit  c  oder  a 
mit  6  -f  0  verbinden  kann.  Das  Problem  zerlegt  sich  in  2  andere, 
je  nachdem  man  fordert,  dass  immer  nur  2  Glieder  gleichzeitig 
verbunden  werden,  oder  auch  Summen  von  mehreren  Gliedern 
als  selbständige  Elemente  zugelassen  werden. 

In  den  letzten  beiden  Problemen  wird  folgende  Aufgabe  be- 
handelt: 

A.  Es  sind  n  Elemente  gegeben^  von  denselben  werden  zwei 
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beHehige  dareh  Emsehliessen  ia  einen  Kreis  vereinigt  and  diese 
Verbindimg  also  nun  als  neues  den  ttbrigen  n— 2  ursprttnglichen 
aequales  Element  betrachtet,  von  diesen  n— 1  werden  wieder  2  Ele- 
mente in  derselben  Weise  vereinigt  u.  s.  f.,  bis  schliesslich  ein  2-glie- 
driger  Gamplex  entsteht.  Es  fragt  sich,  wie  viel  Complexionen 
auf  diese  Weise  erhalten  werden  und  auf  wie  viel  Arten  dies 
geschehen  kann. 

B,  Die  n  Elemente  werden  in  Gruppen,  jede  von  einer  be- 
liebigen Anzahl  Elemente  getheilt,  jede  einzelne  Gruppe  dann 
als  selbständiges  Element  betrachtet  und  so  fortgefahren.  Die 
Frage  stellt  sich  dann  wie  oben.  Ni. 

C.  DE  PoLiGNAC.  On  a  problem  in  combinations.  Proc 
of  L.  M.  S.  IL  69-74.  1869. 

Es  werden  die  Gombinationen  behandelt,  welche  gebildet 
werden,  wenn  man  je  n  Zeichen  aus  den  m  Zeichen  a,  6,  c, .... 
a\V^&y  ...hjk^l,..  herausgreift,  aber  so,  dass  in  einer  Gombi- 
nation  nicht  2  entsprechende,  wie  a  und  a'  oder  b  und  6'..  zu- 
gleich erscheinen.  Nach  einer  Bemerkung  von  Jenkins  ist  die 
Anzahl  gleich  dem  Goefficienten  von  af"  in  der  Entwickelung 
des  Productes  [l  +  (ia  +  a'  +  a"  +  ..)x][l+(b  +  b'+b"  +  ..)x].. 
ai+hxXl+kx)..  No. 

A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize"  paper.  1869,  Question  8. 

Messenger  V.  51-53.   1869. 

Die  Anzahl  der  Arten,  auf  welche  n  Dinge  so  geordnet 
werden  können,  dass  keins  seine  ursprüngliche  Lage  wieder  ein- 
nimmt, ist  von  der  Form  («— 1)  il«,  wo  id,  =  0,  il,=  1,  4*  =  («-2) 
ül_i  +  («— 3)i*«-2,  oder 

Glr.  (0.) 

William  Walton*.  A  Demonstration  öf  tlie  Expression 
for  the  Number  of  Homogeneous  Products  of  n  things 
of  r  dimensions.     Quart.  J.  x.  219-220.  1869.  He. . 
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S.  Hertzsprung.     Forsög  paa  in  Fremstilling  of  Laren 
om  Permutationen  og  Kombinationen.   Tychaen  Tuwkr.  (2) 

V.  97.  1869. 
Eine  elementare  Darstellung  zum  Gebrauch  beim  Unterricht 

Hn.  (Wn.) 

Ad.  Steen.    Bestemmelse  af  et  Kort  efler  Omlagning  i. 
Bunker  und  et  Korts  Bestemmelse  ved  Henforelse  til 

en    given  Plads.      Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI.  J-14.  1870. 

Zwei  verschiedene  Erweiterungen  eines  in  Crelle's  Journal 
Band  44.  (1852)  p.  317  aufgestellten  Problems.  In  der  ersten 
Arbeit  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  folgenderFrage:  n.pKarten 
sind  in  n  Päckchen,  jedes  zu  p  Karten  zusammengelegt  Jemand 
wählt  eine  bestimmte  Karte  und  bezeichnet  das  Päckchen,  in 
dem  sie  liegt  Dann  lege  man  alle  Päckchen  so  zusammen,  dass 
das  Päckchen  mit  der  gewählten  Karte  einen  bestimmten  Platz 
erhält.  Dann  vertheile  man  die  Karten  von  Neuem  und  lasse 
sich  wieder  das  Päckchen  bezeichnen,  in  dem  die  gewählte  Karte 
liegt,  lege  dann  wieder  die  Päckchen  zusammen  und  wiederhole 
diese  Operation  eine  bestimmte  Anzahl  von  Malen,  so  kann  man 
schliesslich  jene  Karte  finden.  —  In  einigen  Fällen  ist  der  Platz 
der  Karte  nicht  völlig  bestimmt,  aber  man  hat  höchstens  unter  zwei 
Karten  zu  wählen.  Die  Lösung  beruht  auf  sehr  einfachen  ele- 
mentaren Betrachtungen. 

In  der  zweiten  Erweiterung  zeigt  der  Verfasser,  wie  man 
verfahren  muss,  um  die  Elarte  auf  einen  gegebenen  Platz  zu 
bringen.  Hn.  (Wn.) 

Ad.  Steen.    Optaelling  af  hvert  andet  Kort  i  en  Stamme 

i-en  bestemt  Orden.      Tychsen  T.  (2)  VI.    181-189.   1870. 
Eine  Aufgabe  über  die  Anordnung  einer  gegebenen  Zahl 
von  Karten  wird  auf  elementarem  Wege  gelöst.       Hn.  (Wn.) 

F.  J.  "Wrede.    Om  kombinerade  lif  räntors  beräknande. 

öfy.  af  Forh.  Stockholm  1869. 
Der  Verfasser  giebt  eine  neue  Näherungsmethode  zur  Be- 
rechnung der  combinirten  Renten;  dabei  wird  die  Simpson'scbe 
Formel  angewandt  Hn.  (Wn.) 
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A.  DoRNA.     Sulla  media  aritmetica  nel  calcolo  di  cotn- 

pensazione.      Atti  di  Torino  IV.    1869.  Jg. 

A.  Fro8T.     General  Solution  and  extension  of  the  pro- 

Wem  of  the  15  school  girls*     Quart  J.  XL  26-37.  1870. 

Eine  Aufgabe  aus  der  combinatorischen  Analysis.    Mz. 

C.  Seideltn.    Beviser  for  A   Par  Saetninger  i  Permu- 

tationer    Kotnbinationer.      Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI.  20-22.  1870. 

Hn. 
Mansion.    Sur  le  probl^me  des  partis.    M^m.  cour.  de  Beig. 

8».  XXI.  1870. 
Nach  Ableitaog  einiger  Formeln  über  Combinationen  beweist 
der  Verfasser  folgende  von  Laplace  herrührende  Formel: 
V(w  + 1, 0) +«•  v(m,  1)  +  tt*. qp(i»— 1 ,  2)+. . ..+ti"-9)(w+ 1— ff,  n) 


+ 


i+u  ^;      ''^  •  (i+ti)' 


(1  + 
wo 

,    ,.         1.2.3.... (a  +  ft)      ., 
^^"-'^  =  1.2.3...a.  1.2.3.-^76^^*' 
Er  benutzt  die  Formeln,  um  nachzuweisen,  dass  die  von  Poisson 
(Probabilit*  des  jugements  §  15  und  16)  und  Laplace  (Theorie 
anaL   des  probabilit^s  livr.  II.  §  7)   aufgestellten  Lösungen  zu 
demselben  Werthe  der  gesuchten  Wahrscheinlichkeit  führen. 

0. 

G.  Zbdnsr.      Abhandlungen    aus    der    mathematischen 

Statistik.      Leipzig.  Felix.  1869. 

Die  erste  Abhandlung :  „Mathematische  Untersuchungen  über 
Sterblichkeit*'  behandelt  die  Frage:  Wie  gross  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  einen  Menschen  vom  Alter  x  nach  einem 
Jahre  noch  zu  leben.  Die  Art  der  Behandlung  ist  auf  geome- 
trisebe  Darstellung  gestützt.  In  einem  Baum-Coordinaten-Systeme 
seien  die  x  auf  der  X-Axe,  die  Zeiten  t  (von  Chr.  Geb.  ab  ge- 
rechnet) auf  der  F-Acbse  dargestellt    Die  zum  Punkte  (Xy  i)  ge- 
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hörige  Z-Goordinate  drücke  „die  verhältnissmilssige  Dichtigkeif 
der  zur  Zeit  t  vom  Älter  x  Lebenden  aus.  Die  Kenntniss  der 
Fläche  z=f(x,f)  liefert  die  Lösung  aller  hierher  gehörigen  Auf- 
gaben. Sie  schneidet  1)  die  FZ- Ebene  in  einer  Curye  /*(€,/)> 
welche  die  verhältnissmässige  Dichtigkeit  der  Geburten  anzdgt; 
2)  die  XY-Ebene  in  /"(o;,  0  =  o,  welche  die  Zeit  des  Absterbens 
angiebt;  eine  Ebene  t  =  to  in  einer  Curve,  welche  das  Absterben 
der  zur  Zeit  t^  Oeborenen  darstellt;  3)  eine  der  Z-Axe  parallele 
und  die  X-  und  F- Achse  unter  45°  schneidende  Ebene  in  einer 
Curve,  .deren  Projection  auf  die  FZ-Ebene  die  Gesammlheit  der 
zur  Zählungszeit  r  lebenden  Personen  repräsentirt.  Wir  Übergehen 
die  Einzelheiten,  die  expliciten  Formeln,  die  verschiedenen  „6e- 
sammtheiten  der  Lebenden  oder  Gestorbenen''  u.  s.  w.  Wird  an 
Stelle  von  f(xji)  eine  Tangentenebene  betrachtet,  so  ergiebt 
sich  eine  Reihe  von  Näherungsformeln.  Verwandelt  man  den 
Theil  des  von  der  Fläche  begrenzten  Volums,  der  zwischen  x^, 
^t?  ^i^'t  l^^S^t  ^^  ^i°^^  Cylinder  über  der  Begrenzungsebene  als 
Basis,  welche  näher  der  XZ- Ebene  und  paralell  der  Z- Achse 
liegt,  so  drückt  die  Höhe  desselben  die  mittlere  Lebensdauer 
eines  a;^- Jährigen  für  die  Zeit  t^  aus.  Dieser  Begriff  könnte  mit 
grösserer  Berechtigung  als  die  Geburtenmenge  zum  Masse  der 
Lebenskraft  einer  Generation  dienen. 

Die  folgenden  Untersuchungen  behandeln  die  Fragen  fiber 
Invalidität  bei  Gesellschaften  mit  ein-  und  austretenden  Mit- 
gliedern.   Hierüber  galten  bisher  folgende  Hypothesen:    . 

Erstens  die  von  Heym,  welche  auf  eintretende  Personen 
keine  Rücksicht  nimmt  und  die  austi-etenden  und  sterbenden 
gleichmässig  über  das  ganze  Jahr  vertheilt;  zweitens  die  von 
Wittstein,  nach  der  die  Ein-  und  Austretrenden  sich  gleichmäsaig 
über  die  Zeit  vertheilen.  Zeuner  stellt  folgende  neue  Hypothese 
auf:  da  die  Vertheilung  der  Lebenden  nach  ihrem  Alter  in  einer 
Gesellschaft  ungefähr  dieselbe  sein  wird,  wie  ausserhalb  der- 
selben, so  kann  man  die  Ordinaten  der  den  Eintritt  und  Aus- 
tritt bezeichnenden  Gurven  der  Mortalitätscurve  proportional  an- 
nehmen. Hieraus  ergiebt  sich  <i,==plg-f  j  ^1;  ä  Anzahl 
der  anfangs  vorhandenen  m -jährigen,  b  der  Ein-,  c  der  Austre- 
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tenden;  a^  Anzahl  der  nach  der  Zeit  t  in  der  Gesellschaft  be- 
findlichen, p  Wahrscheinlichkeit  eines  m-jährigen  nach  /Jahren 
zu  leben.    Ist  die  Gesellschaft  geschlossen  (6=0),  so  erfolgt  das 

Aasscheiden  durch  Invalidität  oder  durch  Tod.    Sei  —  =  q  die 

Wahrscheinlichkeit  im  nächsten  Jahre  invalid  zu  werden.  ~-^^u> 

a 

die  Wahrscheinlichkeit  im  nächsten  Jahre  zu  leben  und  nicht 
invalid  zu  sein  ('=1)7  so  ist  eine  Invaliditätstabelle  mit  8  Ein- 
gängen für  das  Alter  m  aufgestellt :  1)  Wahrscheinlichkeit  am  Ende 
des  Jahres  zu  leben  p,  2)  invalid  zu  werden  q,  3)  zu  leben  und 

nicht  invalid  zu  sein  ic  =  p— j-r^,  4)  zu  leben  und  invalid  zu 

sein  p— tr;  5)  im  Laufe  des  nächsten  Jahres  zu  sterben  1— p, 
6)  invalid  zu  werden  und  zu  sterben  tD  +  q--p,  7)  zu  sterben 
ohne  vorher  invalid  gewesen  zu  sein  1—to—q;  8)  überhaupt  in 
Zakunft  noch  invalid  zu  werden.  —  Genau  in  ähnlicher  Weise 
können  Heirathstabellen  entworfen  werden,  indem  der  Austritt 
aas  der  Zahl  der  Unverheiratheten  entweder  durch  Heirath  oder 
durch  Tod  geschieht 

Die  dritte  Abhandlung  „Mathematische  Grundlagen  der  Un- 
fallBversicherung''  bietet  hauptsächlich  eine  Kritik  der  bestehenden 
Prinzipien  sowie  neue  Vorschläge.  Besonders  würde  der  Ab- 
schnitt über  Versicherung  gegen  Eisenbahnunfälle  und  Kriegs- 
gefahr eingehende  Betrachtung  verdienen.  No. 

M.  Kanneb.     Allgemeine  Probleme  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und  ihre  Anwendung   auf  Fragen    der 

Statistik.      Anualen  des  gesammten  Versicherungswesens.   1870.  I. 
No.  20-24. 

Die  eben  besprochene  Arbeit  hatte  einen  unerquicklichen 
Streit  hervorgerufen,  auf  dessen  Boden  der  Aufsatz  von  Kanner 
steht.  Wir  können  hier  natürlich  nur  die  wissenschaftliche 
Seite  desselben  berücksichtigen.  —  In  der  2.  Abhandlung  hatte 
Zeuner  für  das  Eintreten  und  für  das  Austreten  in  Gesellschaften 
2  verschiedene  Functionen  eingeführt.  Kanner  vereinfacht  und 
verallgemeinert  die  Untersuchung  in  folgender  Weise:  F(f)  gebe 
den  Bestand  der  Gesellschaft  zur  Zeit  t  an,  wobei  aber  die  Ge- 

Foriacbr.  d.  Math.  11.  1.  3 
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storbenen  mitzuzählen  sind,  so  dass  man  also  F(i)  erhält,  wenn 
man  zu  F(0)  die  Hinzugekommenen  zu-  und  die  Abgegangenen 
abrechnet;  fQ)  die  Wahrscheinlichkeit  einer  zur  Zeit  <  =  0  vor- 
handenen Person,  den  Zeitpunkt  i  zu  erleben;  ^(0  den  Bestand 
an  Lebenden  zur  Zeit  (0>  dann  ist 

Wir  übergehen  noch  ein  anderes,  ähnlich  behandeltes  Problem, 
welches  ebenso  wie  das  besprochene  ein  Specialfall  des  folgen- 
den ist,  in  dem  die  gegenseitigen  Störungen  unabhängiger  Sterb- 
lichkeitsursachen behandelt  werden.  Man  denke  sich  n  von  ein- 
ander unabhängige  Ereignisse  f, , /",,.- /«  und  die  resp.  Wahr- 
scheinlichkeiten ihres  Eintreffens  im  Laufe  der  Zeit  t  durch 
fiCOj  ••  /»(O  ausgedrückt  Seien  ferner  F,  (0, . .  Fn(t)  die  Funk- 
tionen, welche  die  resp.  Wahrscheinlichkeiten  ausdrücken^  dass 
das  Ereigniss  /i,../»  vor  allen  übrigen  innerhalb  der  Zeit  (  ein- 
treffen werde  und  es  bedeute  F(0  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
keins  von  allen  Ereignissen  während  der  Zeit  t  eintreffen  werde, 
sodass  /^(0  =  (l-/;(0)..(l-/;(0)»  so  ist  auch  F(0  =  1-(F,(0 
+  .-  +  F«(0).     Man  bat  femer   j^!^  =  ^^,  (i=l,2,-.n), 

welches  System  von  Differentialgleichuugen  die  LOsung  des  Pro- 
blems enthält:  aus  dem  beobachteten  Zusammenwirken  von  Ur- 
sachen auf  die  unabhängigen  Ursachen  zu  schliessen.  Schliess- 
lich wird  noch  die  Wahrscheiulichkeit  des  Eintreffens  einer  be- 
stimmten Reihenfolge  von  Ereignissen  untersucht.  No. 

M.  Kanner.     Grundlage  zu  einer  Theorie  des  mittleren 
Risiko    bei   Lebensversicherungen.      J.  d.  Coli.  f.  Lebens- 

versichernngswiss.    1870. 
Die   vorliegende   Arbeit  ist  eine   Erweiterung   der  in   der 
deutschen  Yersicherungs-Zeitung  vom  Jahre  1867  von  demselben 
Verfasser  veröffentlichten  Arbeit  über  das  mittlere  Risiko.    Letz- 
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tere  war  dem  Referenten  leider  nicht  zugänglich,  daher  er  des 
Nfthem  den  Fortschritt  in  der  neuen  Arbeit  nicht  zu  beurtheilen 
wagt  0. 

D.  Regis.    Tavole  grafiche  atte  a  risolvere  ogni  quesito 
relativo  agF  interessi  composti  ed  alle  annuita.    Torino. 

Joa.  1869. 
Diese  graphischen  Tafeln  geben  die  Werthe  von  (1  +r)»- 100, 
(l+r)*^!  J^'ii+ßL . iQQ  flir  ^^  Werthe  von  r  zwischen 

0  und  lOf  und  die' Werthe  von  n  zwischen  0  und  100. 

Jg.  (0.) 

M.  W.  Crofton.     On  the  proof  of  the  law  of  error s  of 

Observation.      Trans,  of  London  CLIX.  175-187.  1869. 

Zweck  der  Arbeit  ist,  einen  mathematischen  Beweis  in  all- 
gemeinster Form  fllr  das  Gesetz  der  einzelnen  Beobachtungs- 
fehler zu  geben,  unter  der  Voraussetzung,  dass  gewöhnlich  ein 
Fehler  durch  das  Zusammenwirken  einer  grossen  Reihe  unab- 
hängiger Fehlerquellen  entsteht,  die,  wenn  sie  nur  vereinzelt 
wirkten,  Fehler  von  ausserordentlicher  Kleinheit  verursachen 
würden  im  Vergleich  zu  denen,  welche  durch  das  Mitwirken 
aller  tlbrigen  Quellen  entstehen.  Cly.  (M.) 

ISAAC  ToDHUNTER.     On    the  method    of  least  Squares. 

Trans,  of  Cambridge.  XL  (II.)  219-230.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  sich   die  Aufgabe,   für  eine  beliebige 

Anzahl  von  Elementen  einen  Satz  zu  beweisen,  der  von  Laplace 

(Theorie  des  Probabilitös,   p.  324  der  ersten  Ausgabe,   p.  355 

der  Edition   du  gouvemement)  aufgestellt,   aber  nur   für  resp. 

1  Element  und  2  Elemente  bewiesen  ist.  Es  handelt  sich  da- 
bei um  folgendes  Problem :  „Ist  eine  Beihe  von  5  Beobachtungen 
gemacht  und  jede  mit  einem  unbekannten  Fehler  behaftet,  nennen 
wir  der  Beihe  nach  diese  Fehler  «i,  «„  f,^ . . .  «5  und  bilden,  nach- 
dem wir  sie  resp.  mit  den  bestimmten  Coustanten  Pi,p„Ps9  ••••P5 
multiplieirt  haben,  die  Summe 

8* 
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und  ebenso  eine  andere  Summe 

u.  8.  w.,  überhaupt  eine  bestimmte  Anzahl  solcher  Summen:  so 
soll  die  Wahrscheinlichkeit  gesucht  werden,  dass  Ep,  Eg  etc. 
gleichzeitig  vorgeschriebene  Werthe  annehmen".     Cly.  (M.) 

M.  W.  Crofton.     On  the  theory  of  local  probability. 

Ppoc.  of  LoDd.  M.  S.  IL  54-57.  1869. 
Ein  Auszug  aus  der  in  den  Trans,  of  London  CLVIIL  181 
bis  199  enthaltenen  Arbeit.    Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  75-78. 

M. 

J.  LüROTH.    Bemerkung  über  die  Bestimmung  des  wahr- 
scbeinlichen  Fehlers.     Astr.  Nachr.  LXXIII.  187-189.  1869. 
Siehe  Abschnitt  XII.  Cap.  2. 

P.  TcHEBYCHEF.    Formuie  d'interpolation  par  la  m^thode 
des  moindres  carrös.     M^m.  conr.  de  Belg.  s\  XXI.  1870. 

Appendice  au :  „N.  Majewski^  M^m.  sur  les  expiriences  faites 
k  r^tablissement  de  M.  Krupp  k  Essen  au  mois  de  noyembre 
1867,  pour  döterminer  les  pressions  des  gaz  de  la  poudre  dans 
Tarne  des  bouches  k  feu".  Die  Note  enthält  die  Formeln,  die 
der  Verfasser  angewandt  hat,  um  die  Glieder  der  Reihe 

u  =  F(a:) [IT,  Vo(^)  +  ir.  V^.  ((T)  + ...] 
zu  berechnen,  als  es  sich  darum  handelte,  die  Goefßcienten  o, 
6,c...  von  tt  =  F(aj)[a  +  6a?  +  ca?' -[-..•]  aus  den  Werthen  tii,ti,,*-tt» 
für  Xp  a;,,  •  •  •  •  ^j»  zu  bestimmen.  0. 

William  Walton.      On    the   expression    of  a   certain 
function  in   the  form   of  a  series.     Quart.  J.  X.  87 -9a. 

1869. 
Der  durch  die  Gleichung 

e^dz=J     e^dz  =  in\ 

ü  0 

bestimmte  Werth  von  P,  welcher  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung eine  Bolle  spielt,  wird  in  eine  Reihe  entwickelt. 

He. 
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G.  Santini.  Compendiato  esposizione  del  modo  piü 
vantaggiosa  di  risolvere  una  serie  di  equazioni  lineari, 
risultanti  da  operazioni  tutti  ugualmente  probabili, 
per  la  determinazione  degli  elementi  di  una  proposta 

teorica.      Mem,  d.  Ist.  Venet.  XIV.  1870.  Jg. 

F.  Minding,  üeber  eine  bei  Beobachtung  der  Stern- 
schnuppen vorkommende  Aufgabe  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung.    Bull,  de  St.  P6t.  XIII.  203-208.  1869. 

Lösung  der  Aufgabe:  Wie  viele  von  sämmtlichen  in  einer 
gewissen  Zeit  zur  Erde  gefallenen  Sternschnuppen  werden  im 
Gesichtsfelde  eines  beliebig  aufgestellten  Femrohrs  erscheinen? 
Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  alle  Anfangspunkte  und  Bich- 
tangen,  sowie  alle  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  liegenden 
Längen  der  Flugbahnen  gleiche  Wahrscheinlichkeit  besitzen. 

B. 

V.  Neoviüs.      Särobok    i    minsta    quadrat  -  methoden. 

Abo  1870 
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Reihen. 

Capital  L 
Allgemeines. 

Fr.  W.  Barfüss.  Lehrbuch  der  mathematischen  Analysis 
besonders  in  Hinsicht  ihrer  Entwickelungsmethoden. 
Zweite  unveränderte  Ausgabe.     Berlin  1869. 

Ein  unveränderter  Abdruck  der  im  Jahre  1852  erschienenen 
ersten  Auflage.  M. 

K.  Koppe.     Anfangsgründe   der   algebraischen  Analysis. 

Essen.  Bädecker.  1870. 
Das  Buch  ist  für  den  Schulunterricht  bestinimty  und  bei  dem 
täglich  wachsenden  Umfange  der  mathematischen  Wissenschaften 
ist  der  Zweck  sicher  anerkennenswerth,  in  den  Schulen  bereits 
die  GruudzUge  der  sogenannten  höheren  Mathematik  zu  geben. 
—  Der  erste  Abschnitt  des  Buches  enthält  Ergänzungen  zur 
Arithmetik  und  giebt  eine  elementare  Methode  zur  Berechnung 
der  Maximal-  und  Minimalwerthe.  —  Im  zweiten  Abschnitte,  der 
eine  Einführung  in  die  Theorie  der  Gleichungen  giebt,  wäre  eine 
genauere  Behandlung  der  complexen  Grössen  —  leider  noch 
immer  die  Achillesferse  der  Schaler!  —  vielleicht  am  Orte  ge- 
wesen. No. 

A.  WiNCKLER.     üeber  einige  Gegenstände  der  elemen- 
taren Analysis.      Wien.  Ber.  LXH  356-394.  1870. 
Siehe  Abschnitt  VU.  Gap.  1. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  1.    AllgemeiDeg.  |19 

C.  Sardi.    Su  talnne  serie,  ed  applicazione  all'  aritmetica. 

Batiaglini.  G.  VIL  257-812.  1869. 

Die  Arbeit  lässt  sich  kurz  kennzeichnen  als  Ausnutzung 
mehrerer  sehr  geschmeidiger  Zeichen,  behufs  Vereinfachung  von 
Summen-  und  Product-Formeln.  Die  139  Formeln  —  ungerech- 
net mannigfache  Theoreme  —  wagen  wir  nicht  aufzuzählen, 
zumal  man  häufig  trotz  der  hübschen  Beziehungen  sich  fragen 
möchte:  wozu  das?  —  Um  aber  wenigstens  einen  Begriff  von 
der  Abhandlung  zu  geben,  Folgendes: 

Die  Divisoren  von  »,  welche  in  der  Beihe  (a)  aj,a,, a,,.. 
enthalten  sind,  seien  a,,,  a,,,..;  a,  sei  =  aj,-+*Äii+ ••;  05  =  0?, 

4-aP, +••;  y  sei  die  Anzahl  der  a^y;  —  der  Complementarfactor 

zu  m;  0i^7,n  sei  die  Differenz  der  Summe  aller  ai^y  mit  unge- 
radem, und  der  Summe  aller  aj, ,  mit  geradem  Complementarfactor; 
vi,  2,  »die  Differenz  der  entsprechenden  Anzahlen.  Man  erhält  dann 

j; =^Vi,2,»aj".  —  Es  seien  dann  P<">  die  Zahl  der  Zu- 

l+a5*  '  ' 

sammensetzungen  von  n  aus  verschiedenen  Gliedern  der 
Beihe  (a) ;  I^'l  die  Anzahl  der  Zusammensetzungen,  welche  eine 
ungerade,  /^">  der,  welche  eine  gerade  Anzahl  von  Gliedern 
enthalten;  P|fi%  =  ^,"i~i1;i;  ähnlich  p(«),  pj«)u.  s.  w.,  wenn 
auch  gleiche  Glieder  gestattet  werden.  ^  Daraus  folgt  z.  B. 
7Z(1— a:«2)=-2?^"?i.^  ^-  ^-  ^^  ^^^  Beihe  von  Sätzen  betreffend 
die  Zerlegung  von  Zahlen;  Darstellungen  der  P,o,v..  als  Deter- 
minanten. —  Dann  werden  die  Functionen  i>F(iC*)=aj*  +  2'a5'" 

+  3^  Ä^ + •  •  und  Pf(x) = af— 2*»  x^* + 3^  a^" in  ähnlicher  Weise 

angewendet    Man  findet  z«  B. 

und  entsprechend 


No. 
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A.  Cayley.     On  the   binomial   theorem,    factorials  and 

derivations.      MeBsenger  V.  102-114.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  einen  Beweis  des  Binomialtheorems,  der 
von  den  Einwänden,  die  Euler's  Beweis  anhaften,  frei  ist  Das 
Gesetz  der  Coefficienten  wird  zuerst  durch  wiederholte  Multipli- 
cation  bewiesen,  und  daraus  dann  der  Binomialsatz  selbst  her- 
geleitet. Die  Methode  der  wiederholten  Mültiplication  wird  audi 
gebraucht,  um  ein  Product  wie  (A— o)(ä— 6)(A— c)(A— cr)(A— c), 
nach  einer  Reihe  von  Producten  (A-~o)(A— /?)(A— y)(A— ^(A— «), 

(A— a),  1  zu  entwickeln;  2  specielle  Fälle  des  Satzes  werden  be- 
zeichnet. Die  Coefficienten  in  dieser  Entwickelung  werden  durch 
ein  Verfahren  erhalten,  das  sich  in  Arbogasfs  ^Calculus  of  De- 
rivations" findet  und  welches  man  als  den  Inductionschluss  von  n  auf 
n-f  1  (ruie  of  the  last  and  last  but  one)  bezeichnen  kann.  Das  Ver- 
fahren und  sein  Zusammenhang  mit  Argobasfs  Derivationen  wird 
erklärt.  Ein  Theil  der  Arbeit  ist  der  Erläuterung  gewidmet,  wes- 
halb die  Gleichung  [m]'^+*  =  [m]'"[m— r]*,  wo  [m]''=rm(OT— l)•-•• 
(m— r+i),  nicht  in  bestimmter  Weise  zu  einer  Ausdehnung  der 
factoriellen  Bezeichnung  auf  Bruchwerthe  des  Index  dienen  kann. 

Glr.  (0.) 

Tröger.     üeber  Summirung    unendlicher   Keihen.     Fr. 

DaDzig  1870. 
Die  Arbeit  reproducirt  Stirling's  und  Euler's  Summirungs- 
methoden.  NL 

R.  Most,     üeber  die  Summirung  gesetzmässig  ausge- 
wählter Reihenglieder.      Grunert  Arch.  L.  239-240-  1869. 

N.  Jadanza.    SuUe  progressioni  a  due  e  a  tre  differenze. 

Battagliüi  G.  VK.  17-23.  1869. 

N.  Jadanza.  SuUe  progressioni.  Battagiini  G.  vii.  117-130. 1869. 

Ist  3k  die  DüOferenz  des  ***^"  und  *-J- 1*«^"  Gliedes  einer  Reihe, 
so  nennt  Jadanza  dieselbe  „eine  Beihe  mit  n  Differenzen^  wenn 
**n+i  =  ^(*4-i)"+^  (bei  beliebig  gegebenen  <y,,  *„..*«)  ist.    Löst 
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man  diese  Reihe  in  n  arithmetische  Reihen  erster  Ordnung  auf^ 
so  ergeben  sich  unmittelbar  die  in  der  ersten  und  dem  Anfange 
der  zweiten  Arbeit  hergeleiteten  Sätze.  Zu  Ende  der  zweiten 
Arbeit  werden  die  Reihen  höherer  Ordnung  behandelt,  ebenso 
wie  die  figurirten  und  die  Polygonalzahlen.  No. 

A.  Vecchio.    SuUe  proporzioni  e  progressioni.     Battagiini 

G.  Vn.  43-49.  1869. 
Der  Verfasser  untersucht,  unter  welchen  Bedingungen  man 
die  einzelnen  Glieder  einer  arithmetischen  Proportion  mit  einer 
ganzen  Zahl  durch  Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Division, 
Potenzirung,  Radicirung  und  Logarithmirung  verbinden  kann, 
und  wann  zwei  arithmetische  Proportionen  durch  die  4  ersten 
Operationen  vereinigt  werden  können.  Dasselbe  wird  f&r  ge- 
ometrische Proportionen  gemacht.  Ferner  wird  untersucht,  wann 
eine  arithmetische  Progression  eine  solche  bleibt,  nachdem  ihre 
Glieder  durch  die  sieben  genannten  Operationen  mit  einer  Zahl 
verbunden  sind,  und  wann  zwei  solche  Progressionen,  addirt, 
subtrahirt,  multiplicirt  oder  dividirt,  wieder  eine  arithmetische 
Progression  geben.  Dieselbe  Untersuchung  wird  fbr  geometrische 
Progressionen  durchgeführt  M. 
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W.  Walton.     On    an    equation  of   mixed    differences. 

Quart.  J.  X.  248-253.  1869. 
Formale  Ableitung  der  Seihen  von  Lagrange  und  Bürmann. 
Aus  der  letzteren  wird  noch  eine  Formel  gewonnen,  die  mehrere 
Belationen  zwischen  den  Binomialcoefficienten  derselben  Potenz 
liefert  *  St. 

A.  WiNCKLER.    Auszug  aus  der  Abhandlung:  „Der  Eest 
der  Taylor  sehen  Reihe".     Wien.  Ber  Lix.  533-548. 1869. 
Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  84-85. 
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J.  Thomas,      üeber    die    höheren   hypergeometrischen 
Reihen,  insbesondere  über  die  Reihe: 

Glebsch  Ann.  n.  427-444.  1870. 
Nach   einigen  einleitenden  Betrachtungen  über  die  hypcr- 
geometrischen  Functionen  h^^""  Ordnung  und  deren  Differential- 
gleichung geht  der  Verfasser  auf  die  Functionen  dritter  Ordnung 
über  und  entwickelt  Relationen  zwischen  den  letzteren. 

Wy. 

L.  ScHLÄFLi.     üeber  die  Gauss'sche  hypergeometrische 

Reihe.      Clebech  Ann.  III.  286-295.  1870. 
Ableitung  der  Fundamentalrelationen  aus  dem  Integral 

J.  Thomas.    Die  Recursionsformel 

(B+.ili.)y(fi)  +  (F-J'fi)<)p(n+0  +  (fi"+ii"«)v(n  +  2)  =  0. 
Sehlomilch  Z.  XIV.  849-367.  1869. 

Die  Differenzengleichung  wird  einmal  integrirt,  wodurch  das 
wichtige  Resultat  hervorgeht,  dass  die  Lösungen  durch  Integrale 
ausdrttckbar  sind,  die  zur  Darstellung  der  hypergeometrischen 
Reihe  benutzt  zu  werden  pflegen.  Wy. 

J.  Thomae.    Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Heine'- 
sche  Reihe 

darsteUbaren  Functionen.     Borchardt  J.  LXX.  268-281.  1869. 

Wy. 

F.  Ukferdingkr.    Die  verschiedenen  Darstellungen  des 
Products 

als  Summe  von  vier  Quadraten.    Wien.  Ber.  LIX.  455-461 

1869. 
Ein  Froduct  yon  n  Factoren,  von  welchen  jeder  die  Summe 
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von  vier  Quadraten  ist,  kann  im  Allgemeinen  auf  48"""*  ver- 
schiedene Arten  in  eine  Summe  von  vier  Quadraten  transformirt 
werden. 

Das  ist  das  durch  rein  algebraische  (nicht  zahlentheoretische) 
Betrachtungen  geförderte  Besultat. 

Zu  dem  Fermafschen  Satze,  dass  jede  ganze  Zahl  als  Summe 
von  vier  Quadraten  dargestellt  werden  kann  (die  Null  als  ganze 
Zahl  eingerechnet),  fehlt  mithin  der  Beweis,  dass  jede  Primzahl 
einer  solchen  Znsammensetzung  fähig  ist. 

Literatur  fbr  den  letzteren: 
Fermat:  in  den  Anmerkungen  zu  Bachet's  Ausgabe  des  Diophan- 

tus  (Toulouse,  1670), 
Euler:  Nov.  Comm.  Petrop.  T.  V., 
Lagrange:  M6m.  de  Berlin  1770, 
Euler:  Act  Petrop.  T.  L  1777, 
Jacobi:  Fundamenta  nova  theoriae  funct.  ellipt.,  §.  40. 
Le  Besgue:  Exercices  d'analyse  numörique.    Paris  1859  p.  104. 

Wy. 

F.  ÜNFERDiNGER,     üebor   das  Dirichlet'sche  Paradoxon 
bei  unendlichen  Reihen.    Wien.  Ber.  LX.  591-604.  1869. 

Im  Wesentlichen  eine  Fortsetzung  der  Arbeit,  über  welche 
im  vorigen  Jahrgang  p.  90  berichtet  ist,  indem  die  Resultate 
derselben  combxnirt  werden.  Wy. 

0.  ScHLöMiLCH.     Ueber    das    Dirichlet'sche    Paradoxon 
bei  unendlichen  Reihen.     Schiömiich  z.  xv.  134  1870. 

Bericht  llber  die  letztgenannte  Arbeit  Unferdinger's  unter 
Hinweis  auf  die  folgende.  Wy. 

0.  ScHLÖMiLCH.    üeber  die  harmonische  Reihe.    Schiömiich 

Z.  XIV.   250-253.   1869. 
In  diesem  Aufsatze  wird  mit  Hülfe  der  Identität 

folgender  Satz  bewiesen: 
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„Wenn  man  aus  der  Reihe 

eine  neue  bildet,  in  welcher  immer  p  positive  und  q  negative 
Glieder  auf  einander  folgen,  so  ist  der  Unterschied  zwischen 
beiden  Reihen  gleich  dem  Grenzwerth  von 

fttr  ein  unendlich  grosses  n".  Wy. 

A.  Enneper.     Relationen  zwischen  einigen   unendlichen 

Reihen.      Schlömilch  Z.  XV.  47-55.  1870. 
Eine  grössere  Anzahl  von  Relationen,  die  aus  den  Gleichungen 

ganz    I    ^-^anz  n=flo  (  ) 

n  '  J_ =  n    T    l  c-(2'»-l-«)a7r    I    g-0i-l+*)a7t  } 

0anz gr^anx  i»=»   i 


«=« 


durch  Substitution  verschiedener  Werthe  und  durch  Integration 
hervorgehen.  Wy. 

Ch.  Lindmann.     De   seriehus   quihusdam    annotationes. 

GninertArch.L.  219-222.  1869.  Wy. 

B.  Imchenietzky.    Sur  les  fonctions  de  J.  BemouUi  et 
Texpression  de  la  diff^rence  entre  Tint^grale  aux  dif 
f^rences  finies  et  Tint^grale  ordinaire  dont  les  limites 

SOnt  les  mSmes.      M6m.  de  Kasan.  1870. 
Der  Verfasser  giebt  einen  elementaren  Beweis  der  bekannten 
Euler'schen  Beihe,  indem  er  den  Best  durch  ein  bestimmtes  In- 
tegral ausdrückt     Es  folgen  einige  Entwickelungen  über  die 
Summen  ganzer  Functionen.  Ke.  (0.) 

J.  Chiö.     Nota  suUa   formola  sommatoria   applicata  al 

Calcolo   di  8  —  =^1  +— +  . . .  + Atti  di  Tormo  V.  1870. 

X  2  X 

Naeh  Ableitung  des  Ausdrucks  von  S —  aus  der  Summen« 
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formel  von  Malmstön  (Grelle  J.  XXXY.  1847)  zeigt  der  Ver- 
fasser,  dass  diese  Beihe  divergent  ist,   dass   sie  aber  nichts 

1 
destoweniger   zur   Berechnung   der  Summe  S —  dienen  kann, 

wenn  man  nicht  eine  sehr  grosse  Näherung  haben  i^ilL  Nach- 
dem darauf  die  Grenze  des  kleinsten  Fehlers  bestimmt  ist,  den 

man  begeht,  wenn  man  die  Beihe  zur  Berechnung  von  S —  be- 

X 

nutzt,  wird  die  Anzahl  der  Glieder  bestimmt,  welche  man  neh- 
men  muBS,   um  die  verlangte   Summe   bis   auf  einen   Fehler, 

kleiner  als  —  zu  berechnen,  eine  Zahl,  die  um  so  kleiner  ist, 

je  grösser  x  ist.  Es  wird  bemerkt,  dass  die  Formel  für  die 
Anwendung  nur  bequem  ist,  wenn  x  sehr  gross  ist,  in  welchem 

^ 

Falle  die  3  ersten  Glieder  schon  einen  Näherungswerth  von  S — 

1  "^ 

bis  auf  einen  Fehler  von  -j^r-^  geben.    Der  Verfasser  schliesst 

seine  kurze  Note  mit  der  Bemerkung,  dass  einige  Fragen,  die 
den  von  ihm  aufgestellten  analog  sind,  1860  von  Henri  Limbourg 
behandelt  sind  in  der  Note:  „Sur  un  point  de  la  thöorie  de  la  formule 
de  Stirling"  (T.  XXX.  des  M6m.  des  savants  ötrangers  de  VAca- 
dömie  Belgique.).  Während  er  jedoch  eine  elementare  Methode 
angewandt  hat,  hat  der  Belgische  Mathematiker  seine  Betrach- 
timgen  auf  bestimmte  Integrale  gegründet.  Jg.  (0.) 

E.  Heine.    Aus  brieflichen  Mittheilungen.    ClebAch  Ann.  iL 

187-191.  1870. 
Die  erste  Mittheilung  betrifft  die  Entwickelung  von  cos  nq> 
ftr  ein  ganzes  positives  n  nach  Potenzen  von  cos  q^.  Dieselbe 
geschieht  durch  Entwickelung  der  Identität:  log  (1— a6^)-f 
log  (1— ar-*»')=log(l— 2ä  cos  g?  +  «')«  Der  Coefficient  von 
— a"  links  ist  gleich  2  cos  n%  und  rechts  erhält  man  dafür  die 
verlangte  Beihe.  *    Ni. 

E.  Heh^e.    Ueber  trigonometrische  Reihen.     Borchardt  J. 

LXXI  353*366.  1870. 
Siehe  Abschn.  VII.,  Gap.  1« 


Digitized  by  VjOOQIC 


Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integral-Rechnung, 

Capitel  L 
Allgemeines.     (Lehrbücher  etc.) 

Stern.     J.  Bertrand:  Trait6  de  calcul  difförentiel  et  de 
calcul  integral.     Calcul  integral.     Integrales   d^finies 

et  ind^finies.      Paris  1870.    Gott.  Anz.  1870.   1663-1676. 

Diese  Kritik  des  zweiten  Theiles  des  Bertrand'schen  Werkes 
spricht  zuerst  über  die  Ungleichheit  in  der  Behandlung  der  Ge- 
genstände und  rü^t  die  mangelhafte  Anflihrung  der  Quellen. 
Hierauf  folgt  eine  Angabe  des  Inhalts  nach  seinen  Hauptzügen 
mit  eingestreuten  kritisirenden  Bemerkungen  (siehe  die  franzö- 
sische Literatur).  M. 

Fb.  W.  Barfuss.     Lehrbuch    der   Differentialrechnung. 

Zweite  unveränderte  Ausgabe.    Berlin  1869. 
Die  erste  Auflage  dieses  zweiten  Theils  des  Lehrbuchs  der 
„mathematischen  Analysis''  erschien  bereits  im  Jahre  1854,  und 
ist  in  der  neuen  Auflage  nichts  geändert.  M. 

A.  V.  Tegetthopf.    Compendium  der  Differential-  und 
Integralrechnung.     Triest  1869. 

Das  Buch  ist  für  die  Bedürfnisse  der  österreichischen  Ha- 
nne-Akademie berechnet,  und  enthält  als  Einleitung  die  alge- 
braische Analysis,  dann  die  Elemente  der  höheren  Analysis. 
Das  Werk  ist  lediglich  als  Schulbuch  zu  betrachten;  einigen  Be- 
weisen z.  B.  dem  der  Taylor'schen  Reihe  wäre  doch  etwas  mehr 
Schärfe  zu  wünschen.  Ni. 
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S.  Spitz.    Erster  Cursus  der  Differential-  und  Integral- 

Eechnung.     Lief.  I    Leipzig,  Winter  1870. 

Das  Referat  erfolgt  nach  yollständigem  Erscheinen. 

Red. 

Pmce.      Treatise     on     infinitesimal    calculus      2.  editioD. 

London,  Macmilian.  1869. 

Björling.  Elementerna  af  algebraisken  Analysen  och 
Differentialkalkylen.     UpsaiA.  1868. 

Kritik  siehe  Grunert  Arch.  L.  Lit  CLXXXXIX.  2-4.  <869. 

Maniliüs.  Note  sur  Tinterpr^tation  de  la  conception 
infinitesimale   de  Poisson.     Rapport  par  £.  Catalan. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXVII.  9-11.  1869. 

Herr  Hanilius  hatte  der  Belgischen  Akademie  eine  Note 
zugehen  lassen,  die  eine  Yertheidigung  der  Poisson'scheD  Defi- 
nition des  unendlich  Kleinen  (siehe  Mäcanique,  2.  6d.  p.  11)  ent- 
hielt. Herr  Catalan  erwähnt  in  seinem  Bericht  über  diese  Note 
die  verschiedenen  Definitionen,  die  im  Laufe  der  Zeit  aufgestellt 
sind,  und  macht  zum  Schluss  auf  die  nach  Herrn  Catalan's  An- 
sicht unberechtigte  Unterscheidung  von  Grössen  aufmerksam,  die 
Herr  Maniliüs  in  seinem  Werke  ,,M£thode  infinitesimale,  sans 
mötaphysique  et  indöpendante  de  la  möthode  des  limites''  auf- 
gestellt hatte.  0. 

A.  DE  Morgan  (the  late).  On  the  root  of  any  fünction 
and  on  neutral  series.  No.  IL  Trans,  of  Cambridge  xi.  (IL) 
239-266.  1869. 

Der  erste  Theil  der  Arbeit  brachte  folgendes  Resultat:  „Sind 
P  und  Q  Funktionen  von  x  und  y,  welche  beide  kein  Maximum 
und  Minimum  zulassen,  und  nur  in  vereinzelten  Punkten  nicht 
gestatten,  dx  und  dy  als  Functionen  erster  Ordnung  von  dP 
und  dQ  auszudrücken:  so  kann  man  P=^a,  Q=^b  durch  reelle, 
endliche  oder  unendliche  Werthe  von  x  und  y  auflösen;  und  P 
und  0  sind  solche  Functionen,  wenn  qp(aj+y)/^)  =  P+0)/~r'. 

Der  zweite  Theil  der  Arbeit  bezieht  sich  auf  neutrale  Reihea 
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und  ist  eine  Fortsetzung  der  früheren  Untersuchungen.     Eine 
kurze  Uebersicht  über  denselben  zu  geben,  scheint  unmöglich. 

Cly.  (M.) 

A.  S.  Gt3LDBERG.     Om  Dannelscn   af  nye  Algorithmer  i 

Infinitesimalregningen.  Forh.afChri8tiania.  Christiania  1869.  165. 

In  der  Differentialrechnung  bestimmt  man  den  unendlich 
kleinen  Zuwachs  einer  Function,  während  die  unabhängige  Va- 
riable sich  unendlich  wenig  ändert.  Aber  man  kann  die  unab- 
hängige Variable  noch  auf  andere  Art  yariiren  lassen.  Man 
kann  dieselbe  mit  einem  Factor  multipliciren,  der  der  Einheit  un- 
endlich nahe  kommt,  und  dann  den  zugehörigen  Factor  der 
Function  suchen.  Aus  diesem  Princip  entsteht  die  „Quotienten- 
rechnung" (caicul  des  quotiens)  und  als  Umkehrung  derselben 
die  „Productenrechnung"  (caicul  des  produits).  Der  Verfasser 
giebt  Air  beide  Bechnungsarten  einige  Entwickelungen  nebst 
Anwendungen.  Hn.  (Wn.) 

Camillo  Tychsen.  Grundprinciperne  for  Differentiation 
af  Funktioner  med  een  og  to  uafhaengige  Variable. 
Til  Brug  ved  Selvundervisning.     Kjöbenhavn  1870. 

Ein  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung,  das 
vorzugsweise  zum  Selbstunterricht  bestimmt  ist;  es  enthält  eine 
grosse  Menge  von  Problemen  und  Beispielen.       Hn.  (Wn.) 


Capitel  2. 

Differentialrechnung  (Differentiale,  Functionen 
von  Differentialen,  Maxima  und  Minima). 

E.  B.  Christoffel.     Ueber  die  Transformation  der  ho- 
mogenen Differentialausdrücke    2*''"   Grades.     Borchardt 

J.  LXX.  46-70.   1870. 
Ein  jeder  Differentialausdruck  von  der  Form  JSüdXi-dxk  als 
eine  homogene  ganze  Function  2'^"  Grades  der  Differentiale 
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d»^*dx^"^dxn  betrachtet  werden  kann,  so  entspricht  die  Ein* 
f&hning  nener  Variablen  x\,x'^,"*a^^  der  algebraiaohen  Anfgabe 
der  linearen  Transformation  eines  solchen  Ausdruckes.  Der  Ver- 
fiisser  beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  unter  welchen  Bedingungen 
und  durch  welche  Substitution  ein  derartiger  gegebener  Ausdruck 
in  einen  andern  ebenfalls  gegebenen  verwandelt  werden  kann. 
Die  Auflösung  ist  complicirter  als  das  analoge  algebraische  Pro- 
blem, da  diefhr  d^^jdx^^'-'dx^  zu  setzenden  Ausdrücke  den  Inte* 
grabilit&tsbedingungen  zu  genügen  haben.  Die  hier  gegebene 
Lösung  hat  den  Zweck,  ein  auf  die  Abwickelung  der  Flächen 
bezügliches  Problem  auf  ein  Gebiet  von  n  Dimensionen  zu  ver- 
allgemeinern. Ni. 

E,  B,  Christopfel.    Ueber  ein  die  Transformation  homo- 
gener Differential-Ausdrucke  2**"  Grades  betreffendes 

Theorem,     Borchardt  J.  LXX.  241-245.  1869. 

Die  Notiz  betrifft  die  Aufklärung  eines  Punktes  in  der  eben 
besprochenen  Arbeit. 

Die  Lösung  des  Problems  hing  von  der  Aufstellung  von  n 
absoluten  Invarianten  und  eben  so  viel  zugehörigen  Formen  ab. 
Der  Verfasser  bemerkt  und  beweist  hier,  dass  die  erste  Bedin- 
gung schon  ausreichend  sei,  Ni. 

R.  LiPscHiTz.     Untersuchungen   in   Betreff  der  ganzen 
homogenen  Functionen  von  n  Variablen.    Borchardt  J. 

L2X  71-102.  1869.  LXXTL  1-56.  1870. 

Die  Arbeit  stimmt  in  Zweck  und  Umfang  mit  den  beiden 
vorhergehenden  ttberein.  Die  Behandlung  ist  eine  wesentlich 
verschiedene.  Der  Verfasser  fährt  die  Aufgabe  auf  Probleme 
der  Variationsrechnung  zurück.  Besondere  Aufmerksamkeit  ist 
dem  Falle  geschenkt,  wo  eine  gegebene  homogene  Function 
der  Differentiale  2'^''  Grades  sich  in  eine  ähnliehe  mit  constanten 
Goef&cienten  verwandeln  lässt,  eine  Aufgabe,  die  mit  der  der 
Bestimmung  derjenigen  Merkmale  übereinstimmt,  welche  nach 
Biemann's  hinterlassener  Schrift,  „Ueber  die  Hypothesen,  welche 
der  Geometrie  zu  Grunde    liegen,"    den  Baum  im  Gegensatze 

rortichr.  d.  Math.  U.  1.  9 
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ZU  anderen  mehrfach  ausgedehnten  Mannichfaltigkeiten  kenn- 
zeichnen, deren  AusfUhrung  von  Biemann  aber  nicht  gegeben  üt 

Ni 

R.  LipsoHiTZ.    Entwickelung  einiger  Eigenschaften   der 
quadratischen  Formen  von  n  Di£Ferentialen.     Borchardt 

J.  LXXL  274-287.  288-295.  1870. 
In  der  ersten  Abhandlung  werden  invariante  Orössenver- 
binduDgen  der  Form  f(dx)  und  des  Systems  von  Gleichungen 
jfas=const  abgeleitet,  wenn 

J  ab 

eine  quadratische  Form  der  Differentiale  dxa  bedeutet,  deren 
Coefficienten  in  irgend  einer  Weise  von  den  Xa  abhängen^  und 
f/a  beliebige  von  einander  unabhängige  Functionen  dar  Variabein 
Xa  sind.  —  In  der  zweiten  Abhandlung  wird  der  innere  Zu- 
sammenhang zwischen  dem  Verfahren,  durch  welches  man  zu 
jenen  gelangt,  und  der  quadrilinearen  Form  ^  aufgedeckt, 
welche  in  demselben  J.  LXX.  83  definirt  ist  und  eine  Covariante 
von  f(jdx^  darstellt.  Wy. 

A.  Genocchi.     Intomo  ad  un  teorema  di  cakolo  di£Fe<- 

renziale.     Atti  di  Torino.  IV.  1869. 

Das  Theorem,  um  das  es  sich  handelt,  drückt  der  Verfasser 
folgendermassen  aus:  „Es  sei  y(a;, «)  eine  Funktion  zweier  un- 
abhängiger Variablen  x  und  a;  setzt  man  voraus,  dass  Ar  die 
Werthe  von  x  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalles  und  für 
die  Werthe  von  a  in  d^  Nähe  eines  specieliisn  Weiihes  a=a^ 
die  partielle  Derivirte  der  Funktion  naeh  x  bestimmt  und  endr 
lieh  bleibe;  setzt  man  femer  voraus,  dass  für  ait^a^  ^^^^  Funk- 
tion eine  Grenze  yf(xi)  habe  und  dass  auch  diese  Funktion  V;(x) 
in  dem  Intervalle  eine  endliche  und  bestimmte  Derivirte  tp'(x) 
habe,  so  wird  die  partielle  Derivirte  9>Jr(x,  a)  für  assa^  die  De- 
virte  yj'(x)  zur  Grenze  haben''.  Dies  Theorem  ist  bereits  au^ 
gesprochen  von  Blanchet  (J.  de  Liouville  VI.  1841),  Duhamel 
(Elements  de  oalcul  infinitesimal,  1856)^  Bertrand  (Traitö  de  oat 
euldiff.  1864)  und  Serret  (Gours  de  calcul  difil  et  int^.  1868). 
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Abs  den  dortigen  Beweisen,  welche  aus  der  bekannten  Re- 

^''''  fCx+K)^fiix)=:hr(,x+dh) 

hergeleitet  sind,  begreift  man  weder,  wie  die  Bedingungen  er- 
füllt sind,  die  für  die  Existenz  dieser  Relation  nöthig,  noch  wie 
die  Betrachtungen  angewandt  werden  können,  die  zum  Beweise 
angestellt  sind.  Der  Verfasser  nimmt  sich  deshalb  vor,  einen 
von  den  früheren  verschiedenen  Beweis  dieses  Theorems  zu 
liefern,    was    ihm   auch   mit  genügender  Einfachheit   gelingt. 

Ausserdem  beweist  der  Verfasser,   dass  „die  Grenze  von  —^ 

gleich  ^  ist".  Jg.  (0.) 

R  GöTTiNG.  Diflferentiation  des  Ausdrucks  a?*,  wenn  x 
eine  Function  irgend  einer  unabhSngig  Veränderlichen 

bedeutet.      OUbsck  Ann.  m.  376-285.  1870. 

Der  Verfasser  gelangt  zu  dem  Besultat: 
*W_  ^h(k-iy'"ik  +  k  +  i--n)  /dW^  /d'x\X, 
ar*    ""-^      1-2.3  ..Ä,.1-2...V...      \  x  J    ^"i"/  "*' 
wo  die  Summe  so  zu  nehmen  ist,  dass  ftir  jeden  Werth  von 
A=0, 1,2, ...•«— 1  alle  zugehörigen  Äj,A„....  zu  nehmen  sind, 
welche  die  Gleichungen  ^+^1  +  ^+  ••  =*,  und  ^1  +  2*^^+3*5  •— 

1         cl^tC 

=»  erfeUlen,  und  wo  rf"ir=r-s t-;:  zu  setzen  ist.      Ni. 

'  l*2**-n  dy* 

F.  ÜNPERDiNGER.  Die  allgemeinen  Differentialquotienten 
der  Funktionen  e'**cos(a+/9a?),  6'*'sin(a+/9aj),  a?"cos 
[b  log  (a + ßx)] ,  aj*  sin  [b  log  {a  +  ßxj]  etc.  Wien.  Ber. 
LX.  605-630.  1869. 

Das  Princif),  welches  der  Verfasser  zur  Darstellung  neuer 
Differentialquotienten  anwendet,  besteht  in  Folgendem: 

Es  sei  X  eine  Punktion  von  x  mit  dem  Parameter  c,  deren 
ff*""'  Differentialquotient  nach  (t,  XC»)  bekannt  ist;  setzt  man  nun 
c:=:a'\-bi  und  bringt  X  auf  die  Form  Y+Zi^  wo  Fund  Z  reell 
sind,  dann  wird  ^'*):=r")  +  «Z^");  und  man  erhält  aJso  durdi 
die  Trennung  des  Beeilen  wd  Imaginären  in  X")  den  n^*"  Diffe^ 

9» 
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rentialquotienten  der  neuen  Funktionen  Y  und  Z.  So  werden 
aus  D»e^*=  c'^e'"''  die  Ausdrücke  D^Ce*»^  cos  bx)  und  D^(^ef^  sin  bx) 
und  durch  die  Substitution  x=p-\'qz^aq=^m^bp  =  aybq  =  ß  die 
Ausdrücke:  D-fe'"' cos  (a  + /?a;)J  und  D"[c'"*  sin  (a  + /Sa?)]  ohne 
Schwierigkeit  entwickelt.  Die  Gleichung  D»a;'"  =  in(m-— !)••• 
(m—n+ !>"»-"  liefert  ferner  für  m=a+W  die  Werthe  der  Diffe- 
rentialquotienten D^lx^  cos  (6  log  a?)]  und  D*[aj"  sin  (6  log  aj)J,  in- 

dem  das  Product  11  (a— -r+fc»)  durch  die  Substitution  a--r= 

prCos^r,  6=prBini*r  auf  die  Normalform: 

^,ft...p.^i[cos(*,  +  ^,  +  ...+*«.0+tsin(t^,  +  ^.  +  ...  +  ^«.i)] 
gebracht  wird. 

Die  Anwendung  der  Leibniz'schen  Formel  für  die  Differen- 
tiation der  Producte  auf  die  Funktion  a:«(a+a:)^  und  nachherige 
Einführung  von  ßx  statt  x  flihrt  auf  die  Formeln  ftlr 

D^lx""  cos  (6  log  (a  +.ßx))]  und  D»[aj«  sin  (6  log  (a  +  /*»))]. 
Unter  den  folgenden  Formeln  heben  wir  den  allgemeinen  Aus- 
druck  für  D"logF(a;)   hervor,   wo  F(x)   eine   ganze  Funktion 
m*^**  örades  ist.    Mit  Hülfe  der  Gleichung 

und  der  Waring'schen  Formel  zur  Darstellung  der  Potenzsummen 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  ihre  CoefBcienten  wird  ge- 
funden : 

D«  log  F(^x)  = 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  ganzen  positiven  Werthe  ein- 
schliesslich Null    von    «i,«t9***^m  bezieht,    die   der   Gleichung 

«i  +  2«,+  3«,H \^msm=:n  genügen. 

In  einer  der  Abhandlung  beigeftlgten  Note  •  wird  ein  neuer 
Beweis  ftlr  die  Waring'sche  Formel  mitgetheilt,  der  darauf  be- 
ruht, den  Ausdruck  ^' log  (1— ata;),  wo  «,,«„•••«„  die  Wurzeln 

einer  Gleichung  n*''"  Grades  bedeuten,  auf  zwiefache  Art  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  zu  entwickeln,  so  dass  die  Goeffi- 
cienten  in  der  einen  Entwickelung  die  verschiedenen  Potenz- 
summen der  Wurzeln  bis  auf  Zahlenfaetoren  darstellen,  in  der 
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andern  ans  den  CoefScienten  der  Gleichung  zusammeDgesetzt 
sind.  Für  die  Lösung  des  umgekehrten  Problems,  die  Coeffi- 
cienten  einer  Gleichung  durch  die  Potenzsummen  ihrer  Wurzeln 
darzustellen,  mrd  die  nämliche  Methode  der  doppelten  Entwicke- 

^log(l-a*Ä) 

Jung  auf  den  Ausdruck  e*  angewandt. 

Ref.  muss  bemerken,  dass  für  das  letztere  Problem  H.  Ero- 
necker  in  einer  vor  Jahren  an  der  Berliner  Universität  gehalte- 
nen Vorlesung  über  algebraische  Gleichuugen  dieselbe  Lösung 
gegeben  hat,  während  er  sich  zur  Darstellung  der  Waring'schen 

Formel  des  Ausdruckes  j-  2!  log  C*  — «*«)  als  erzeugender  Punk- 
tion bediente.  "  Hr. 

William  Walton.    On  a  theorem  on  maxima  and  mi- 
nima.     Quart.  J.  X.  253-262.  1869. 

A.  Cayley.     Addition  to  Walton's  theorem.     Quart.  J.  x. 

262-263.  1869. 

Bedeutet  f(x)  eine  ganze  Function  von  x  mit  reellen  Coeffi- 
cienten  und  erhält  man 

/^(^)  =  P+i(?, 
wenn  man  x  =  U'}'it>  setzt,  so  gilt  der  Satz: 

Auf  der  Fläche  to=P,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Goor- 
dinatensystem  Uje.u),  besehreibe  man  eine  Bahn,  deren  Pro- 
jection  auf  die  Ebene  der  u,r  die  Gurve  Q=0  ist.  Dann  ist 
die  Höhe  der  Bahn  ein  Maximum  oder  Minimum  ftir  solche 
Punkte  der  Projection  0=0,  und  nur  fär  solche,  für  welche 
diese  Gurve  einen  vielfachen  Punkt  gerader  Ordnung  besitzt. 

Der  Satz  wird  durch  eine  lange  Analysis  bewiesen. 

Herr  Gayley  macht  hierzu  folgende  Bemerkung: 

Die  Fläche  i»=P  besitzt  keine  Punkte,  fttr  welche  a>  ein 
eigentliches  Maximum  oder  Minimum  ist,  die  Fläche  hat  keine 
höchsten  oder  tiefsten  Punkte^  sondern  nur  Pässe,  d.  h.  Punkte 
in  denen  die  Tangentenebene  horizontal  ist^  während  die  Fläche 
einen  Sattel  bildet.  Die  betrachtete  Bahn,  f&r  die  0=0,  hat 
dann  zwei  Zweige  durch  diesen  Punkt,  von  denen  der  eine  nach 


Digitized  by  VjOOQIC 


184  ^^'  Abschnitt    Differential-  und  Integral-Rechnung. 

beiden  Seiten  steigt^   während  der  andere  nach  beiden  Seiten 
fällt    Beide  schneiden  sich  rechtwinklig. 

Hierftlr  wird  ein  sehr  einfacher  Beweis  geliefert,  aasgehend 
von  den  fundamentalen  Gleichungen 

dP__dQ    dO_dP 

dy'^      dx'  dy      dx'  He. 

R.  W.  G.    On  geometrical  methods  in  maxima  and  mi- 
nima.    Messenger  V.  122-124/ 1870. 

5  Probleme  werden  durch  Infinitesimalrechnung  gelöst,  näm- 
Uch  1)  PA+PB+PC  und  2)  PA'+PB'+PC  m  einem  Mimmum 
zu  machen  (P  variabel),  3)  das  einer  Ellipse  eingeschriebene 
grösste  Dreieck,  4)  das  einer  Ellipse  umschriebene  kleinste 
Dreieck  und  5)  die  kürzeste  Tangente  zwischen  den  Axen 
zu  finden.  Glr.  (0). 

G.  B.  Maesano.  Sulla  legge  delle  derivate  generali  delle 
funzioni  di  fdnzioni  di  piü  variabili  indipendenti,  e 
sulla  teoria  delle  forme  di  partizione  dei  numeri  interi. 
Qenova  1870.  Jg. 


Capitel  3. 
Integralrechnung. 

A.  Andreieffsky.    Sur  Tint^gration  des  expressions  diflE^ 
rentielles  homogenes  avec  quelques  applications.    War- 

scbaa  1869. 
Die  Differentialausdräcke,  welche  in  der  vorliegenden  Arbeit 
behandelt  werden,  sind  ganze  homogene  Functionen  in  Bezug 
auf  die  Differentiale  der  unabhängigen  Variabein.  Sie  sind  be- 
reits von  H.  Baabe  in  seiner  Differentialrechnung  bebandelt 
Nach  Ableitung  der  Resultate  des  H.  JGUuibe  fügt  H.  Andröiefisky 
einige  specielle  Entwickelungen  hinzu  und  giebt  Anwendungen 
derselben  auf  die  Bestimmung  der  Form  gewisser  unbestimmter 
Integrale.  Ke.  (0.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


Gapitel  3.    IntegralrechDUDg.  ]35 

A.  Genocchl    Dimostrazione  di  una   formola  di  Leib- 
niz  e  Lagrange  e  di  altre  formole  affini.   Atti  di  ToriDo. 

rv.  1869. 

Di^  betreffende  Abhandlung  selbst  ist  in  den  Publikationen 
der  Akademie  noch  nicht  erschienen.  Der  Inhalt  wird  durch  fol- 
gende Stelle  der  Note  oharakterisirt: 

Die  bekannte  Reihe  flir  die  successive  Integration  eines 
Produktes  wird  bewiesen,  indem  von  der  Formel 

/f(k)(i^''=^i;^  (««-*)!  =1-2.3 (m--l) 

Gebrauch  gemacht  wird,  welche  die  Möglichkeit  giebt,  die  Gon« 
vergenz  der  Reibe  zu  beurtbeilen  und  einen  Restausdruck  zu 
bilden.  Durch  Ausdehnung  dieser  Formel  auf  gebrochene  (po- 
sitive) Werthe  von  m  wird  der  Beweis  auf  Integrale  mit  ge- 
brochenem Index  ausgedehnt.  In  derselben  Abhandlung  werden 
einige  andere  Formeln  bewiesen,  von  welchen  der  Verfasser 
glaubt,  dass  sie  noch  nicht  bekannt  sind.    Es  sind  die  folgenden: 

wo  p,qjU  3  Funktionen  von  x  anzeigen  und  [m]«  allgemein  den 
CoefGcienten  von  x"  in  der  Entwickelnng  von  (1 4*^)'"  bedeutet 

Jg.  (0.) 
O.   ScHLÖMiLCH.     Ueber    die    mehrfache    Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen,  nach  einer  brieflichen  Mit- 
theilung von  P.  H.  Schonte.    Schlömilch  Z.  XV.  207-208.  1870. 
0.  Werner  giebt  im  18*^"  Theile  des  6runert*schen  Arehives 
für  den  Werth  des  Ausdruckes: 

d"   /** 

folgende  Formel:  ** 

J         dr*  dr^ 


-\ 


dr^  dr"" 
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Diese  Formel,  welche  auch  in  das  Exposö  de  la  thtorie  des 
integrales  döfinies  von  H.  Bierens  de  Haan  und  in  Schldmilch's  Com- 
pendium  aufgenommen  ist,  entbehrt  jedoch,  wie  der  Verfasser 
dieser  Notiz  nachweist ,  der  Eichtigkeit;  es  ist  nämlich  z.  B.  Air 
den  Fall^  wo  »=2  ist,  noch  hinzuzufügen: 

_  df{b,r)  (db\\  df(a,f)  fda\' 
db     ^drJ  ^     da     ^drJ ' 
Für  höhere  Differentialquotienten  wird  die  Entwickelung  sogar 
ziemlich  complicirt. 

Die  Wemer'sche  Formel  ist,  wie  der  Verfasser  nachweist, 
durch  Verwechselung  der  partiellen  Differentialquotienten: 

di^  0  äß^  ^.j  ^^^  ^^^^^^  är(p,j2  dJM  e^tetanden. 
dr    ^       dr  dr    ^      dr 

NL 

F.  ÜNFERDiNGKR.    Transformation  und  Bestimmung  des 
dreifachen  Integrals 

Wien.  Ber.  LXI.  105-119.  1870. 

F.  ÜNFERDiNGBR.    Transformation  und  Bestimmung  des 
dreifachen  Integrals 

Wien.  Ber.  LXI.  417-440.  1870. 

Beide  nach  Aufgabe  und  Behandlungsweise  im  engsten  Zu- 
sammenhange stehenden  Arbeiten  beschäftigen  sich  mit  der  Be- 
duction  der  in  den  Titeln  genannten  dreifachen  Integrale  auf 
ein  Doppelintegral,  wenn  der  Integrationsraum  in  ihnen  von  zwei 
concentrischen  Ellipsoiden,  resp.  ein-  oder  zweischaligen  Hyper- 
boloiden^ von  zwei  parallelen  Ebenen  und  Ton  zwei  sich  schnei- 
denden Ebenen  begrenzt  wird,  deren  Durchschnittslinie  der  su 
der  Sichtung  der  parallelen  Grenzebenen  in  Beziehung  auf  die 
Flächen  zweiten  Grades  coiyugirte  Durchmesser  ist,  wobei  die 
parallelen  Grenzebenen  so  gewählt  sind,  dass  sie  elliptische 
Schnitte  geben. 
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Efl  wird  in  beiden  Fällen  beziehenüioh  von  den  einfacheren 
Integralen 

(1)  u^JJJ^Fix'^y'-\-%\  ax  +  ßy  +  r^)dxdydi 

(2)  u^jyyF(x'-^y'--z\€tx  +  ßy  +  r^)dxdy(h 
i^nsgegaogen  und  fbr  das  erstere  durch  die  Gleichungen: 

\         Q  9 

Ha)     y=^+^=^Uo8^+?^Bin^j,(e=y«'+^ 

fllr  das  letztere  dnrch  die  Gleichungen: 
/        ap  ,  rsinö*ya*—p' 

\      p  e 

(2a)     y=--^~^^{rco8^+^Bin4(e=y«'-/?^-y') 

s=-?:f- 


ein  neues  Coordinatensystem  eingeftthrt,  dessen  Elemente  p,  9,  r 
sind.  Man  erkennt  leicht,  dass  dies  letztere  System  von  Glei- 
chungen aus  dem  ersteren  erhalten  wird,  wenn  man  fbr  y,  »lA 
y,  r  resp.  yi,  »t,  — /Ä,  — y**P  einsetzt.  Da  diese  Substitutionen  hin- 
reichen^ um  fast  alle  Resultate  dar  zweiten  Arbeit  aus  den  ent- 
sprechenden der  ersten  abzuleiten,  so  beschränken  wir  uns  hier 
darauf,  den  Entwickelungen  der  ersten  zu  folgen. 
Aus  (la)  folgen  die  Gleichungen: 

^+ßy  +  Y*'=PQ     /g(gy-/fa)  +  y  (ga-ya?)  _     ^ 

a?'+y'+»'=p'+r''  P(yy-/?»)  ^  ' 

Die  Substitutionsdeterminaute  von   (la)  ergiebt  sich  =r,'  und 
somit  geht  das  Integral  (1)  ttber  in 

fffp  (p*-f  r«,  ep)  dprdr^  d&, 

welches  sieh  nach  der  Ausfllhrung  der  Integration  nach  &  in 
ein  Doppelintegral  verwandelt    Srstreefct  man  nun  die  Integra- 
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tionen  anf  alle  Werthe  von  p,  r,  &j  welehe  die  Bediogmigen  er- 

fUIen: 

*'<pHr*<i;  ±9,<.p<9r>  &,<&<&,, 
80  erhält  man  dadurch  das  Integral  (1)  ttber  einen  Baom  ana- 
gedehnt, welcher  von  den  beiden  concentrisohen  Engelfl&chen: 

von  den  beiden  parallelen  Ebenen 

^+ßy+r^=9iej  ci^+ßa+r*^±9of 

und  von  den  beiden  auf  diese  senkrechten  und  durch  den  Mittel- 
punkt der  Eugelflächen  gehenden  Ebenen 

begrenzt  ist. 

Setzt  man  in  dem  Integrale  (1)  — ,  -^,  —  statt  a?,  y, »  und 
aa^bßycy  statt  (x,ß,y  und  multiplicirt  mitaftc,  so  erhält  man 

abc/yTF(p*+r*,Qp)dp'rdr'd&,  wo  p=ya*a«+6'/?»+cV, 

und  indem  man  das  dreifache  Integral  rechts  in  Beziehung  auf 
p,  r,  &  zwischen  denselben  Grenzen  wie  oben  nimmt,  erhält  man 
das  Integral  links  auf  alle  Punkte  x,  y,  as  ausgedehnt,  welehe 
enthalten  sind  zwischen  den  Eliipsoiden: 

zwischen  den  parallelen  Ebenen: 

und  zwischen  den  beiden  Ebenen: 

6c((>'— a*a*)a?  +  ae(cyQt^  —abaß)y^ab(bßQt^  -f-  acay)«  =  0, 
bc(^(f*—a*a*)x  +  acQcyQt^—abaß)y^ab(JlißQt^-{-acaf)^=Q^ 
deren  Durchschnitt  der  zur  Richtung  der  parallelen  Grenzebenen 
in  Beziehung  auf  die  coucentrischen  ähnlichen  und  ähnlich  ge- 
legenen EUipsoide  conjugirte  Durchmesser  ist. 

Da  ctx-\'ßy  +  y%^±Q  eine  zu  den  paraHelen  Qrenzebenen 
parallele  Tangentialebene   des    ersten  EUipsoids    darstellt,    so 
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mfiBsen  9,  und  g^^l  sein^  damit  eiües  der  Ellipgoide  werngstens 
von  den  parallelen  Grenzebenen  geschnitten  wird.  Je  nachdem 
nun  die  Parallelebenen  beide  Ellipsoide  oder  nur  die  zweite 
dieser  Ebenen  beide  Ellipsoide  oder  endlich  beide  Ebenen  nur 
das  erste  Ellipsoid  schneiden,  d.  h.  je  nachdem  g^  und  <7|<«i 
oder  ^Q<f,  9j>^  oder  g^  und  gi>^j  erhält  man  das  betrachtete 
dreifache  Integral  durch  folgende  Doppelintegrale  ausgedruckt: 


/'/' 


abc(&,  - *o)/y  '^*F(P'+  r\  QP) dp  >rdr. 
g.  ^ 
Setzt  man  JP=1,  so  erhält  man  das  Volumen  eines  Körpers, 
das  zwischen  den  obigen  Grenzen  enthalten  ist,  und  in  diesem 
Falle  sind  die  Integrationen  ausfthrbar.  Aus  den  betreffenden 
Formeln  hisben  wir  nur  den  Fall  *,  ~ö'^,=:2;r,  ^i=],  «<po— j<l 
herans,  wel^rals  den  Inhalt  des  von  der  Ebene  c^+/?y+/«= 

X*         t/'        Ä* 

±gQ  aus  dem  Ellipsoid  — +  |-.-j-_=:i  abgeschnittenen  Seg- 

ments  giebt:  Ya6c(2+3<^+^*)  (^unabhängig  von  «,  /?,  y,  also 

a?*      1/*      a*  ■     \ 

gleich  för  alle  Ebenen,  die  das  Ellipsoid  — +fr+--F=?'  bertlhren  J. 

d     o     c  y 

Die  Keduetion  des  Integrals: 

«=^/>^''(^-|J-^,  ax^-ßy  +  r^dxdydz, 

welche  den  Gegenstand  der  aweiten  Abhandlung  bildet,  erhält 
man,  wie  schon  erwähnt,  am  einfachsten,  wenn  man  in  dem 
Obigen  ttberaU  yi,  »t,  — /Ä,  — yt,  r%  statt  y, »,  /?,  y,  r  resp.  einsetzt 
In  den  Grenzbedingungen  treten  hier  statt  der  Ellipsoide  die 
zweiscbaligen  Hyperboloide: 


Digitized  by  VjOOQIC 


140  ^^  Abschnitt.    Differential-  und  Integral-Rechnung. 

oder  die  einschaligen  Hyperboloide: 


X-.i^-,. 


.1* 


die  parallelen  Grenzebenen  sind  durcb  die  nämlicben  GleichungeOi 
wie  oben  gegeben,  nur  ist  hier  g  =  ia^a^—h^ß^—c^y^  und  die 
Bedingung,  dass  q  reell  sei,  erfordert  zugleich,  dass  die  Schnitte 
der  Parallelebenen  mit  den  Hyperboloiden  elliptische  sind«  Die 
Gleichungen  für  die  sich  schneidenden  Grenzebenen  endlich  er- 
geben sich  aus  den  entsprechenden  für  das  obige  Integral  durch 
die  angegebenen  Substitutionen.  Sie  gehen  ebenfalls  durch  den 
Mittelpunkt  der  concentrischen  Hyperboloide  und  schneiden  sich 
in  dem  zur  Richtung  der  Parallelebenen  conjugirten  Durchmesser. 
Der  transformirte  Integralausdruck  in  p,  r,  &  lautet 

und  was  die  Grenzen  betriffl,  so  tritt  auch  hier  eine  Unterschei- 
dung von  3  Fällen  nach  der  Lage  der  parallelen  Grenzebenen 
oder  der  Beschaffenheit  von  g^  und  g^  ein,  wenn  die  Grenz- 
flächen 2 schalige  Hyperboloide  sind;  werden  diese  dagegen  yon 
einschaligen  Hyperboloiden  gebildet,  mit  welchen,  wie  ersichtlich, 
die  Parallelebenen  für  jeden  Werth  von  g^  und  g^  reelle  Schnitte 
geben,  dann  bedarf  es  keiner  solchen  Unterscheidung  und  man 
erhält:  

Indem  durch  «0=0  und  *=0  der  Asymptotenkegel  als  Zwischen- 
grenzfläche eingeführt  wird,  erhält  man  durch  Addition  auch 
einen  Ausdruck  für  das  Integral  u^  wenn  der  Integrationsraum 
Ton  dem  zweischaligen  Hyperboloid: 

und  dem  einschaligen  Hyperboloid: 

begrenzt  wird;  während  die  vier  Ebenen  dieselben  bleiben. 

Die  Annahme  F=l  führt   auch  hier  auf  eine  Reihe  von 
Ausdrücken   für  das  Volumen   eines  zwischen   obigen  Grenzen 
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enthalteoen  Körpers^  welehe  hiec  wiederzugeben  zn  weit  fahren 
würde,  unter  Anderem  findet  sich  als  Analogen  zu  dem  oben 
erwähnten  fllr  das  Ellipsoid  geltenden  Satze  das  Resultat,  dass 
alle  das  zweiscfaalige  Hyperboloid: 

a*      fc*      c*      ^ 
bertthrenden  Ebenen  aus  dem  Hyperboloid: 

a}      y     c' "" 
das   gleiche  Volumen   ausschneiden,   und   dass  alle  Schichten, 
welche  durch  diese  Tangentialebenen  mit  je  einer  ihr  parallelen 
durch   den  Mittelpunkt   gehenden  Ebene  in  dem  einschaligen 
Hyperboloid 

gebildet  werden,  ebenfalls  gleiche  Grösse  haben. 

Zum  Schluss  erwähnen  wir  noch  die  in  der  ersten  Arbeit 
enthaltene  Bemerkung,  dass  das  allgemeinere  Integral 

durch  die  Substitutionen  (la)  in  das  Integral 

^F  (p*+r\  gp,  ig&)  dprdrd& 

transformirt  wird,  in  welchem  jedoch  die  Integration  nach  & 
nicht  mehr  allgemein  yoUzogen  werden  kann.  Hr. 


f/ß 


F.  ÜNFEBDiNGER.     Ucber   die  beiden  allgemeinen  Inte- 
grale 

Jaf  cos  [m  log  (a + 6a?)]  da;,  Jx^  sin  [m  log  (a  ^-  bx)]  dx 

und  einige  verwandte  Formen.     Wien.  Ber.  Lix.  437-454. 

1669. 
Aus  den  bekannten  Formeln  fQr 

/^*  cos  bx  dx  und  /e«^^  sin  bx  dx 
werden  zunächst  die  Integrale 

/(e«*— *)«-e«*coste(te  und  /(e«*'— *)••«« »sin fco? dr 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  ganze  positive  Zahl,  4arefa 
EntwiekeluDg  der  binomischen  Potenz  in  geaehloseener  Form  dar- 
gestellt, und  aus  diesen  durch  Anwendung  der  aufeinanderfolgen- 
den Substitutionen  &"''-k=z,  »=sbw  die  im  Titel  genannten  In- 
tegrale hergeleitet.  Durch  Einführung  von  6  i  an  die  Stelle  von 
b  und  Gleichsetzung  des  Reellen  und  Imaginären  ergiebt  sich 
sodann  als  Resultat  sehr  umfangreicher  Entwiekelungen  noch 
die  Darstellung  der  Integrale: 


2m  «rctg  — 


afe  -cos  [m  log  (o'+a?*)]  ^ 

n      3m  arctg  -^ 

«"  e  "  •  sin  [m  log  (a*+«')]  dx.  Hr. 


A.  WiNCKLER.    üeber  einige  vielfache  Integrale.      Wien. 

Ber.  LX.  379-388.  1869. 
Die  Abhandlung  enthält  die  Herstellung  von  allgemeinen 
Relationen  zwischen  mehrfachen  bestimmten  Integralen  mit  Hülfe 
bekannter  Formeln  f&r  bestimmte  einfache  Integrale,  und  zwar 
beschäftigt  sie  sich  mit  einigen  Fällen  dieser  Art,  die  sieh  auf 
Exponentialfunktionen  beziehen.  Es  kommen  hierbei,  was  das 
Verfahren  betrifft,  lediglieh  verschiedene  Anordnungen  der  In- 
tegration desselben  Ausdrucks  zur  Anwendung. 
1.  Es  sei 

X=2Cosaj a;^ «eosa^Xg  •••  cosam^M 
F=cos6,y,-cos6,y,  •••cosft^y,» 

11=^  JJc^^yX^yr^  worin  C6,ü=0. 

Der  Ausdruck  XYe-*  wird  nach  x^x^^^x^j  ViVt^'^ym  zwischen 
den  Grenzen  0  und  oo  integrirt. 
mt  Httlfe  der  Formel: 

/•oo 


/ 


«-**  cos  '*^*==7rrT« 


lassen  sich  die  n  Integrationen  nach  y  und  ebenso  die  m  Inte- 
grationen nach  x,  jede  für  sich,  unmittelbar  ausfuhren,  und  es 
ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Relation  zwischen  einem 
m fachen  und  einem  n fachen  Integrale;  fbr  n=l  erhält  man  ein 
mfaches  bestimmtes  Integral  durch  ein  einfaches  bestimmtes  In- 
tegral ausgedrückt. 
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2.  X  und  F  behalten  ihre  vorige  Bedeutung: 

Die  Integration  von  XYer^  nach  allen  x  und  y  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo  wird,  wie  iin  vorigen  Falle ^  auf  £wei  ver* 
Bchiedene  Arten  auBgef&hrt  und  die  Resultate  einand^  gleich* 
gesetzt  Hier  gelingen  die  n  Integrationen  nach  allen  y  mittelst 
der  Formel  /.od  ^     i —  _^ 

yc-*^'cosfcd«=yyJLe   **, 

während  die  m  Integrationen  nach  allen  Xj  wie  im  vorigen  Falle, 
gefunden  werden. 

3.  X=a?4  «'^^  •  0?,««-* .  •  •«?«*'*-* 

u=2^c^^yX^y^ 

Die  m+nftiche  Integration  von  XYer^  nach  allen  x  und  y 
lässt  sich  wiederum  auf  zwei  verschiedene  Arten  anordnen,  in- 
dem einmal  die  Integration  nach  allen  x,  dann  die  nach  allen 
y  unmittelbar  vollzogen  werden  kann*  Die  hierbei  anzuwen- 
dende Formel  ist:      ß^.^^r^^^n^ 

Beide  Resultate  werden  dann  einander  gleich  gesetzt. 

Aus  der  so  hervorgehenden  Relation  wird  durch  Multipli- 
kation beider  Seiten  mit  a;^A+A+-.+/'ii+^-*.(fx^  und  Integration 
nach  x^  zwischen  0  und  oo  noch  ein  zweites  Resultat  abgeleitet 
In  den  entwickelten  Formeln  sind  viele  hierher  gehörige  Rela- 
tionen, die  bereits  früher  gefanden  sind  (Gauchy,  Journal  de 
r^cole  polytecbn^  ,T.  XVII.  p.  154;  Abe),  Oeuvres  compl.  T.  L 
p.  96;  Moigno,  Calcul  integral  p.  260),  unter  anderen  auch  die 
bekannte  Relation  zwischen  den  Eulei^'schen  Integralen  erster 
und  zweiter  Gattung  als  besondere  Fälle  enthalten.         Hr. 

A.    Ehn£Pbr.      Beduction    eines    vielfach^[i    IntegraU. 

Sfhidmilcli  Z.  XV.  191-134. 1870. 
Das  betia<&t6te  Integral  ist: 

db,  dx^  •  •  •  ixn 

(1  +4  +  2^aa;)(l  +  fi-2^6i)' 
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WO  il  =  aj+aj  +  ...a«,  B^b]+b\  +  ..bi 

2:aX=:a^X^  +  a^X^'] [-OnXn 

2;6a;  =  6,a?,  +  6,a?,-j [-bnXn 

x]+xl  +  >"+xi^l 
fftr  n=2  ist  dasselbe  bereits  von  H.  Hermite  (Annal.  seientif.  de 
r^cole  normale  supärieure  T.  n.  p.  49)  gefunden. 

Durch  orthogonale  Substitution  und  Einftüirung  von  trigo- 
nometrischen Functionen  findet  der  Verfasser: 


wo 


O—  f"  f"^  «'  Bin  «"-'  du  eh 


MN  ' 

0  V 

Jf  =  1  +  4— 2(a  cos  u  +  a!  sin  u  cos  ©), 
JV=  1  +  Ä— 2(6  cos w  +  6'  sin  u  cos  o)  ist 
Das  Doppelintegral  Q  lässt  sich  berechnen,  wenn  man  setzt: 

V      i.2...n-lVd«"-V*=o' 


«=/7'ä= 


sin  u  du  de 


ß 


(1— »  sin  u  sin  o)  Jf  AT' 
wo  sich  A  leicht  in  geschlossener  Form  entwickeln  lässt. 

Ni. 

A,  Steen.     Om  Ondrengen  af  Integraler  af  irrationale 
Differentialer  til  Normalformen  for  det  elliptiske  In- 
tegral af  foiTte  Art.      Skrlfter,  V.  Kopenh.  IV.  1869. 
Der  Verfasser  stellt  sich  folgende  Aufgabe:  das  Integral 

yÄ 
auf  die  Form  ^  r       dtp 

•^/l-**sinV 
zu  reduciren.  Die  hier  gegebene  Lösung  unterscheidet  sich  von 
den  bekannten  Lösungen  dadurch,  dass  man  hier  unmittelbar 
durch  sehr  einfache  Substitutionen  von  der  algebraischen  Form 
auf  die  trigonometrische  gelangt,  ohne  eine  Substitution  einzu. 
fahren,  die  die  geraden  Potenzen  aus  dem  Polynom  R  fortschafft. 

Hn/(Wn.) 
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R  Most,     lieber  drei  Integrationen   innerhalb  des  Ge- 
bildes 

(TT+(f)'+(T)+ ••■  =  '• 

SchlÖmilch  Z.  XIV.  422-426.  1869. 
Erweiterung  zweier  S&tze  von   Dirichlet  und   SchlÖmilch, 
wenn  die  Integration  über  alle  Werthe  von  Xj  y,  s,  t/, ...  erstreckt 
wird;  welche  die  linke  Seite  obiger  Gleichung  <  t  belassen. 

Wy, 

0.  ScHLÖMiLCH.    lieber  rectificable  Curven.     Schlömilch  z. 

XV.  124-126.  1870. 
Aus  der  Identität: 

wird  eine  Rectificationsmethode  abgeleitet. 

Der  Verfasser  setzt  die  rechtwinkligen  Goordinaten: 

a?  =  il+  9(0  +y?2y'(0v^(0d* 

wo  (f,  tp  willkttrliche  Functionen,  t  eine  HUlfsvariable  ist;  es 
ergiebt  sich  mittels  der  obigen  Identität  dann  für  den  Bogen: 

Man  kann  dann  fp  und  t/j  leicht  so  wählen,  dass  das  in  den 
3  Formeln  vorkommende  einzige  Integral  in  endlicher  Form  ge- 
woDuen  werden  kann.  Ni. 

0.  Schlömilch.    Notiz  über  die  Rectification  von  Curven. 

Scblöroilch  Z.  XV.  215-216.  1870. 
Ist  fUr  die  Curve  y=(f(x)  der  Bogen  i  =  ^(a:),  so  ist  auch 

eine  rectificable  Curve.  Wn. 


Portschr.  d.  Maib.  |l.   1.  JQ 
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Capitel  4. 
Bestimmte  Integrale. 

A.  WiNCKLER.    lieber  einige  zur  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  gehörige  Formeln  und  Methoden.    Wien.  Ber. 

LX.  857-917.  1869. 
Diese  sehr  reichhaltige  Abhandlung  beschäftigt  sich  Vorzuges- 
weise  mit  der  Aufstellung  allgemeiner  Relationen,  vermittelst 
welcher  die  Werthe  der  meisten  schon  bekannten  und  einer 
grossen  Anzahl  von  neuen  bestimmten  Integralen  mit  Leichtig- 
keit gewonnen  werden. 

L  Aus  der  identischen  Formel: 

dF(u)  du _dF(u)  du 
dy  dx'~  dx  ' dy 
wo  u  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  y,  F(u)  eine  für  alle 
hier  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  u  endlich  und  stetig 
bleibende  Funktion  von  u  ist,  erhält  man,  wenn  für  u  einer  der 
Ausdrücke:  x-{-y,xy,xy  genommen,  und  die  Gleichung  so  umge- 
formt wird,  dass  der  Faktor  von  ^  ■  eine  Punktion  von  x 
allein  und  der  Faktor  von    ^      eine  Funktion  von  y  allein  wird, 

durch  doppelte  Integration  auf  beiden  Seiten  nach  y  und  x  resp. 
zwischen  den  Grenzen  a,  6  und  », /?,  folgende  Relationen: 

o  a 

a  a 

o  n 

wobei  rechts  überall  für  y,x  gesetzt  ist.  Aus  (1)  wird  nur  ein 
einziges  Resultat  gezogen  und  zwar  durch  Anwendung  der  Sub- 
stitution: 

F(iO  =  logr(i*),  «  =  0,  /?=1 

,  A«  ^Si'^^rA^  (^).d.=6Iog6^  aloga-(6-a), 
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imd  hieraus  wird  mit  Benutzung  der  Eigenschaften  der  Gamma- 
Amktion  die  bekannte  Formel  gewonnen: 

y*logr(a;  +  fr)dx=i-log2^  +  61og6-6, 

0 

rttcksichtlich  deren  bemerkt  wird,  dass  bei  ihrer  Herleitung,  ent- 
gegen der  tlbliohen,  weder  Reihenentwickelungen  noch  ein  üeber- 
gang  vom  Endliehen  in*s  Unendliche  vorkommt. 

Die  Substitutionen:  ß=oo,a:=^0  in  (2)  und  /?=»i,  a=s=0  in 
(3)  liefern  die  Gleichungen: 

y**^{/r(6^)^/r(ax)|={F(+ao)-F(0)).log4 

— {f((r»)-FCx»)}  =  {F(+  l)_F(0)}.log-^. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  werden  durch  Specialisirung 
der  Funktion  F(u)  eine  Reihe  bestimmter  Integrale  berechnet, 
auf  deren  Wiedergabe  wir  hier  verzichten  müssen. 

Neue  Relationen  zwischen  Quadraturen  gehen  femer  aus 
der  identischen  Gleichung: 

dx  dy 

hervor,  indem  auf  beiden  Seiten  die  doppelte  Integration  nach 
X  und  y  ausgeftthrt  wird.  Die  Substitution  «  =  ajy,  die  alleio 
angewandt  wird,  führt  zu  der  Gleichung: 

y  dx\bF(hx)-^aF(ax)\  =^J^^dx[ßF{ßx)-aF(ax% 

a  a 

woraus  man  ableitet: 

J^  dx{bF(bx)-aFCax:)\  =  [tFCt)f log— , 

falls  ßxF(ßx')  für  /J=oo  und  axF(ax')  für  «=0  endliche  von  x 
unabhängige  Werthe  erhalten. 

Aus  dieser,  wie  aus  der  folgenden,  ebenfalls  ans  obiger 
Relation  abgeleiteten  Gleichung: 

*.  •  " 

werden  die  Wertlie  einer  neuen  Eeihe  bestimmter  Integrale  er- 
mittelt. 

10* 
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n.  Es  folgt  dann  die  strenge  Begrttndimg  der  die  Bedaktion 
des  bestimmten  Integrals  eines  Produkts  zweier  Funktionen  ent- 
haltenden, von  Weierstrass  zuerst  gefundenen  Gleichung: 
b  rb 

q»(x)  %p(x)  dx  =  V(fr)/    y(^)  ^} 

wo  $  einen  Mittel werth  zwischen  a  und  b.  bedeutet,  und  ^x) 
die  beiden  Bedingungen  zu  erfüllen  hat,  für  x^^a  zu  yerschwin- 
den  und  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  entweder  nur  zu 
wachsen  oder  nur  abzunehmen. 

Zur  Herleitung  dieser  Gleichung  wird  die  Formel  benutzt: 

y'b      /»r  pb      pb 

^JfQ^i  y)  dy  =y  ^yjfix,  y)  dx, 

a  a  a  y 

welche  von  Dirichlet  (Grelle  J.  IV.)  bereits  för  den  Fall  a=0 
durch  geometrische  Betrachtungen  erwiesen  ist,  vom  Verfasser 
aber  in  der  vorliegenden  etwas  allgemeineren  Gestalt  rein  ana- 
lytisch begründet  wird. 

Durch  die  Substitution  von  (f(x)'f(f/)  für  f(x,y)j  wo  f(tf) 
zwischen  den  Grenzen  a  und  b  des  Arguments  endlich  bleiben, 
und  ihr  Zeichen  nicht  ändern  soll,  geht  die  rechte  Seite  obiger 
Formel  unter  Anwendung  eines  bekannten  Satzes  der  Integral* 
rechnung  über  in: 

y  \Ky)J^(.^)dx\dy^fqjQc)dxJf^^ 

a  y  £  a 

Setzt  man  nun  noch: 


ß 


Ky)dy  =  tp(x), 

so  erfüllt  tp(^x)  die  obigen  Bedingungen,  und  die  rechte  Seite 
wird: 

V^(byfp(x)dxj 

während  die  linke  Seite  in: 

Jdx\tp(jjcyjf(tf)d^  ==J(pix')'tpCx)dx 

a  a  a 

übergeht,  wodurch  obige  Gleichung  bewiesen  ist,  selbst  ftlr  den 
Fall,  dass  die  darin  vorkommenden  Funktionen  nicht  analytisdi 
gegeben  sind. 
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Die  weitere  UntersuchiiDg  ist  darauf  gerichtet,  unter  ge- 
wissen Voraussetzungen  fOr  den  Mittelwertb  £  engere  Grenzen 
zu  erbalten.    Sie  fbbrt  zu  folgendem  Ergebniss: 

ErftUlt  fpQc)  die  obigen  Bedingungen  und  es  ist 


'="-/' 


m^ 


so  hat  man, 

1)  wenn  y(rr)  von  x=a  bis  ir=6  stets  wächst,  und  y(Ä)^0, 
oder  wenn  ipQc)  stets  abnimmt  und  (f(K)^0: 


y'»6  /»6 

(p(x)  ^(x)  dx  =  V^CÄ)  /  (f(x)  dx 


2)  wenn  qp(rr)  von  a?=a  bis  x=b  stets  wächst  und  9>(*)^0, 
oder  wenn  (f(x)  stets  abnimmt  und  7(A)^0: 

(p(x)  xff(x)  dx = tff(b)/  ifix)  dxy 

0<«<1. 

ni.  Endlich  werden  mit  Hilfe  des  Satzes  über  die  Um- 
kehrung  der  Integrationsfolge  doppelter  Integrale  mit  constanten 
Grenzen,  durch  Anwendung  des  discontinuirlichen  Faktors  und 
vermittelst  einer  Formel,  welche  den  Rest  der  n  ersten  Glieder 
der  Maclaurin'schen  Reihe  durch  ein  »faches  Integral  darstellt, 
mehrere  bestimmte  Integrale  dem  Werthe  nach  ermittelt. 

Aus  diesem  ziemlich  umfangreichen  Theile  der  Arbeit  heben 
wir  Folgendes  hervor: 

1)  Der  von  Poisson  zuerst  angegebene  Werth  für 


ß 


^  dx  log  (a*+  2a  cos  a?  + 1) 
ö 
wird  aus  dem  Ausdrucke 

2y+  2  cos  X 
y'+2ycosa;  +  l 
durch  doppelte  Integration  nach  x  und  y  resp.  zwischen  0,  n  und 
0,  a  und  Umkehrung  der  Integrationsfolge  hergeleitet,  wobei  das 
bekannte  Resultat  sich  also  ohne  Benutzung  unendlicher  Reihen 
oder  des  Ueberganges  vom  Endlichen  in's  Unendliche  ergiebt. 
2.  Aus  den  Werthen  der  discontinuirlichen  Funktionen: 

J    —  cos  6a?  sm  xy,  J     —  sm  6a?  cos  xy 
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werden  die  Gleichungen  abgeleitet: 

J     —(i0^bxjf(3f)9\nxydy:==^^jf(jf)dy 

0  ü  6 

—  fAnhxJ f(y)  fiOf^xydy  =  — J f(ji)dy, 

0  0  0 

aus  welchen  die  Gleichungen  der  Fonrier'schen  Doppelintegrale 
durch  Differentiation  nach  b  erhalten  werden. 

3)  Der  erwähnte  Ausdruck  für  den  Rest  der  n  ersten  Glie- 
der der  Maclaurin'schen  Reihe  lautet: 

a?y  0?*-*  da?,  /a^2  da?,  •  -/a;;^!  Ar*-i  Z/^")  (a?x,  -a?,-  •  a?0  rfa?». 

DUO  U 

Daraus  werden  die  folgenden  2  Gleichungen  abgeleitet: 
==J dxj Xn^idXn^iJ xl^2dXn-2 ' ' 'Ja^~^dx^/x''Xß'')(x'X^  a?,-  Xn^dx 

0  U  U  i)  a 

und 

U  0  U  a 

we  X  eine  endlich  bleibende  Funktion  von  x  bezeichnet. 
Insbesondere  wird  die  Gleichung: 

fhm-m]dx=fdx/kf\xx,)dx, 

a  0  a 

welche  aus  der  ersteren  für  n  =  l  folgt;  zur  Werthbestinimung 
einer  Anzahl  neuer  bestimmter  Integrale  angewandt.       Hr. 

H.  Hankel.     Beweis  eines   Hilfssatzes  in  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale.     Schlomiich  z.  XIV.  436.  1869. 

Der  von  H.  du  Bois-Beymond,  Borchardt  J.  LXIX.  (siehe 
Fortschr.  d.  Math.  1.  p.  101-105)  angegebene  Mittelwerthsatz 

J fx'ipxdx  =  faj fpx'dx'\-fbj (f;X*dx\   6>S>a 

a  a  ^ 

wird  auf  neue  und  einfache  Weise  bewiesen.   Zur  Gfiltigkeit  des 
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SatseB  BUid  folgende  Bedingungen   zu   erfQllen:    fx  muss  von 
x=-a  bis  x=^h  entweder  nicht  wachsen  oder  nicht  abnehmen; 

q>xdx  bleibt  stetig,  wenn  u  von  a  bis  b  variirt.  Kr. 


ß 


J.  W.  L.  Glaisher,  On  a  theorem  in  definite  Integration. 

Quart.  J.  X.  347-356.  1870.    Hierza  eine  Anmerkang  von  Gayley. 
Der  Boole'sche  Satz,  von  dessen  Anwendungen  der  Aufsatz 
handelt,  ist  in  der  Formel  dargestellt: 

1»!        P%  Pn  P 

und  zwar  bedeuten  q>  und  tp  rationale  Functionen  von  x;  p^, 
Pt}"'Pn  "^^^  ^it?tr*'^«  ®^^^  die  Wurzeln  yonyjx=p  und  ^x=^, 
und   6  ist  das  Operationszeichen,  welches  das  um  den  Coeffi- 

cienten  von  —  in  der  Entwickelung  von  -^  nach  absteigen- 
den Potenzen  von  x  verminderte  Cauchy'sche  Besiduum  derselben 
Grösse  ausdrückt.    Boole  wendet  die  Formel  auf  den  Fall  an: 

wo  die  a  positiv,  und  die  X  reell  sind. 

Es  wird  zuerst  gezeigt,  dass  hier,  wenn  zur  Rechten  der 
Formel  v  alle  reellen  Grössen  durchläuft,  zur  Linken  x  ein 
gleiches  thnt,  dass  also 

yWCV)  dx  ^fflv)  0y  ^, 

—00  —00  ^ 

insbesondere  f&r  9)=! 

yr»00  X»QD  • 

/i:!^)  «te  =  (a,  +  o,  +  .••a»)//(i;)  ^. 

— eo  —00 

Als  Beispiele  der  Anwendung  werden  Summen  unendlicher 
Reiben  fUr  \f  eingeflthrt,  zuerst 

cota?  ,    1       1 

eine  Function^  deren  bekannte  Entwickelung  die  verlangte  Form 
bat;  desgleichen  V'  =  cotrr.    Im  dritten  Beispiel  wird 

fffX 
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gesetzt,  yfo  qx  eine  ganze  Fnnction  n*«"  Grades  ist    E^  ergiebt 

sich: 

dv 


<(pX 

und  insbesondere 


/X$>=-Mp 


e  V*^  dx=nyn. 


Fernere  Beispiele  sind  für  die  einfachsten  Formen  von   ip 
aufgestellt.    Als  allgemeines  Resultat  wird  noch  erwähnt,  dass 

/ifX  f(\px^  dx  =  /  0  u  /(— )  rf«» 

—  OO  — OD 

WO  q>x^  0u  Brüche  gleichen  Grades  in  Zähler  und  Nenner,  und 
die  Coefficienten  des  letzteren  Bruchs  Funktionen  der  CoefGlcienten 
des  erstem  sind. 
Setzt  man 

so  ist  bemerkenswerth,  dass  für  jedes  a>0 


/Kip)dx^^/fiv)dv 


wird,  während  für  a=0  die  ganz  verschiedene,  oben  genannte 
Form  dafbr  eintritt. 

Schliesslich  wird  gezeigt,  wie  Boole  sein  Theorem  aus  einem 
noch  allgemeineren  ableitet. 

In  einer  Anmerkung  ftigt  Cayley  einen  besonderen  Beweis 
fftr  den  Fall  (p=l  hinzu.  H. 

J.  J.  Nejedli.  Note  über  die  mehrfachen  und  willkür- 
lichen Werthe  einiger  bestimmter  Integrale.  Pr.  Lai- 
bach 1870. 

Die  Arbeit  behandelt  einige  einfache  Fälle  von  bestimmten 
Integralen,  wo  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  durch's 
Unendliche  geht,  welche  in  Goumof  s  und  Moigno's  Lehrbttchem 
vorkommen.  Die  Principien,  dass  z.  B.  ein  Integral  statt  der 
algebraischen  auch  die  numerische  Summe  der  Elemente  dar- 
stellen kOnnei  sind  wohl  nicht  ganz  gerechtfertigt,  der  fragUche 
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Gegenstand  aber  durch  neuere  ForschuDgen  als  erledigt  zu  be- 
trachten. Ni. 

ZuccHETn.     Integrali  simmetrici.    Atti  di  Torino  iv.  1869. 
Kurze  Note,  in  der,  nach  Aufstellung  der  Formel 

Fix:)  dx  ==/ [F(x)-ty  (a;)]  dx, 

durch  die  Gleichung  zweier  endliehen  Flächen,  welche  respective 
alle  Elemente  gleich  haben,  die  in  gleicher  Entfernung  von  der 
Axe  der  x  liegen,  einige  Anwendungen  derselben  auf  die  Aus- 
werthung  bestimmter  Integrale  gemacht  werden.       Jg.  (0). 

R.  P.     Note  on  a  formula  of  Cauchy.     MeBsenger  V.  30-33. 

1869. 
Die  Gauch/sche  Formel  (Exercices  de  Math.  I.)  ist 

ß-f^x--^)\x=J^r^^^ 

0  u  u 

aus  dieser  wird  folgende  Reduction  eines  bestimmten  Integrals 
abgeleitet: 

0  '  0 

wo  9>  eine  gerada  Function  sein  muss. 

3  Formeln  auf  p.  32  Bind  incorrect.    Auf  der  linken  Seite 

der  Gleichung  Zeile  9,  13,  14  ist  q>(x)  geschrieben  statt  q\x \ 

Glr.  (0.) 

G.  F.  Meyer.     Notiz    über   zwei  in  der  Wäiinetheorie 
auftretende  bestimmte  Integrale.  ClebgchAnn.  iii.  157-160. 1870. 
Die  betreffenden  Integrale  sind  die  bekannten: 

u  ==/^''*  cos  (^dx  ==  ^yne-^^^QOfi  a>^ 

u  ==/«""'* sin (^) dx  =  —in e-^'^^^in  a/2. 

Der  Verfasser  bestimmt  sie  durch  Integration  einer  linearen 
Differentialgleichung.  Ni. 
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.D.  Besso.     Suir  integrale  J .     Battagiini  .G.  Vli. 

210-212.  1870.  "  ^ 

Durch  Zerlegen  von  sin^^+'o;  [wo  n  eine  ganze  Zahl  ist] 
in  eine  Reihe,  die  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fort- 
schreitet, wird  bewiesen: 

8in^«+'a:rfa;  1-2-3--2«        n 


f 


woraus  sich  dann  leicht  folgende  andere  Formel  ergiebt: 
d»  1 


Ferner  wird 


X 


ausgedrückt  durch  eine  Reihe^  deren  einzelne  Glieder  die  Form 
haben ; 

Consty  c<>»  ^^—y  I*  =  0, 2, 4. .,  2«].        Wn. 

a 

H.  MyLORD.      Lösning  af  Opgave   270.     Tychsen  Tidsskr.  (2) 
VI.  47.  1870. 

Berechnung  des  bestimmten  Integrals 

/^2a+(l  +  a")cosö,      .,   ,  „       ^^  ,     ..  .>. 
„     (l+2ac;sg  +  «T^'^^^  +  ^''°''^  +  °^^- 
Man  setze  zunächst 

tg-^O^x, 

und  dann 

(1— a)a?  =  (l  +  a)y,  wenn  a»<l, 

oder 

(a-l)a;  =  (a+l)y,  falls  a«>l. 
Nach  diesen  Substitutionen  findet  man  den  gesnchten  Werth 
durch  Diflferentiation  nach  a.  Hn.  (Wn.) 

G.  Dillner.    Definite  integraler  af  synektiska  funktioner. 

Dillner  Tidskr.  lü.  267.  1870. 
Enthält  nur  Bel^anntes.  Hn.  (Wn.) 
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E.  Catalan.     Snr  les  nombres  de  BernouUi  et  d'Euler 
et  sur  quelques  integrales  d^finies.    M6m.  de  Beig.  xxxvii. 
1-19.  1868. 
Aus  der  Entwickelung 

leitet  der  Verfasser  Relationen  her^  aus  denen  sieb  die  durch 

die  Gleichung  .,  ,     P?^_i 

*^^-^=±  2(45=1) 

mit  den  BemouUi'schen  Zahlen  zusammenhängenden  P  einfacher 
berechnen  lassen,  als  aus  einer  von  ihm  früher  (C.  R.  LVII.  1106) 
gegebenen  Formel.  Femer  findet  der  Verfasser  mit  Hülfe  der 
Gleichung 

F„-.  =  8g(4«-l)/    1^1' 

das  bestimmte  Integral 


welches  für  specielle  x  sehr  viele  bekannte  bestimmte  Integrale 

enthält.     Durch   die   Substitution  a?=—   und  e*'=-?=  werden 

n  y» 

neue  bestimmte  Integrale  ausgewerthet. 

Einen  zweiten  Gegenstand  der  Arbeit  bilden  die  von  Syl- 
vester (G.  R.  LII.  161)  so  genannten  Euler'schen  Zahlen  £, 
welche  durch  die  Gleichung 

1  *         JEa« 


cosoj      ü  A2«+l) 
definirt   sind.     Sie  lassen  sieh  ebenfalls  durch  ein  bestimmtes 
Integral  darstellen,  nAmlich 


Ezn^i^'^'y 


inii^^nV 


0  ' 


analog  der  Plana'schen  Formel  für  B^n-u  Im  Folgenden  werden 
nun  Relationen  zwischen  den  BernouUf sehen  und  den  Euler'schen 
Zahlen  hergeleitet,  aus  denen  wiederum  andere  Darstellungen 
derselben  durch  bestimmte  Integrale  folgen. 
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In  einem  ^Zusatz"  stellt  der  Verfasser  ans  der  Entwicklung 

worin  _^ 

ist,  eine  einzige  Kecursionsformel  dar,  welche  zugleich  die  Ber- 
nouUi'schen  und  die  Euler'schen  Zahlen  enthält.  Für  die  Gi  er- 
giebt  sich  das  bestimmte  Integral: 

— 5— i — <; a'ewr.  M. 


G,=2'+y^ 


W.  Egberts.     Sur  une  integrale  double  d^finie.    Bnoschi 

Ann.  (2)  III.  327-330.  1869. 
Das  Doppelintegral 

7t      n 

V=j   I log  [cos  'i^ + cos  •«  •  sin*i>«  cos  V  + 

^    "^  cos  '/?  sin  •«?•  sin  V]  sin  *  rf*  ^ 

lässt  sich  durch  die  Substitution  cosi>=rr  zurückführen  auf 

ZL 
,r  1  rt  /*  ^  ä^rctg  f  flfc)p     .     sin  •«  cos  V  +  sin  •/Jsin  V 

y  <        '         cos'acosV  +  <5os  /ysmV 

Um  dieses  Integral  zu  finden,  betrachtet  der  Verfasser  das 

allgemeinere  ZL 

y__  /"^arctgm^-dy 

j-  lässt  sich  sofort  integriren  und  man  erhält  V  durch  ellipti- 
sche Functionen  erster  und  dritter  Gattung  und  Logarithmen, 
oder  mit  Hülfe  einer  Legendre'schen  Reductionsformel  durch  ein 
Integral  dritter  Gattung  und  einen  Logarithmus  ausgedrtlckt 
Der  logarithmische  Theil  verschwindet  ftir  m=:l,  und  wir  er- 
halten: 

smacos/S     ^  '   '    "^  tg^a 

Mit  Hülfe  von  geometrischen  Betrachtungen  und  unter  An- 
wendung elliptischer  Goordinaten  Itest  sich  das  yorgelegte 
Doppelintegral  auf  ein  Froduct  einfacher  Integrale  redaciren. 

M. 
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/•+*     dx 

HeRMITE.      Sur  Tint^rale  J ,  ,>      Brioschi  Ann.  (2) 

in.  83.  1869.  -^  (a— ajjyi— a: 


Unter  der  Yoraussetzung,  dass  ii—x^  positiv  ist,  hat  man 
"*+*     dx  n 


f- 


und   fllr  ein   reelles  a  haben  }^a'— 1  und   a  gleiches  Zeichen. 
Ist  aber  0=^1  +  5^—1  und  setzt  man  -7===  =  «  +  ß^—^ ,   so 

Dittssen  a  und  ii  gleiches,  ß  und  0  entgegengesetztes  Zeichen 
haben.  M. 

J.  W.  Strütt.    On  the  values  of  the  integraly   QnQndu^ 

Qni  Qn'  being  Laplaces  coefficients  of  the  Orders  n,  n\ 
with  an  application  to  the  theory  of  radiatioii.  Trans. 
of  London.  CLIX.  579-590.  1869. 

Fflr  eine  Halbkugel  sind  die  Grenzen  1,0.  Der  allgemeine 
Ausdruck  wird  erhalten  als  der  Goefficient  von  &'€?'''  in  einer 
bestimmten  logarithmischen  Function  von  (e,  e').  Seite  584  wird 
eine  Tabelle  gegeben  iUr  die  dem  Werthe  1,1  von  n,  nf  ent- 
sprechenden Werthe  des  Integrals.  Cly.  (M.) 

TcHEBYCHEFF.     Dcs    fonctions    semblables    k    Celles    de 

Legendre.      J.  de  1.  Soc.  phil.  de  Moscoa  IV. 
Bekanntlich  kann  man  aus  dem  Werth  des  Integrals 

r  '         '     - 

die   wichtige   Eigenschaft    der   Legendre'schen  Functionen  X^^ 
X,,^y... ableiten,  die  darin  besteht,  dass 


X,X«cte=0, 
—1 


wo  n  und  m  yerschiedene  Indices   sind.    H.  Tch^byscbeff  be«> 
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auf 


trachtet  in  seiner  Note  das  aHgemeinere  Integral 

wo  

r(s,  xj  = 7— 

^i^2sx  +  s^ 

ist.    Nach  Fortschaffung  der  Wurzeln  reducirt  sich  das  Integral 

Dies  Idsst  sich  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  des  Produkts 
st  entwickeln.  Daraus  leitet  der  Herr  Verfasser  folgenden 
Satz  ab:  „Sind 

die  Entwickelungen  der  Functionen  F(SjX')j  F(iyX'),  wo  T^,  T,,... 
ganze  Functionen  der  Variabein  x  sind^  so  genUgen  die  Functionen 
To,  i;,...  der  Gleichung 

wo  m  und  n  verschiedene  Indices  sind",  Z.  (0.) 


fn 


Capitel  5. 
Gewöhnliche  Diflferentialgleiehuügen. 

Aloys  Mayr.  Construktion  der  Differentialgleichungen 
aus  partikularen  Integralen.  Fortsetzung  der  Prole- 
gomena  zur  Theorie  der  Integration.     Würzburg,  Kellner. 

1870. 

Auf  seine  frühere  Schrift  (JProkgomena  z.Th.d.Integr."8.Fort- 
sehr. d.M.1. 1 18)  Bezugnehmend,  in  welcher  derBeweis  geliefertsein 
soll,  dass  die  Differentialgleichungen  nicht  durch  direkte  Operatiooeu 
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integrirt  werden  können,  glaubt  der  Verfasser  die  einzig  wissen* 
sehaftliehe  nnd  natorgemässe  Methode  fllr  die  Integration  von 
Differentialgleichungen  in  der  Gonstmktion  derselben  aus  par- 
tikularen Integralen  gefunden  zu  haben.  Es  wird  darunter  die 
Herstellung  von  speeiellen  Differentialgleichungen  verstanden, 
denen  ein  zum  Voraus  gewähltes  partikulares  Integral  Genüge 
leistet  Da  es  dem  Verfasser  nur  auf  die  Darlegung  seiner  Me- 
thode ankommt,  so  beschränkt  er  sich  auf  die  Construktion  line- 
arer homogener  Differentialgleichungen  von  möglichst  einfachem 
Bau,  sowie  auch  für  die  3  Arten  von  Integralfunctionen,  die 
zur  Substitution  dienen,  —  Exponentialfunctionen,  bestimmte  In- 
tegrale und  bestimmte  Differentiale  —  die  denkbar  einfachsten 
Formen  gewählt  werden.  Hierbei  begegnet  es  allerdings  oft  ge- 
nug, dass  die  ausser  dem  gewählten  noch  vorhandenen  it—l 
partikulären  Integrale  der  aus  dem  ersteren  construirten  Diffe- 
rentialgleichung n****  Ordnung,  wenn  n  die  Zahl  2  übersteigt, 
nicht  angegeben  werden  können.  Einer  Berichtigung  bedarf  der 
Ausspruch,  zu  welchem  sich  der  Verfasser  durch  den  Umstand  ver- 
anlasstsieht,  dass  bei  einer  linearenhomogenenDifferentialgleichung 
2****'  Ordnung  mehr  als  2  partikuläre  Integrale  gefunden  werden. 
Derselbe  lautet  (p.  149):  „Besteht  die  Lehre,  dass  eine  (lineare 
homogene)  Differentialgleichung  nur  n  partikuläre  Integrale  haben 
könne,  so  müssen  die  übrigen  als  singulär  genommen  werden.... 
Dann  müssen  aber  auch  die  Unterschiede  festgestellt  werden, 
die  zwischen  partikulären  und  singulären  Integralen  stattfinden". 
Nun,  der  in  Zweifel  gezogene  Satz  ist  erstiich  falsch  citirt;  nicht 
die  Zahl  der  partikulären  Integrale  überhaupt,  sondern  die  Zahl 
der  von  einander  linear-unabhängigen  Integrale  beträgt  ge- 
rade fi  und  in  dieser  Form  besteht  der  Satz  allerdings;  darans 
würde  dann  zweitens  folgen,  dass  etwaige  noch  hinzukommende 
Integrale  entweder  singulare  sind,  oder  mit  den  n  ersteren  in 
linearer  Relation  stehen  müssen.  Von  diesen  beiden  Alternativen 
endlieh  findet  aber  nur  die  letztere  statt,  da  es  bekanntlich  von 
linearen  Differentialgleichungen  überhaupt  keine  singulären  Inte- 
grale giebt. 

Wenn  von  nennenswerthen  Resultaten  nicht  zu  berichten  ist, 
80  ist  zu  bemerken,  dass  es  dem  Verfasser,  wie  er  wiederholt 
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hervorhebt,  am  y,materielle  Resultate"  nioht  zu  thun  ist.  Was 
indess  seine  dargelegte  Methode  der  Gonstruktion  betrifft,  so  ist 
er  darüber  nicht  in  Zweifel^  „dass  sie  schon  bei  diesem  ihrem 
ersten  Beginne  eine  reiche,  unversiegbare,  allen  Zeiten  uner- 
schöpfliche Quelle  der  Erkenntniss  öfiiiet,  einen  lebendigen  Born 
der  Wissenschaft,  von  dem  das  Wort  gelten  kann:  mnlti  per- 
transibunt  et  augebitur  scienda".  Hr. 

F.  Grelle.  Die  Integration  der  gewöhnlichen  und  par- 
tiellen Differentialgleichungen  durch  die  Methode  der 
Trennung  der  operativen  Symbole.  Schiömilch  z.  XV. 
297-310.  187a 

Der  Verfasser  sucht  die  Aufmerksamkeit  der  deutschen  Ma- 
thematiker auf  die  Vortheile  zu  lenken,  welche  die  vornehmlich 
von  französischen  und  englischen  Mathematikern  gepflegte  Me- 
thode der  Trennung  der  Operationszeichen  bei  der  Behandlung 
der  Dififerentialgleichungen  rücksichtlich  der  Einfachheit  und 
Uebersichtlichkeit  der  Resultate  gewährt.  Es  wird  nun  zu  diesem 
Behufe  zunächst  an  gewöhnlichen  und  partiellen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  Constanten  Coefflcienten  die  Methode  selbst^ 
sowie  der  Nachweis  ihrer  Zuläsßigkeit  dargelegt. 

1)  Ist  die  Differentialgleichung  gegeben:  Z>"y  +  a«-il>»-^y4- 

"'-\-a,Dy  +  %y=fCx),  wo  DPy=^j^  und  a,,a,..a.-i  Constante 
sind,  so  setze  man,  indem  man  die  Symbole  D  von  y  abtrennt: 

Dividirt  man  nun  die  Gleichung  Ny:=^f(x)  durch  D—kn  und 

Ny 
denkt  sich  in   ^^      die  Potenzen  von  D  wieder  einzeln  mit  y 

verbunden,    !}>    aber  durch  e^nye-^n^f(ai)dx  definirt,   dann 

Ny         fCx) 
repräsentirt  '^ZT^jtzk   ^^^®  Gleichung  n— i'^'  Ordnung,  auf 

welche  die  vorgelegte  reducirt  ist.  Da  sie  die  nämliche  Be- 
schaffenheit, wie  diese  hat,  so  kann  die  Beduction  durch  das 
Divisionsverfahren  ebenso  weiter  fortgesetzt  werden,  bis  auf  der 
linken  Seite  nur  noch  y  ttbrig  bleibt.    Die  allgemeine   Lösung 
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ftr  y  ergiebt  sich  auf  diesem  Wege  schliesslich  iu  einer  Form, 
welche,  was  bemerkenswerth  ist,  den  Fall  vielfacher  Wurzeln 
zugleich  mit  enthält,  und  die  wir  der  Kürze  wegen  in  folgender 
Weise  schreiben: 

umzusetzen  ist,         *  ^^  das  allgemeine  Glied  bedeutet^  welches 

man  erhält,  wenn  man  -^  in  PartialbrUche  zerlegt  Ist  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Wurzeln  =r  und  sind  «^  Wurzeln  =fc^, 
so  durchläuft  ii  die  ganzen  Zahlen  von  1  bis  r,  s  die  ganzen 
Zahlen  von  1  bis  «^. 

Im  Falle  lauter  ungleicher  Wurzeln  erhält  man  die  bekannte 

2)  Für  die  partielle  Differentialgleichung: 

wo  DPD1%  für  -TZf^l  ®*^*^*»  gelingt  ebenfalls  die  Reduktion  auf 

eine  ähnliche  Gleichung  n—V^^  Ordnung,  indem  man  nach  Ab- 
trennung der  Symbole  D  und  D^  setzt: 

und  die  vorgelegte  Gleichung  durch  D—KD^  dividirt.  Die  Deu- 
tung von  |(__!/^T)  ißt  zwar  verschieden  von  der  bei  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  angewandten,  doch  wird  auch  hier 
eine  Uebereinstimmung  erzielt,  indem  aus  der  Taylor'schen  Reihe 
nach  demselben  Frincip  die  symbolische  Gleichung  abgeleitet 
wird:  f^x  +  h^  —  ^^f^x).  Die  weitere  Entwickelung,  so  wie  das 
Endresultat,  welches  übrigens  nur  für  ungleiche  Wurzeln  ange- 
geben ist,  müssen  wir  hier  übergehen. 

Zum  Schluss  wird  noch  an  einigen  Beispielen,  die  aus  Rie- 
mann's  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichungen  (p.  111, 
107,  124)  entnommen  sind,  gezeigt,  wie  die  Probleme,  in  welchen 
die  Funktion,  die  einer  partiellen  Differentialgleichung  genügt, 
noch  gewisse  vorgeschriebene  Grenzbedingungen  zu  erfüllen  hat, 

FortNhr.  d.  Maüf.  U.  1.  11 
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häufig  einfacher  aus  dem  allgemeinen  Integral  gewonnen  wird, 
als  wenn  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  partikuläre  Integrale 
zum  Ausgang  nimmt.  Hr. 

J.  COCKLE.      On    COnvertent    funCtionS.      Proc.  of  Manchester 

VIII.  2-3.  1869. 

Die  Theorie  der  Conversion  der  Integrale,  welche  den  Ge- 
genstand der  vorliegenden  Arbeit  bildet,  soll  ein  weiteres  Mittel 
zur  Lösung  von  Differentialgleichungen  auf  endliche  Weise  geben. 
Die  Anwendung  ist  nicht  nothwendig  auf  den  Fall  einzuschrän- 
ken, in  welchem  das  zu  convertirende  Integral  ein  singuläres  In- 
tegral ist.    Ein  Umriss  dieser  Theorie  findet  sich  Bd.  VII.  p.  67. 

Csy.  (0.) 

J.  CoCKLE.      On    COnvei-tent    functions.      Proc   of  Manchester 

IX.  86-87.  1870. 

Die  Arbeit  ist  ein  Supplement  zu  einer  grösseren  Arbeit 
über  denselben  Gegenstand.  Csy.  (0.) 

P.  DU  Bois-Eeymond.  Ueber  die  Integration  linearer 
totaler  Differentialgleichungen,  denen  durch  ein  Inte- 
gral Genüge  geschieht.      Borchardt  J.  LXX.  299-314.  1869. 

Es  werden  für  die  totalen  linearen,  die  Integrabilitätsbedin- 
gung  erfüllenden  Differentialgleichungen  zwei  Auflösungsmethoden 
entwickelt,  welche  die  Integration  nur  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  erfordern. 

Die  erste  kann  ihrer  Weitläufigkeit  wegen  hier  nicht  ange- 
geben werden,  die  zweite  besteht  in  Folgendem: 

Sei  ÜXdx  =  0  die  zu  integrirende  totale  Differentialgleichung 
mit  n  Variabein,  so  ftihre  man  die  Substitutionen  ein: 

^P  =  «?  +  («,-«J)*jp(a,,a«...«0  +  («."-«;)^2pCai,at. ..«-). 
p  =  l,2,...n, 
so  dass  alle  x  in  Constante  übergehen,  wenn  a^^a^,  a^r=a^ 
gesetzt  wird,  und  die  übrigen  a  beliebig  bleiben.  &ip  und  &2p 
stellen  beliebige  Funktionen  vor,  die  aber  für  a,  =  aj,  «,  =  aj 
nicht  unendlich  werden  dürfen.  Es  gehe  nun  durch  diese  Sub- 
stitutionen I!Xdx=:0  über  in: 

A^  da^  +  Ä^  da^  +  ^'^  +  Ända^^O; 
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dann  integrire  man  die  gewöhnliche  Differentialgleichung: 

indem  a^a^..a^  als  constant  behandelt  werden,  mit  der  Be- 
stimmung, dasB  fär  a^^a*,  a^=zal  sei;  das  Integral  schreibe 
man  in  der  Form: 

FC«, «,«,...  «0  =  FC«;  a J,  a, . . .  ««) 
und  ftihre  vermittelst   obiger  Substitutionen   die  ursprünglichen 
Variabeln  x  wieder  ein,  dann  erhält  man  in 

g>(^x^  a?, . . .  irO  =  T^C^J  a?J  . . .  a?i)  =  C 
das  gesuchte  Integral.  Hr. 

Grünwald,  Ueber  eine  bemerkenswerthe  Gattung  si- 
SQultaner  linearer  DiflFerentialgleicliungen  mit  variabeln 

Coefficienten.      Prag.  Ber.  1869.  63-69. 
Siehe  Abschnitt  X.  Gap.  4. 

N,  Tbüdi.  Sulla  determinazione  delle  costanti  arbitrarie 
negr  integral!  delle  equazioni  lineari  oosi'  differenziali 
che  a  differenze  finite.     Battagiini  G.  VII.  76-97. 1870. 

Der  Verfasser  giebt  ftir  eine  lineare  Differentialgleichung 
n**'  Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  die  Bestimmung  der 
willktlrlichen  Constanten  für  den  Fall,  dass  die  entsprechende 
Gleichung  n**'  Ordnung,  von  deren  Wurzeln  die  allgemeine  Lö- 
sung abhängt,  mehrere. Systeme  gleicher  Wurzeln  hat.  Die  hier 
aufgestellte  Lösung  durch  Partialbruchzerlegung  des  Quotienten 
zweier  gewissen  Functionen  ist,  was  dem  Verfasser  unbekannt 
geblieben  zu  sein  scheint,  bereits  von  Cauchy  gegeben,  so  dass 
die  vorliegende  Arbeit  nichts  Neues  enthält.  Zum  Schluss  wird 
noch  die  L()sung  der  endlichen  Differenzengleichung  mit  con- 
stanten CoefScienten  behandelt.  Wn. 

G.  G.  Stores.  Supplement  to  a  paper  on  the  discon- 
tinuity  of  arbitpary  constants  which  appear  in  diver- 
gent developments.      Trans,  of  Cambridge.  XI.  (II.)  412-425. 1869. 

Der  Verfasser  nimmt  Bezng  auf  2  frühere  Arbeiten:  „On 
the  numerical  calculation  of  a  class  of  definite  integrals  and  in- 
finite series"  (Trans,  of  Cambridge  IX.)  und  „On  the  discontinuity 

11* 
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of  arbitrary  constants  etc."  (Ibid.  X.).  In  diesen  Arbeiten  bandelt 
es  sich  um  folgende  Frage:  Sind  y  =  P  und  y  =  Q  particuläre 
Lösungen  einer  Differentialgleichung  2*''^  Ordnung,  und  y=l/and 
y  =  F  particuläre  Lösungen  derselben  Gleichung,  so  sollen  die 
Constanten  A,  Bj  C,  D  in  den  Gleichungen 

U=AP+BQ,  r=CP+DQ 
bestimmt  werden.  In  den  betrachteten  Fällen  sind  ü  und  V 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen,  die  aber 
fllr  grosse  Werthe  von  x  schwer  zu  berechnen  sind;  P  und  Q 
sind  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen,  die 
stets  divergiren  aber  fllr  grosse  x  anfänglich  convergent  sind 
und  deren  numerischer  Werth  ziemlich  genau  "und  leicht  er- 
halten werden  kann,  wenn  man  die  Summation  nur  so  weit  fort- 
setzt, als  die  Reihen  convergiren.  In  der  Arbeit  Band  X.  wurde 
gezeigt,  dass  die  Constanten  Coefficienten  der  absteigenden  Reihen 
in  Wirklichkeit  discontinuirlich  sind,  dass  sie  denselben  Werth 
zwischen  gewissen  Werthen  der  Amplitude  der  imaginären  Va- 
riabein annehmen,  und  dann  plötzlich  verschiedene  Werthe  er- 
halten. In  der  vorliegenden  Ergänzung  ist  die  Frage  der  Be- 
stimmung dieser  Constanten  weiter  entwickelt,  und  die  allgemeine 
Methode  angewendet  auf  die  Gleichung 

dx'^xdx      0?'^""^' 

In  dem  besonderen  Falle  n  =  0,  der  betrachtet  wird,  ist  eine 
der  nach  steigenden  Potenzen  fortschreitenden  Lösungen  die  fol- 
gende: _^   ,  a;*   ,     a;*     ,        a?'        , 

d.  h.  BesseVs  Integral  mit  einem  rein  imaginären  Werth  der 
Variabein,  nämlich  J^r.  Cly.  (M.) 

ZoRER.    Integration  der  Gleichungen  des  ersten  Grades 
mit  Constanten  Coefficienten.     Pr.  G.  Ellwangen.  1869. 

Fortsetzung  einer  Arbeit,  welche  dem  Referenten  nicht  zu- 
gänglich war.    Sie  führt  —  als  Beispiel  für  ein  im  Früheren  en^ 
wickeltes  Gesetz  —  die  Integration  der  Gleichung 
d^y  .  v<^*y  I     ^V  .  ^d*y  ,     dy  ,  ^ 
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ans,  fBr  die  yerscbiedenen  Fälle,  die  bei  der  Betrachtung  der 
Wnrzeln  der  Gleichung  ap^-\-  6p*-l-  cp^+  dp*+ep  +  f=  0  zu  unter- 
scheiden sind.  M. 

Chr.  Hansen.     Oni  partikulare  Oplösninger  svarende  til 
DiflFerentialligninger  af  forst  Orden.     Tycheen  Tidsskr.  (2) 
V.  119.  1869. 
Eine  Kritik  der  gewöhnlich  angewandten  Methode,  um  die 
partikulären  Lösungen  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zu  linden.    Herr  Zeuthen  hat  im  fllnften  Theil  der  obigen  Zeit- 
schrift p.  154  und  im  sechsten  Theil  p.  33  einige  Bemerkungen 
zu  dieser  Kritik  veröffentlicht,  worin  er  die  gewöhnliche  Methode 
aufrecht  erhält.  •  Hn.  (Wn.) 

Studnicka.     Beiträge  zur  Theorie   der  Integration   von 
completen   linearen  Diflferentialgleichungen.     Prag.  Ber. 

1870.  76-82. 
Das  Ergänzungsglied,  welches  zu  dem  allgemeinen  Integrale 
der  reducirten  Gleichung: 

£*^=° 

in  der  Lösung  der  completen  Differentialgleichang: 

hinzutritt,  soll  selbstständig  gefunden  werden^  mit  Umgehung  der 
Auflösung  der  reducirten  Gleichung.  Eine  allgemeine  Methode 
hierfbr  wird  nicht  angegeben  und  die  Fälle,  in  denen  diese  Auf- 
gabe gelöst  wird,  betreffen  solche  complete  Differentialgleichungen, 
bei  denen  die  Form  des  Ergänzungsgliedes  im  Voraus  zu  er- 
kennen ist.    Sie  lassen  sich  aui  folgende  zurückführen. 

1.  Die  Coefficienten  X*  sind  constant,  X^aeß''  oder  = 
a  sin  yx-^ß  cos  ya;,  dann  ist  das  Ergänzungsglied  von  derselben 
Form  wie  X,  nämlich  =i4e/^^  oder  =il  sin  ya;  +  B  cos  yx. 
Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  fUr  y  wird 
dann  A  resp.  A  und  B  bestimmt.    Der  Fall,  dass  ß  eine  Wurzel 

der  Gleichung  2!Xkß^=0  oder  y  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

X^^X^r^  +  X^y* =0,  erfordert  eine  leichte  Modifikation. 
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2)  Xt  =  ak  +  bkX  +  C/,x*-\ h»**^ 

x=  « + /*^ + y^*+  ••• + z'*^"'» 

dann  bat  das  Ergänzungsglied,  wie  X,  die  Form: 

A  +  Bx  +  Cx*-\ \'Maf"j 

und  indem  man  wiederum  diesen  Ausdruck  statt  y  in  die  Glei- 
chung einführt,  werden  die  Coefficienten  A^B^C.M  bestimmt. 
In  diesem  Falle  würde  das  Ergänzungsglied  auf  dem  gewohn- 
lichen Wege  nicht  herzustellen  sein,  da  die  partikulären  Inte- 
grale der  reducirten  Gleichung  im  Allgemeinen  nicht  bekannt 
sind.  Hr. 

N.  BouGAiEFF.  Sur  les  formes  intdgrables  des  dquations 
diflG^rentielles  du  premier  ordre.     J.  Phiiom.  de  Moscou.  ii. 

Der  Zweck  der  Abhandlung  ist,  ein  System  von  Formen 
von  Diflferentialgleichungen  erster  Ordnung  zu  betrachten,  die 
sich  mit  Hülfe  einer  Transformation  der  Variabein  integriren 
lassen. 

Zur  Integration  der  Gleichung 

wendet  der  Verfasser  folgende  Transformationen  an: 

1)  Die  neuen  Variabein  u  und  t?  werden  mit  den  ursprüng- 
lichen x^  y  durch  die  beiden  Gleichungen 

<y)(ir,y,w,ü)r=0,  ö(a?,y,  w,i?)  =  0 
verbunden. 

Der  Verfasser  leitet  dann  die  Bedingung  ab,  der  die  Func- 
tion f  genügen  muss,  damit  die  transformirte  Gleichung  die  Form 

habe,  wo  %p(u)  und  ;^(t?)  zwei  willkürliche  Functionen  sind. 

2)  Zur  Integration  derselben  Gleichung  benutzt  Herr  Bou- 
gaieff  auch  die  Transformation 

wo  ,     dio 

dp 
Die  so  transformirte  Gleichung  wird  in  Bezug  auf  to  vom 
jien  Grade  sein,  wenn  z.  B. 

X  =  t/;(f(?'),  y  =  0(fo—pfß')  +  t(w^) 
ist,  wo  V?*;^  willkürliche  Functionen  sind. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capltel  5.    Oewohnliche  Differentialgleichangen.  Ig7 

Hierauf  stellt  der  Verfasser  die  allgemeine  Form  der  Diffe- 
rentialgleichungen auf,  die  sich  mit  Hülfe  dieser  Substitution 
integriren  lassen. 

3)  Nach  Betrachtung  der  Substitution  y=Arfaj  stellt  der 
Verfasser  zum  Schluss  einige  integrirbare  Formen  auf,  die  man 
bei  verschiedenen  Hypothesen  über  die  Form  des  Multiplikators 
erhält  Z,  (0.) 

J.  J.  Sylvester,  The  story  of  an  equation  of  diflferen- 
ces  of  the  second  order.  Phil.  Mag.  (4)  XXXVII.  225-227.  1869. 
Der  Verfasser  beweist,  dass  die  Bestimmung  des  Grades 
einer  Gleichung,  die  aus  einer  Elimination  resultirt,  benutzt 
werden  kann  zur  Folgerung  eines  neuen  und  keineswegs  klaren 
Factums  in  der  Differenzenrechnung.  Csy.  (0.) 

J.  CocKLE.     On  a  certain  Boolian  Trinomial.     Measenger 

V.  33-39.  1869. 
Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  ftlr  n=l  von  Boole 
(Differential  Equations  p.  449)  betrachteten  Differentialgleichung: 

worin  D  die  symbolische  Bedeutung  D  =  -=j:  hat. 

Mittelst  einer  Methode,  die  der  von  Laplace  nachgebildet 
und  eine  Verallgemeinerung  derselben  ist,  wird  das  Integral 
in  Form  eines  bestimmten  Integrales  aufgestellt. 

Zum  Schluss  macht  der  Verfasser  darauf  aufmerksam,  wie 
vermittelst  eines  Verfahrens,  welches  er  in  seiner  Arbeit:  „On 
certain  Rational  Fractions''  (Messenger  IV.  p.  168)  ausein- 
andergesetzt hat,  in  manchen  Fällen  ein  bestimmtes  Integral 
durch  ein  unbestimmtes  ersetzt  werden  kann.  He. 

D. . .  G.    Bidrag  tili  in  elementar  framställning  af  läran 
om  integrerande  faktom.     Dillner  Tidskr.  IL  127.  1869. 
Beweis  des  folgenden  Satzes:   Wenn  man  eine  Function  (p 
von  X  und  y  der  Art  bestimmen  kann,  dass  der  Ausdruck 

dN_dM 
__    dx       dy 

dy         dx 
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eine  Fanction  von  q>  ist,  so  ist 

fzdg> 

ein  Factor,  der  die  DilBTerentialgleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0 
integrabel  macht.  —  Zum  Schluss*  wird  noch  ein  anderes,  etwas 
allgemeineres  Theorem  bewiesen.  Hn.  (Wn.) 

D. . .  G.    Om  integrering  medelst  Substitution.    Dillner  Tidskr. 

n.  253.    1869. 
Ein  Versuch,  die  Methoden  zur  Integration  der  Differential- 
gleichungen durch  Substitution  rationeller  zu  machen. 

Hn.  (Wn.) 

Adolph  Steen.    Om  lineare  Differentialligningers  Inte- 
gration ved  besternte  Integraler*  PorLafChriatiania  1869.115. 

Der  Verfasser  giebt  einige  neue  Entwickelungen  in  Bezug 
auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 

CD    Caoa.+wS  +  ^^^^  +  *«^£ä  +  - 

mittelst  bestimmter  Integrale.  Er  zeigt  zuerst,  dass,  wenn  &o  =  0, 
6i  =  «Oo»  fct  =  («— l)ö,»-ftr  =  (n— r  +  l)ar-i,  6i,=  a«-.i  ist,  fol- 
gendes Integral  der  Gleichung  genUgt: 


,=/. 


wo  o  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist: 

aoM*  +  a,tt"-i  +  a,tt»-^  H h  ««^1«  +  a,  =  0. 

Weiter  sucht  dann  der  Verfasser,  ob  es  nicht  möglich  ist, 
der  allgemeinen  Gleichung  (1)  durch  ein  partikuläres  Integral 
von  folgender  Form  zu  genügen: 

a 

wenn  man  die  Grenzen  a  und  /?,  sowie  die  Form  der  Function 
/(m)  auf  geeignete  Weise  bestimmt.  Es  giebt  Fälle,  wo  man 
diese  Bestimmungen  ausfuhren  kann.  —  Die  Arbeit  enthält  ferner 
zahlreiche  Anwendungen.  Hn.  (Wn.) 
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HoLMGREN.     Sur  rint^gralion   de  T^quation  diffi^rentielle 

Handl.  Stockh.  YU.  1869. 
In  der  Einleitung  erwähnt'  der  Verfasser  die  auf  dieselbe 
Aufgabe  bezüglichen  Arbeiten  von  Euler,  Liouville  und  Spitzer 
und  bemerkt  dann:  ^Eine  allgemeine  Integrationsmethode,  die 
von  jedem  Einwurf  frei  ist,  blieb  bisher  immer  noch  zu  wün- 
schen. Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist  es,  aus- 
gebend von  den  Liouville'schen  Arbeiten,  eine  solche  aufzustellen, 
und  mit  ihrer  Hülfe  vollständige  Integrale  zu  finden,  die  keiner 
Beschränkung  in  Bezug  auf  den  Werth  der  unabhängigen  Ya- 
riabeln  unterworfen  sind",  Hn.  (Wn.) 

H.  MyLORD.  Lösnitlg  af  Opgave  267.   Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI. 
144.  1870. 
Integration  der  Differentialgleichung: 

Man  setze  zuerst  — y=a?'4-»,  dann  »  =  — ,  so  erhält  man 

X 

^fd*u        \    -du 
<dx^  +  V-^^  =  ^- 
Hier  setze  man  u  =  u^  sin  a;  -f  u^  cos  x, 

so  ergiebt  sich  durch  BestimmuDg  von  u^  und  u^: 

k 

y^x*-\ — ^  [x  sin  (o?  +  fc,)  +  cos  (x  +  *,)]. 

"^  Hn.  (Wn.) 

A.  Steen.     Ogtan  en  Methode  til  Integration  af 
djy 
dx* 

7 ^^  x«v3=^^'  +  y'^'     ^^^l°«r  Tidßkr.  III.  24.  1870- 

G.  Mittag  Leffler.    Integration  af  düFerentialequationer 

(i  +  y'T 

Dillner  Tidsskr.  III.  24  und  28.  1870. 
Beide  Arbeiten  sind  durch  eine  Arbeit  von  Malmsten  in  dem- 
selben  Journal    (II.  69)   veranlasst.     Herr  Steen   integrirt  die 
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Differentialgleichung  durch  Transformation  und  giebt  als  An- 
wendung folgenden  Satz; 

Es  sei  eine  Rotationsfläche  « =  <)p(aj' +  y')«  Die  Linien  von 
constanter  Neigung  (K)  in  Bezug  auf  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe 
haben  zu  Projectionen  auf  diese  Ebene  Curven^  deren  orthogonale 
Trajectorien  einen  Krümmungsradius  (^)  haben: 

wo  r  den  Abstand  der  Punkte  von  der  Axe  ausdrückt. 

Herr  Leffler  integrirt  die  Differentialgleichung  mittelst  geo- 
metrischer Betrachtungen  und  bemerkt,  dass  die  allgemeinere 
Gleichung: 

^ ,=K(i^'  +  2bxy+cy'+2ex  +  2fy+g:} 

mittelst  der  Substitutionen: 

u  =  bx  +  cy  +  f 

I z\  1    ec—bf 


die  Form  annimmt: 


(l  +  O*  Hn.  (Wn.) 


A.  Steen.    Nogle  Bemarkniiiger  om  Integi-ation  af  Diffe- 

rentialligninger.      Dillner  Tidskr.  III.  44.  1870. 

Bemerkungen  über  die*  Anwendung  der  Variation  der  Con- 
stanten bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung.  Hn.  (Wn.) 

— .     On   a  class   of  diflFerential  equations.     Measenger  V. 

90-94.  1869. 
Es  wird  zuerst  gezeigt,  dass  die  Differentialgleichung 

wo  P  und  R  Functionen  von  y  allein  sind,  immer  auf  Quadra- 
turen zurückgeführt  werden  kann,  vermittelst  der  Substitution 

(^^^±. 
wo  3  Function  von  y  ist. 
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Auf  diese  Gleichung  wird  die  allgemeinere 

PyQ^R  Functionen  von  y,   zurückgeführt  durch  Multiplication 
einer  Function  fi  von  y^  welche  der  Bedingung 

genügt 

Die  Resultate  werden  endlich  so  verallgemeinert,  dass  man 
das  Integral  von 

'S+o(|)V<|)=o 

erhält  He. 

A.  Cayley.     Note   on  the  Integration    of   certain  diflfe- 
rential   equations  by  series.    Messenger  v.  77-82.  1869. 

Hat  man  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  der 
man  durch  ein  Integral  der  Form 

y  =  ila;^  +  fia^+*+... 
genügen  kann,  so  wird  A  durch  eine  quadratische  Gleichung  be* 
stimmt.    Für  jeden  Werth  von   k  sind  dann  die  Coefficienten 

B,  C...  bestimmte  Vielfache  von  Ay  so  dass^das  allgemeine  In- 
tegral die  Form 

annimmt 

Der  specielle  Fall  nun,  den  der  Verfasser  behandelt,  ist 
der,  wo  die  Differenz  der  beiden  Wurzeln  a  und  ß  eine  ganze 
Zahl  k  ist,  so  dass  ß=a  +  k.  tu  diesem  Fall  fällt  obige  Lösung 
der  Form  nach  mit 

y  =  ilaj«  +  iBa;«+*4-... 
zusammen,  welche  daher  zwei  willkürliche  Constante  enthalten 
muss,  so  dass  jetzt  die  Coefficienten  nicht  länger  bestimmte  Viel- 
fache von  A  sein  können. 

Als  einfachster  Fall  wird  derjenige  behandelt,  wo  die  Be- 
dingungsgleichungen für  die  Coefficienten  immer  nur  zwei  auf 
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einander  folgende  GoefGcienten  verbinden.    Dann  erseheiiit  das 
allgemeine  Integral  in  der  Form 

so  dass  jetzt  eine  singulare  Lösung  in  endlicher  Form  existirt 

He. 

R  Helmling.    De  aequatione  ■Xo-^  +  -X^i  ^+-X,y  =  0  in- 
tegranda.     Dorpat  1860. 

R.    Most,      üeber    eine     lineare     Differentialgleichung 

m'*'  Ordnung.  Schlömilch  Z.  XV.  427-450.  1870. 
Für  jeden  singulären  Punkt  a  einer  beliebigen  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  m*"  Ordnung,  deren  Goefficienten 
eindeutige  Funktionen  des  Argumentes  x  sind,  giebt  es,  wie 
H.  Fuchs  gezeigt  hat,  m  partikuläre  ein  Fundamentalsystem  bildende 
Integrale  von  der  Form:  (a?— a)^<3P,  wo  <p  im  Allgemeinen  eine 
in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Funktion  von  x  ist.  Die 
Grössen  A  werden  bis  auf  beliebig  hinzuzufügende  ganze  Zahlen 
durch  eine  Gleichung  m*«"  Grades  bestimmt,  deren  Wurzeln  w 
zu  den  Grössen  l  in  der  Beziehung  stehen:  fo  =  e^"*^*).  Für 
den  Fall,  dass  einige  der  Wurzeln  einander  gleich  werden,  hatte 
H.  Fuchs  weiter  nachgewiesen,  dass  in  der  entsprechenden  Gruppe 
von  Integralen  im  Allgemeinen  Logarithmen  auftreten.  Hiervon 
ausgehend,  giebt  der  Verfasser  zunächst  eine  allgemeine  Methode, 
diese  neuen  Integrale  aufzufinden.  Sie  beruht  auf  dem  Prinzip, 
den  Fall  gleicher  Wurzeln  als  Grenzfall  der  ungleichen  Wurzeln 
zu  behandeln.  Indem  wir  es  uns  hier  versagen  müssen,  die  Be< 
denken,  die  wir  gegen  die  Herleitung  haben,  auszufahren,  be- 
merken  wir  nur  zu  dem  Resultate,  dass  dasselbe  zwar  der  Form 
nach  die  von  H.  Fuchs  gegebene  Darstellung  der  Integrale  als  line- 
are Funktionen  von  log(a?— a)  mit  variablen  Goefficienten  ent- 

*)  In  der  Abhandlung  heisBt  es  irrthümlich,  die  l  selbst  ergeben  sich 
als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  m^en  Grades,  was  schon  der  Definition 
dieser  Grössen  widerspricht.  Für  eine  bestimmte  Klasse  von  Differential- 
gleichungen, zu  der  auch  die  vom  Verfasser  behandelte  gehört,  hat  H.  Fachs 
allerdings  auch  für  die  k  eine  Gleichung  mi^n  Grades  aufgestellt,  diese 
erfällen  aber  alsdann  noch  die  besondere  Bedingung,  dass  die  ihnen  zu- 
gehörigen if  für  x=^a  nicht  Terschwinden. 
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hält,  allein  für  diese  Ck)efficienteii  selbst  Werthbestimmungen 
aufweist,  deren  Unzulässigkeit  schon  aus  dem  Grunde  ersichtlich 
ist,  dass  aus  denselben  folgen  würde,  es  müssten  in  dem  Fall 
gleicher  X  jedes  Mal  Logarithmen  auftreten,  was  schon  durch 
einfache  Beispiele  widerlegt  wird. 

Die  Differentialgleichung^  um  deren  Integration  es  sich 
handelt,  lautet: 

Für  die  partikulären  Integrale  derselben  werden  drei  Dar- 
stellungsformen angewandt :  Reihen,  bestimmte  Integrale  und  be- 
stimmte Differentiale.    Unter  bestimmten  Differentialen  wird  hier 

der  Ausdruck     ^^  '       verstanden,  in  welchem   nach  erfolgter 

Differentiation  u  einen  bestimmten  Werth  erhält. 

Es  wird  nun  zunächst  die  Gleichung  behandelt,  die  aus  der 
gegebenen  hervorgeht,  wenn  man  die  rechte  Seite  gleich  Null 
setzt.  Nach  einer  Umformung,  wie  sie  Riemann  fllr  m  =  2  an- 
gegeben, und  der  darauf  folgenden  Substitution  x^  =  ^j  erhält 
sie  die  Gestalt: 

Die  Grössen  du  und  et  ergeben  sich  als  lineare  homogene 
Funktionen  von  resp.  ajt  und  &*,  und  fttr  die  singulären  Punkte 
0  und  00  nehmen  die  bezüglichen  Fundamentalgleichuugen, 
deren  Wurzeln  die  partikulären  Integrale  einzeln  zugeordnet 
sind,  die  Formen  an: 

d^  ß*»tt*»  +  ^i  ß^^^tt"*"*  4- .. .  -|-  d^  =  0 
e^p"»tt*  -|-ej  p'w-iym-i  ^ ...  _|_  em  =  0. 

Es  wird  darauf  der  Einfachheit  halber  und  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  ^  =  1  gesetzt.  In  der  Umgebung  der  singulären 
Punkte  0  und  00  —  die  Reihenentwickelung  für  den  dritten  sin- 
gulären Punkt  x=  —  j^  wird  nicht  versucht  —  ergeben  sich 
dann  tttr  die  m  partikulären  Integrale  die  bezüglichen  Reihen: 

"«  ^«4— «,  +  !,«,— «,  +  !,...«,— o»+l,     Oo    / 
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wenn  mit  f(?"  ?*  ä"0  *^®  hypergeometrische  Reihe  m*"  Ord- 
nung: "   * '"  "* 

n=ü6«|1...6»»l* 

bezeichnet  wird;  die  a  und  /?  sind  die  Wurzeln  der  resp.  1*" 
und  2*®"  obiger  Fundamentalgleichungen  und  q  nimmt  alle  Werthq 
von  1  bis  m  an. 

Die  für  den  Fall,  dass  die  Differenzen  der  a  (oder  der  fl) 
zum  Theil  ganze  Zahlen  sind,  ausfallenden  Integrale  sind  durch 
neue  zu  ersetzen;  wenn  aber  der  Verfasser  glaubt,  vermittelst 
eines  einfachen  Raionnements  für  das  ausgefallene  t/r  ein  neues 
Integral  y'^  in  12"  (und  ebenso  in  13**)  hergestellt  zu  haben, 
so  hat  er  dabei  übersehen,  dass  dieses  mit  einem  andern  Inte- 
grale desselben  Systems,  nämlich  mit  y,  zusammenfällt  Dass 
auch  in  dem  Falle  gleicher  a  Integrale  ausfallen,  ist  gar  nicht 
angemerkt.  Um  in  beiden  Fällen  die  Lücke  auszufüllen,  be- 
darf es  einer  tieferen  Untersuchung  der  Bildungsgleichungen 
Air  die  Coefficienten  der  Reihen,  die  der  Verfasser  nicht  ange- 
stellt hat. 

Die  Darstellung  der  Lösungen  durch  bestimmte  Integrale, 
wobei  die  3  Fälle:  1)  a^^Ojfto^O,  2)  6,=6j  =  ..6,_,  =  0, 
3)  ao=..a,._i  =  0,  verschiedene  Formen  ergeben,  gelingt  ihm 
mit  flülfe  von  Reduktionssätzen,  die  wir  hier  ebenso  wenig  wie 
die  bestimmten  Integrale  selbst,  die  in  allen  Fällen  (m— «)fach 
werden,  wiedergeben  können.  Die  Anzahl  der  so  gewonnenen 
Lösungen  übersteigt  m,  eine  Diskussion  derselben,  namentlich 
hinsichtlich  der  Relationen,  die  zwischen  ihnen  bestehen  müssen, 
findet  nicht  statt. 

Bei  Gelegenheit  der  Darstellung  der  partikulären  Integrale 
durch  bestimmte  Differentiale,  auf   die  wir  hier  ebenfalls  nicht 

weiter  eingehen,  wird  bemerkt,  dass  die  Ausdrücke  I     ^  ,  ;^ — ^J^^^ 

ähnliche  Beziehungen  wie  die  Gammafunktionen  zeigen. 

Den  Beschluss  macht  die  Zurückführung  der  Integration  der 
■  vorliegenden  nicht  homogenen  Gleichung   auf  die  einer  homo- 
genen Gleichung  der  betrachteten  Art.  Hr. 
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J.  COCKLE.      On   Criticoids.      Phil.  Mag.  (4)  XXXIX.  201-210.  1870. 

Eine  „critical"  Funktion  der  Coefficienten  einer  algebra- 
ischen Gleichung  ist  eine  Funktion,  welche  unverändert  bleibt, 
wenn  jede  der  Wurzeln  um  dieselbe  Grösse  vermehrt  wird ;  mit 
andern  Worten,  eine  „criticaV'  Function  ist  eine  Funktion  der 
Wurzeldifferenzen. 

Ein  „Criticoid"  befindet  sich  in  derselben  Beziehung  zu 
einer  factoriell  transformirten  linearen  Differentialgleichung,  wie 
eine  „critical"  Funktion  in  Beziehung  zu  einer  linear  transfor- 
mirten algebraischen  Gleichung.  Csy.  (0.) 

L.  Fuchs.    Suf  le  d^veloppement  en  s^ries  des  integrales 
des  Äjuatious   diffdrentielles    lin^aires.    Briosohi  Ann.  (2) 

IV.  36-49.  1870. 
Der  Verfasser  lehrt  im  Anschluss  an  seine,  in  Borchardt  J. 
LXVI.  veröffentliche  Abhandlung  die  Werthe  der  Integrale  line- 
arer Differentialgleiehungen  durch  eine  für  die  nicht  singulä- 
ren  Punkt«  stets  convergente  Keihe  bestimmen,  deren  Glieder 
durch  wiederholte  Integration  gewonnen  werden,  und  in  welcher 
die  von  Caquö  in  Liouville  J.  im  Jahre  1864  veröffentlichte 
Reihe  enthalten  ist.  Wy. 

C.  Tychsen.    ßettelse  til  in  Afhandling  af  Abel.    Tychsen 

Tidßflkr.  (2)  V.  49.  1869. 
Der  Verfasser  hat  einen  Rechnungsfehler  im  zweiten  Theil 
von  N.  H.  Abels  oeuvres  compl6tes  p.  244  verbessert. 

Hn.  (Wn.) 


Capitel  6. 
Partielle  Differentialgleichungen. 

B.  Elbmann.  Partielle  Differentialgleichungen  und  deren  An- 
wendung   auf  physikalische    Fragen.    Vorlesungen,  heraus- 
gegeben von  £.  Hattendorf    Braunschweig.  1869. 
Der  Herausgeber  reproducirt   die  Vorlesang^,   welcbe  Rie- 

mann  im  Winter  1854-55,  also  im  Beginn  seiner  akademischen 
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Thätigkeit  in  Göttingen  gehalten  nnd  im  Winter  1860-61  und 
im  Sommer  1862  in  erweiterter  Weise  wiederholt  hat  Eine  zu- 
sammenhängende Ausarbeitung  des  Verfassers  von  1854  hat  der 
Herausgabe  zu  Grunde  gelegen  und  derselben  hat  der  Verfasser 
die  Erweiterungen  hinzugefügt,  welche  sein  eigenes  Heft  von 
18G0-61  enthält.  Es  zeugt  von  Riemann*s  grosser  Einsicht  und 
Bescheidenheit,  dass  er  sich  bei  dieser,  wohl  seiner  ersten  aka- 
demischen Vorlesungen  im  Jahre  1854  sehr  genau  an  den  muster- 
gültigen Vortrag  seines  Lehrers  Dirichlet  über  denselben  Gegen- 
stand gehalten  hat;  eine  akademische  Vorlesung  soll  ja  nicht 
unter  allen  Umständen  eine  Originalarbeit  sein.  Das  hierüber 
ausgearbeitete  Heft  enthält  in  der  That  die  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale,  der  Fourier'schen  Reihen,  der  partiellen 
Differentialgleichungen,  die  Anwendungen  auf  die  Wärmelehre, 
namentlich  die  Verbreitung  der  Wärme  in  einem  unendlichen 
Körper  und  einer  Kugel,  deren  Oberfläche  gleichmässig  erwärmt 
ist,  dann  die  Theorie  der  elastischen  Saite  und  der  Luftsdiwin« 
gungen  in  der  Weise,  wie  sie  Dirichlet  in  Berlin  vorzutragen 
pflegte;  die  Erweiterungen  von  1860  und  61  enthalten  dagegen 
Probleme,  die  Dirichlet  in  diesen  Vorlesungen  nicht  gegeben 
hat,  nämlich  den  allgemeinen  Fall  der  Wärmeverbreitung  in 
einer  Kugel,  die  Gleichungen  für  die  elastischen  festen  Körper 
mit  Beispielen  und  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer 
begrenzten  Flüssigkeit.  Eigene  Riemann'sche  Untersuchungen 
enthält  diese  Arbeit  nicht,  die  Methoden,  welche  z.  B.  in  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  der  Fourier'schen  Reihen 
eingeschlagen  werden,  stehen  dem  fem,  was  Biemann  sonst  über 
diese  Gegenstände  vorgetragen  oder  veröffentlicht  hat.  Wenn 
daher  die  Veröffentlichung  Riemann'scher  Vorlesungen  auch  unter 
allen  Umständen  Dank  verdient,  so  würde  sich  der  Herausgeber 
denselben  vielleicht  noch  im  höheren  Grade  erworben  haben, 
wenn  er  mit  der  Herausgabe  der  Vorlesung  über  Functionen- 
theorie  und  AbeFsche  Funktionen,  so  wie  über  das  Potential 
begonnen  hätte,  da  namentlich  die  beiden  erstgenannten  Vor- 
träge höchst  wichtige  Erläuterungen  und  Ergänzungen  zu  den 
so  kurzen  von  Riemann  veröffentlichen  Abhandlungen  über  diese 
Gegenstände  bilden.  Ku 
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F.  Grelle.  Die  Integration  der  gewöhnlichen  und  par- 
tiellen Differentialgleichungen  durch  die  Methode  der 
Trennung   der   operativen   Symbole.     Schlömilch  z.  xv. 

297-310.  1870. 
Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  5.  p.  160. 

V.  G.  Imschenetsky.  Sur  Tint^gration  des  ^uations  aux 
dAivdes  partielles  du  premier  ordre,  traduit  du  Russe 

par  J.  Hoüel.     Grunert  Arch.  L.  278-474.  1869. 

Die  Arbeit  giebt  in.  sehr  ausführlicher  Weise  die  Unter- 
sachungen  über  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
wie  sie  in  neuester  Zeit  zur  Abrundung  gekommen  ist.  Der 
H.  Y.  schliesst  sich  im  Allgemeinen  der  Jakobi'seben  Behandlungs- 
weise,  wie  sie  in  seiner  hinterlassenen  von  Clebsch  veröffentr 
liebten  Arbeit  gegeben  ist,  an,  nimmt  aber  dabei  auf  die  voraus- 
gehenden Untersuchungen  von  La  Orange,  Charpit,  Pfaff,  Cauchy 
und  Jacobi,  selbst  auf  die  späteren  von  Liouville,  Bertrand,  Bour 
u.  8.  w.  vielfach  Rücksicht.  Die  Arbeit  selbst  zerfällt  in  7  Ka- 
pitel, in  deren  erstem  die  verschiedenen  Formen  der  Integrale 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  namentlich 
des  vollständigen  singulären  allgemeinen  Integrals  bebandelt 
werden.  Das  2*^  Kapitel  betrifft  diejenigen  Formen  von  allge- 
meinen Integralen^  welche  zu  einer  Differentialgleichung  führen, 
welche  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  linear  ist. 

Das  3*^  Kapitel  geht  dann  auf  die  allgemeine  Integration 
über,  sie  wird  nach  Jakobi  gegeben,  in  dessen  Behandlung  der 
Verfasser  jedoch  einige  Vereinfachungen  einführt.  Zunächst 
wird  der  Fall  von  2  unabhängigen  Variablen  behandelt,  in  wel- 
chem Falle  das  Jacobi'sche  Verfahren  mit  dem  von  La  Orange 
und  Ghai-pit  gegebenen  identisch  ist,  dann  aber  der  allgemeine 
Fall  behandelt. 

Im  4**"  und  5'*"  Kapitel  wird  diese  Integration  dann  zu 
Ende  geführt. 

Das  6*^  Kapitel  beschäftigt  sich  mit  der  von  Bour  gegebenen 
Erweiterung'  der  Jacobi'schen  Theorie  auf  simultane  partielle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  deren  Anwendung  auf 
verschiedene  Probleme. 

Fortschr.  d.  Math.  II.   1.  12 
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Im  7*"'  Kapitel  wird  die  Theorie  der  sogenamiten  Hamilton - 
sehen  DijBferentialgleiehuDgen  behandelt,  d.  b.  derjenigen  totalen 
Differentialgleichungen,  die  sich  auf  eine  partielle  Differential- 
gleichung r^''  Ordnung  zurückführen  lassen,  welche  namentlich 
in  der  Mechanik  und  Variationsrechnung  vorkommen.  Endlich 
giebt  das  8'*  Kapitel  noch  eine  Uebersicht  der  Methode^  welche 
Gauchy  fttr  die  pai-tiellen  Differentialgleichungen  anwendet 

Ni. 

C.  NivEN.  Application  of  a  change  of  the  dependent 
and  independent  variables.     Quart.  J.  x.  312-317.  1870. 

Umständlicher  Beweis  der  bekannten  Lösung  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  dem  Zwecke,  eine  solche 
zweiter  Ordnung  nach  gleicher  Methode  zu  behandeln.  Doch 
ist  auch  deren  Lösung  vorausgesetzt  Zum  Zweck  ihres  Be- 
weises bedurfte  es  keiner  Hinweisung  auf  einen  Wechsel  der 
Variabein,  der  sich  von  selbst  darbietet  und  kaum  zu  um- 
gehen ist  H. 

R.  Radau.    Ueber  gewisse  Eigenschaften  der  DiflFerential- 
gleichungen  der  Dynamik.     Ciebsch  Ann.  il.  167.  1870. 
Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4. 

A.  Korkine.     Sur  les  integrales   des  ^quations  du  niou- 

vement.      Ciebsch  Ann.  IL  13.  1870. 
Siehe  Abschnitt  X.  Gap.  4. 

G.  Holzmüller.  Ueber  die  Anwendung  der  Jacobi- 
Hamilton'sclien  Methode  auf  den  Fall  der  Anziehung 
nach    dem    elektrodynamischen    Gesetz    von    Weber. 

Schlömilch  Z.  XY.  69-91.  1870. 
Siehe  Abschnitt  X.  Gap.  4. 

Brill.      Ueber    die    Differentialgleichungen    fllr    Licht- 
schwingungen.    Ciebsch  Ann.  L  225-252.  1869. 
Siehe  Abschnitt  XL  Gap.  2. 
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R.  MooN.  The  Solution  of  linear  partial  differential 
equations  of  the  second  order  involving  two  indepen- 
dent  variables.     Phil.  Mag.  (4)  XL.  35-41.  1870.  Csy. 


Simon  Spitzer.     Integration   der  partiellen  DiflFerential- 
gleichung 

£= **^ +''.0') +»'''.(y) + •••^'-'^-(j')> 

in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  und  Fj  (y) 
F2(y)...F«(y)  beliebige  Funktioneu    von  y  bedeuten. 

Gninert  Arch.  LI.  499-506.  1870. 

Der  Verfasser  verificirt  folgende  Formeln: 

1)  Für  den  Fall,  wo  m  =  ly  die  Gleichung  also  lautet: 

wo  die  l  die  Wurzeln  der  Gleichung  A"+^  =  l  sind,  9>iqp,...flrn+i 
im  übrigen  willkürliche  Funktionen,  welche  die  Gleichung 

*7  9^r^(ji) + A?9i-^(y)  +  •  •• + *:-,!  »i"ii  Cy) =*'.  (y) 

erfüllen.    Jedoch  ist  es  noch  nöthig,  dass  die  q>  derart  gewählt 
sind,  dass  der  Ausdruck: 

fllr  tf=oo  verschwindet. 

2)  Für  den  Fall,  wo  m=s2,  also: 


wo  die  l  die  Wurzeln  der  Gleichung  A»+'  =  i,  die  <p  selbst  will- 

12» 
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kürlicbe  Funktionen  sind,  welche  die  Bedingungsgleichaogen: 

r=l  0 

r=l  ü 

erfüllen,  indess  muss  auch  hier  der  Ausdruck: 

0  r=l  ** 

für  11  =00  verschwinden.  Ni. 

A.  Caylkt.     A   „Smith's  Prize"  papen    1869,    Questiou. 

14.      Meesenger  V.  62-64.  1869. 

Aus  den  Integralen 

a?  =  acos/+a'sinl,  y  =  6cos<  +  6' sin  < 
der  dynamischen  Gleichungen 

wird  die  simultane  Lösung 

S  =  c  +  Y  («•+  y'-f  a'+ 6*)  cos  <— 2  (oa;  +  by)  cosec  t 
der  beiden ^paiüellen  Differentialgleichungen: 

f+llO'+(D"l=-ic«-+,-) 

hergeleitet.  Glr.  (0.) 

P.  C.  V.  Hansen.     Lösning  af  Opgaver    118.     Tychseo 

TidBskr.  (2)  V.  161.  1869. 
Integration    der    folgenden   Differentialgleichungen   mittelst 
bestimmter  Integrale: 

d'*      m(m+l)        od'«_. 

cte'      o;  da?         dy*"^ 
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P.  C.  V.  Hansen.     Cauchy's  Methode  til  Integration  af 
partielle  DifFerenti^lHgninger    af   1***    Orden.     Tychsen 

Tidaskr.  (2)  VI.  26,  73,  123.  1870. 
EntwickeluDg  bekannter  Theorieen.  —  Der  Verfasser  stützt 
sich   vorzugsweise    auf   die  Arbeiten    von    Gauchy    (Exercices 
d'analyse  et  de  phys.  matb.  Tome  II.)  und  von  Serret  (Compt. 
rend.  Octobre  1861).  Hn.  (Wn.) 

R.   MooN.     On    the   equation    of  Laplace's    coefficients. 

Phil.  Mag.  (4)  XL.  434-440.  1870. 
Die  Gleichung  von  Laplace's  Coefficienten  wurde  zuerst  in 
endlichen  Ausdrücken  integrirt  im  Jahre  1841  von  Hargreave. 
Zwei  andere  Lösungen  sind  früher  von  Boole  und  Donkin  ge- 
geben. Die  vorliegende  Arbeit  giebt  eine  neue,  von  den  frühe- 
ren verschiedene  Lösung  derselben  Frage.  Csy.  (0.) 

L,  ScHLÄFLi.     üeber  die  partielle  Differentialgleichung 

dw  _  d'fi? 

Borchardt  J.  LXXII.  263- 284.  1870. 

Aus  partikulären  Lösungen  der  Glieder  wird  mit  Vermei- 
dung des  Fourier'schen  Doppelintegrals  eine  allgemeine  Lösung 
von  gewöhnlicher  Convergenz  gewonnen,  welche  in  verschiedenen 
Formen  ihren  Ausdruck  findet.  Im  zweiten  Theil  sind  durch 
diese  die  verschiedenen  Aufgaben  gelöst,  welche  in  der  Hatten- 
dorf  sehen  Ausgabe  der  Vorlesungen  Blemann's  über  partielle 
Differentialgleichungen  in  Betreff  der  Wärmebewegung  in  homo- 
genen Körpern  bei  verschiedenen  .Oberflächenbedingungeu  be- 
handelt werden,  und  zwar  dient  zur  Ermöglichung  dieser  Auf- 
lösungsmethode die  Auffindung  von  Festsetzungen,  wie  die  Funk- 
tion, welche  für  die  Anfangstemperatur  der  durch  das  x  be- 
stimmten Schichten  beliebige  Werthe  angiebt,  gemäss  den  Ober- 
flächenbedingungen ausserhalb  des  Körpers  fortzusetzen  ist. 

Eine  frühere  Ausführung  des  letztgenannten  Gedankens  solle 
von  Poisson  (Joum.  polytechnique.  19)  vorhanden  sein,  wovon 
sich  der  Herr  Verfasser  aber  nicht  habe  überzeugen  können, 
da  ihm  die  Notiz  erst  bei  der  Redaktion  zugegangen  und  jenes 
Journal  nicht  zur  Hand  gewesen  sei. 
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Beachtenswertb  ist  noch  eine,  wie  es  scheint^  wohl  begrün- 
dete Bemerkung,   über  die  Sprangstellen   a  der  Foarier^sehen 

Reihe,  dass  die  Annahme  des  Werthes  '^{F(a-\-Qi)  +  F^a—0)) 
rein  oonventionell  sei.  Wy. 


Capitel  7. 
Variationsrechnung. 

A.  Maybr.    Der  Satz   der  Variationsrechnung,  welcher 
dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  in  der  Mechanik 

entspricht.      Olebsch  Ann.  n.  143-149.  1870. 

Der  Verfasser  betrachtet  den  in  Bede  stehenden  Satz  als 
einen  besonderen  Fall  eines  allgemeineren  der  Variationsrechnung, 
der  letztere  wiederum  ist  eine  Interpretation  der  bekannten  Zu- 
rückfUhrung  der  Hamilton'schen  partiellen  Differentialgleichung, 
durch  welche  sich  die  Probleme  der  Variationsrechnung  be- 
stimmen lassen,  auf  eine  andere,  welche  die  Grundvariable 
nicht  enthält.  Diese  Zurflckf&hrung  wird  aber  vom  Verfasser 
auf  elementarem  Wege  bewirkt  und  besteht  in  dem  Satze: 

Sind  y  yi  y,  • .  •  y»  unbekannte  Funktionen  von  o?,  femer  q>^,  fp^ 
***(fm  (m<n-f-l)  Funktionen  der  y,  f  eine  Funktion  der  y  und 
ihrer  ersten  Differentialquotienten  y'.  Soll  dann  die  Variation 
des  Integrales  ^«^ 

f>z=Jfdx 

unter  der  Bedingung  verschwinden,  dass  auch  die  Funktionen 
<p  gleich  Null  werden^  so  fährt  dies  bekanntlich  auf  n  +  l  Diffe- 
rentialgleichungen Ton  der  Form: 

^   dt/i     Si     dyi      dx\dyV 
Der  Umstand,  dass  in  den  Funktionen  9  und  fdeiBx  selbst 
nicht  vorkommt,  bedingt,  dass  der  Ausdruck: 
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Fflhrt  man  nun  statt  x  die  Grösse  y  als  unabhängige  Va- 
riable ein,  und  eliminirt  mittelst  der  letzten  Gleichung  dx,  trans- 
formirt  demgemäss  die  in  f  befindlichen  nach  x  genommenen 
Differentialquotienten,  wodurch  die  Funktion  f  übergehen  möge 
in  F,  welche  letztere  Funktion  die  Differentialquotienten  von 
y^  ...yn  nach  y  enthält,  so  gehen  die  Gleichungen  1)  über  in  die 
n  Gleichungen: 

/+>  /+> 

to        *^    d(pk      d       u> 

d  ^* 

WO  u>  der  Werth  von  tf'  =  ^  i^t,  der  sich  aus  Gleichung  2) 

ergiebt 

Diese  Gleichungen  sind  ganz  von  der  Form,  wie  die  Glei- 
chungen 1)  und  lösen  also  das  Problem,  die  Variation  von: 

•dy 


-/^ 


zum  Verschwinden  zu  bringen,  wo  6^  b^  leicht  zu  bestimmende 
Grenzen  sind. 

Die  erstere  Aufgabe  lässt  sich  also  auf  die  letztere  zurück- 
führen und  umgekehrt. 

Um  hieraus  den  Satz  von  den  kleinsten  Wirkungen  abzu- 
leiten, muss  man  setzen:  x^i^f^^T-^-ü^  für  die  y  die  Goordi- 

naten  x^y,%  der  Punkte  des  Systems,  F=i.^,jti^(a?;'4-y^+»:'); 

es  ist  dann  V=:/lT+ü)dt,  und  das  Integral  2)  der  Satz  von 

der  lebendigen  Kraft,  Tz=U+h,  während  das  Integral  W  den 
Satz  von  den  kleinsten  Wirkungen  enthält  Ni. 

Sabinine.     Sur   la  m^thode    de  distinguer  les  maxima 
et  les  minima  des  integrales  d^finies  multiples.    Bull. 

de  St  Pöterßb.  XV.  70-83.  1870. 

Um  zu  entscheiden,  ob  ein  einfaches  oder  vielfaches  Integral 
zn  einem  Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man  bekanntlich 
die  zweite  Variation  zu  untersuchen.  Eine  Methode  ftLr  die  Dis- 
eusflion  der  zweiten  Variation  vielfacher  Integrale  ist  zuerst  von 
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Clebsch  angegeben  (Borchardt  J.  LVI.  122).  In  der  vorliegenden 
Arbeit  giebt  Herr  S.  eine  andere  Reduktion  der  zweiten  Variation, 
indem  er  an  Stelle  der  Variationen  gewisse  lineare,  algebraische 
Ausdrücke  von  willktirlichen  Constanten  substituirt  —  Die  Me- 
thode ist  ganz  allgemein  und  es  wird  nur  die  eine  Voraussetzung 
gemacht,  dass  die  Variationen  der  Grenzen  eonstant  sind.  Die 
Grundzüge  der  Methode  sind  folgende:  Gegeben  ist  das  viel- 
fache Integral: 


W=^fu>dx, 


•  •  dx{\ 


die  Funktion  tr  enthält  1)  die  unabhängigen  Variabein  x,a;,....a;j, 
2)  die  abhängigen  Variabein  y^^^^^yn^  die  als  Funktionen  von 
x^  ,...Xi  zu  bestimmen  sind,   3)  die  sA  partiellen  Differential- 

quotienten  der  letzteren  p«<,  wo  P*<=^' 

Sind  ausserdem  die  Bedingungsgleichungen  9)i  =  0^f:,=0.... 
(jrit  =  0  gegeben,  so  bilde  man 

V^=ßf>dx^  ...dxi] 

so  giebt  dV=0  bekanntlich  mit  den  Bedingungsgleichungen 
q>  =  0  zusammen  die  Differentialgleichungen  des  Problems,  so 
wie  die  Grenzbedingungen.  Der  Verfasser  bildet  nun  den  Aas- 
druck für  8^V  und  führt  darin  an  Stelle  der  Variationen  ir,  ...lo« 
der  y  folgende  Werthe  ein.  Bezeichnet  a«  eine  Integrationscon- 
staute,  die  in  die  Ausdrücke  von  y  und  x  erst  in  Folge  der  In- 
tegration der  Differentialgleichungen  des  Problems  eintritt  und 
die  entweder  in  einer  willkürlichen  Funktion  oder  unabhängig 
davon  stehen  kann,  so  bilde  man  die  Summen: 


WO  die  bji  ....6ie'-..6«i....6«e  unbestimmte  Gonstante  sind,  die 
weder  in  den  Funktionen  y  und  x  noch  in  den  Differential- 


Digitized  by  VjOOQIC 


^     Gapitel  7.    VariationsrechnuDg.  Ig5 

gleichaogen,  noch  in  den  Grenzbedingungen  vorkommen.  Diese 
unbeatimmten  Gonstanten  sind  nur  so  zu  wählen,  dass  die  Deter- 
minante D  der  «'  Grössen  L  nicht  gleich  0  wird.  Ist  diese 
Bedingung  erflillt,  so  kann  man  die  Variationen  tr  der  y  als 
Funktionen  von  eben  so  viel  unabhängigen  Variabeln  in  aus- 
drücken, indem  man  die  L  zu  CoefScienten  macht,  also  setzt: 

WO  die  in  als  willkürliche  Funktionen  von  x^...Xi  anzusehen 
sind. 

Diese  Ausdrücke  s^tzt  der  Verfasser  in  den  Ausdruck  ülr 
5'r  ein  und  gelangt  dann  nach  verschiedenen  ziemlich  compli- 
cirten  Reductionen  zu  einem  Ausdruck  für  5'F,  der  unter  dem 
Integralzeichen  einen  homogenen  Differentialausdruck  vom  zwei- 
ten Grade  in  Bezug  auf  die  willkürlichen  Variabein  enthält. 

Wn. 

LuNDSTRÖM.     Distinction   des  maxima  et  minima  dans 
un  probl^ine  isop^rim^trique,     N.  Act.  üpsai  (8)  VIT.  i-39. 

1870. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Theorie  der  isoperimetrischen 
Probleme,  die  nur  von  einem  einfachen  Integral  abhängen«  Nach- 
dem er  die  Hauptpunkte  jener  Probleme  auseinander  gesetzt, 
discutirt  er  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass  die  gefundene  Lösung  ein  Maximum  oder  Minimum 
sei.  Die  allgemeine  Methode  wird  zum  Schluss  an  einigen  be- 
kannten Beispielen  erläutert.  Wn. 

E.  Heine.     Aus  brieflichen  Mittheilungen.     ciebsch  Ann. 

n.  187-191.  1870. 

Die  zweite  Mittheilung  betrifft  den  Beweis  des  Satzes,  dass 
für  willkürliche  Aenderungen  3y  der  Ausdruck: 


/^^,y, 


Vd'-Uh^ 


nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  f  selbst  in  den  Integrations- 
grenzen verschwindet  Ni. 
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L.  LiNDELöF.    Sur  leg  limites  entre  lesqnelles  la  cat^ 
noide  est  une  surface  minima,     ciebscii  Ann.  n.  I6O-I66. 

1870. 
Siehe  Abschnitt  IX.  Cap.  3  D. 

W.  Walton.    On  a  problem  in  the  calculus  of  Variation. 

Quart.  J.  X.  72-78.  1869. 
Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4. 
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Siebenter  Abschnitt 
Funktionentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

J.  Thomab.    Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Funk- 
tionen und  der  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen. 

Halle.  Nebert.  1870. 
Siehe  Abschnitt  VII.  Cap.  2. 

E.  Beltbami.     Articolo  bibliografico :    Teorica   generale 
delle  funzioni  di  variabili  complesse,   del  profesBore 

Feiice  Casorati.      Vol.  I.  Pavia  1868.   Battagl.  G.  Vn.  29-41.  1869. 

Eine  Empfeblimg  des  Gasorati'schen  Werkes  (Vgl.  Fort- 
schr.  d.  M.  I.  128-130).  Indem  der  Verfasser  die  historische 
Entwickelang  der  Theorie  der  coipplexen  Grösseni  wie  sie  Ca- 
sorati giebt,  recapitulirt,  yerweilt  er  zunächst  bei  Gauss,  von 
dessen  Anzeige  der  Theoria  residuorum  biquadraticorum,  Com- 
mentatio  IL  (Gott  Anz.  1831)  er  den  grdssten  Theil  übersetzt 
wiedergiebt.  Im  Folgenden  werden  vorzugsweise  die  Verdienste 
Cauchy's  um  die  Ausbildung  der  Theorie  der  Funktionen  com- 
plexer  Variabebi  heryorgehoben..  M. 

J.  WoBPiTZKY.   Beiträge  zur  Funktionentheorie.  Pr.  Berlin 

1870. 
Es  bandelt  sich  in  dem  ersten  Theile  dieser  Arbeit  darum, 
für  eine  endliche  Differenz  6— a  das  bestimmte  Integral 

6-a 


Digitized  by  VjOOQIC 


/ 


188  VII-  AbBchnitt.    Funktionentheorie. 

in  der  Anschauung  zu  fixiren.  Hier  ist  /(Ä)  =  X-j-iF  eine  mehr- 
deutige Funktion  von  «=a;  +  *y»  die  den  für  die  endliehe  Be- 
stimmtheit des  Integrals  ausreichenden,  wenn  auch  nicht  durch- 
aus nothwendigen  Bedingungen  (die  in  der  Abhandlung:  „lieber 
die  Endlichkeit  von  bestimmten  Integralen  undReihensummen",  Ber- 
lin 1867,  vom  Verfasser  gegeben  sind),  genügt.  Theilt  man  den 
als  gerade  vorausgesetzten  Integrationsweg  b>  von  s  in  unend- 
lich viele  gleiche  Theile,  so  ist  das  obige  Integral  der  Pnnkt 
der  mittleren  Entfernung  aller  Punkte,  welche  in  der  Bahn  SB 
der  Funktion  f(j&)  den  Theilpunkten  von  xo  entsprechen;  oder 
mechanisch  gedeutet,  ist  das  bestimmte  Integral  die  complexe 
Coordinate  des  Schwerpunktes  der  Bahn  SB,  wenn  man  letztere 

proportional  dem  Modul  von  =pr  belastet  denkt.  Diese  Be- 
lastung lässt  sich  auch  durch  Ausbreitung  eines  Flächenstllekes 
um  SB  darstellen. 

Die  „allgemeine  Methode  zur  Berechnung  der  Wertfae  der 
Veränderlichen,  für  welche  eine  Funktion  einen  verlangten  Werth 
annimmt*,  —  welche  den  Inhalt  des  2*®"  Theiles  der  Arbeit  aus- 
macht, —  beruht  auf  der  Anwendung  der  recurrirenden  Formel 
(2)  9(«n+i) =/(»»)  auf  die  zu  lösende  Gleichung  (1)  (p(^)=f(^). 
Die  Bedingung,  dass  Lim  C»  =  C  wird,  ist:  dass  ^  innerhalb 
eines  um  ^  beschriebenen  Kreises  liegt;  der  die  Eigenschaft  hat, 
dass  ftar  alle  Punkte  innerhalb  desselben 

ist    Yortheilhafter  als  (2)  ftlr  die  Berechnung  ist  folgende  Formel: 

''^^^'^  - — ^üö=?üö —  -^•^^^- 

Am  einfachsten  ist  der  Fall  q>(z)=:s.  Verfasser  wendet  seine 
Methode  auf  den  von  Oauss  (Theoria  motus  corp.  coel.  p.  10) 
behandelten  Specialfall  u=fi-\-e  sin  u  der  Gleichung  u=X'\-aq(n) 
an,  deren  Wurzel  sich  bekanntlich  nach  der  Lagrange'schen 
Reihe  entwickeln  lässt,  (Lagrange,  M^m.  de  TAc.  de  Berlin  1768). 
Femer  wird  die  Rechnung  an  einem  numerischen  Beispiel,  der 
Wurzel  der  Gleichung  i5^+28»*  =  480  durchgeftthrt  und  mit  dem 
Resultat  von  Gauss  (Beiträge  zur  Theorie  d.  alg.  Glchgn.  1849, 
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§  16.  —  Werke  III.  93)  verglichen.  Zur  Beurtheilang  des  Feh- 
lers dient  die  Formel: 

mod  (£,+i-ö<niod  (f^+i—W  j^, 

wo  p  den  grössten  Modul  von  *,^^*^  auf  dem  Wege  für  s« 
bezeichnet.  9(^^+0 

Der  dritte  Theil  der  Arbeit  ist  eine  Abhandlung  „über  die 
Glieder  der  Taylor'schen  Reihe  und  eine  auf  ihre  Eigenschaften 
gestützte  Methode  zur  Berechnung  der  singulären  Punkte  und 
der  Wurzeln  der  Funktionen".  Der  Verfasser  nennt  einen  um 
»=l  beschriebenen  Kreis  K,  worin  die  monogene  Funktion  f(z) 
zugleich  mit  ihrer  Ableitung  überall  endlich,  eindeutig  und  stetig 
ist,  einen  s-fach  algebraischen  Convergeuzkreis  von  der 
Ordnung  a,  wenn:  1)  nur  für  s  Unendlichkeitspunkte  »'  auf 
ihm  Lim  (»—»*yf(z)  eine  und  zwar  bei  jeder  Annäherung  die- 

selbe  bestimmte  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  2)  für  eine  Num- 
mer n  Lim  («—»)«+"/'»(»)  ebenfalls  endlich  ist.    Für  alle  Punkte 

a^  des  Kj  wofür  dieser  von  der  Ordnung  a  wird,  gilt  die  Summe: 

worin  ^p(t,w)  eine  für  «=00  verschwindende  Funktion  und  A,, 
endliche  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten.  Zunächst 
werden  nun  die  Glieder  der  Taylor'schen  Reihe  für  einen  ein- 
fach-algebraischen Convergeuzkreis  betrachtet,  und  Näherungs- 
formeln zur  Berechnung  von  a  und  a  aufgestellt.  Die  Berech- 
nung der  Nullpunkte  einer  Funktion,  also  auch  die  Auflösung 
der  Gleichungen  lässt  sich  leicht  darauf  zurückführen.    Beispiele : 

l_5-.tiÄ«  =  0,  ?^  =  0,  »'  +  2825*— 480  =  0.    Für  einen  mehr- 

fach -algebraischen  Convergeuzkreis  giebt  der  Verfasser  einen 
Ausdruck  zur  Berechnung  der  A^,  nach  der  Bestimmung  der  a«, 
und  verweUt  nur  bei  der  Berechnung  der  Grössen  a^— f.  Es 
lassen  sich  aus  den  Coefficienten  der  Taylor'schen  Beihe  die 
Goefficienten  einer  Gleichung  «*^°  Grades  berechnen,  durch  deren 
Wurzeln  o»— <  die  $  singulären  Punkte  a«  bestimmt  werden. 
Für  einen  2-'fach  algebraischen  Convergeuzkreis  werden  die  Bei- 
spiele 1— »— 1*«'  =  0  und  »'— m»'— 1  =  0  durchgeführt.      M. 
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H.  Hanckel.  Untersuchungen  über  die  unendlich  oft 
oscillirenden  und  unstetigen  Funktionen.  Ein  Bei- 
trag zur  Feststellung  des  Begriffes  der  Funktion  über- 
haupt.    Universitatspr.  Tübingen.  1870. 

Die  „einleitenden  Bemerkungen  Über  den  FunktionsbegrifiT, 
mit  denen  der  Verfasser  beginnt,  fahren  den  Nachweis,  das» 
die  allmähliche  Ausbildung  des  Begriffes  „Funktion"  mit  den 
Fortschritten  der  Änalysis  Hand  in  Hand  gegangen  ist  Des- 
cartes  stellte  zuerst  die  Abhängigkeit  der  Werthreihen  zweier 
veränderlichen  Grössen  geometrisch  dar,  und  für  dieses  Abhän- 
gigkeitsverhältniss  schufen  Leibniz  und  Joh.  Bemoolli  den  Aus- 
druck „Funktion''.  Euler's  Definition  hatte  nur  algebraische 
Funktionen  vor  Augen  und  wurde  durch  Fourier's  Entdeckung, 
ganz  beliebige,  keinem  einfachen  Gesetz  genügende,  oder  ver- 
schiedenen Gesetzen  in  ihren  verschiedenen  Tbeilen  folgende,  „ille- 
gitime" Funktionen  durch  periodische  Reihen  darzustellen,  un- 
genügend. Ihr  folgte  die  Dirichlet'sche  Nominaldefinition,  die 
auch  nicht  für  die  Bedürfnisse  der  Analysis  ausreicht  Selbst 
gegen  Riemann's  System,  welches  auf  der  Definition  der  (mo- 
nogenen) Funktion  einer  complexen  Yariabeln  basirt,  sind  neuer- 
dings Bedenken  geltend  gemacht,  zumal  gegen  das  von  ihm  so- 
genannte Dirichlet'sche  Princip.  Der  Verfasser  erörtert  nun,  um 
über  diese  Schwierigkeiten  hinwegzukommen,  zunächst  die  Man- 
nigfaltigkeit der  in  dem  reinen  Dirichlet'schen  Funktionsbegrifie 
enthaltenen,  möglichen  Grössenbeziehungen  zweier  Veränderlichen, 
und  schenkt  dabei  besondere  Aufmerksamkeit  den  bisher  wenig 
oder  gar  nicht  beachteten  „illegitimen"  Funktionen.  Er  be- 
schränkt sich  aber  zunächst  nur  auf  reelle  Variabele  und  re- 
elle endliche  Werthe  der  Funktionen  Einer  Veränderlichen. 
Während  man  bisher  ausschliesslich  solche  Funktionen  mit  un- 
endlich vielen  Oscillationen  unendlich  kleiner  Argumente  ana- 
lytisch dargestellt  hat,  welche  jene  unendlich  vielen  Osdllationen 
nur  in  der  Umgebung  einzelner  Punkte  zeigen,  stellt  der  Ver- 
&8ser  analytische,  unbedingt  convergente  Reihen  auch  für  solche 
Funktionen  auf,  welche  in  ganzen  Intervallen  durchaus  oseilliren. 
Dies  gelingt  mit  Hülfe  des  sogenannten  Princips  der  Conden- 
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sation  der  Singalaritftten,  welches  darin  besteht,  dass  man 
von  einer  Funktion  mit  unendlich  vielen  Singularitäten  zu  einer 
andern  Funktion  übergeht,  in  der  sich  diese  unendlich  vielen 
Singularitäten  gewissermassen  auf  eine  endliche  Strecdce  zusammen- 
drängen. Dieses  Princip  liefert  die  mannigfachsten  linear  un- 
stetigen Funktionen,  d.  h.  solche,  welche  in  unendlich  vielen 
Punkten  einer  endlichen  Strecke  unstetig  sind.  Sie  zerfallen 
in  pnnktir  t-  und  in  total  unstetige  Funktionen,  von  denen  erstere 
immer,  letztere  niemals  integrabel  sind.  Beide  Klassen  werden 
analytisch  dargestellt  Die  Schlussbemerknng  enthält  eine  Kritik 
des  Funktionsbegriffes,  welche  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Bie- 
mann'sche  Definition  fbhrt.  Es  folgen  noch  3  Noten:  I.  lieber 
den  Begriff  der  Grenze,  IL  Beispiele  von  Funktionen,  welche 
in  ganzen  Linien  total  unstetig  sind,  und  III.  lieber  Funktionen  com- 
plexer  Veränderlicher,  welche  linear  unstetig  werden.      M. 

A.  Gbunert.  Allgemeine  analytische  Theorie  der  Fiink- 
tion  nix)  und  über  eingebildete  Dreiecke  und  Vier- 
ecke.    Qronert  Arch.  LL  423-486.  1870. 

Die  Bemühungen  von  Gauss,  Lobatschewsky,  Bolyai  U.A., 
die  Theorie  der  Parallelen  zu  begründen,  habep  auch  eine  rein 
analytische  Auffassung  dieses  Gegenstandes  hervorgerufen  und 
den  Verfasser  zu  den  hier  niedergelegten  rein-analytischen  Re- 
sultaten geführt.  Auf  die  Beziehungen  dieser  Untersuchungen 
zur  Geometrie  ist  hier  nicht  eingegangen,  und  die  Bezeichnung 
„eingebildete  Dreiecke  und  Vierecke"  soll  nur  eine  abgekürzte 
Bezeichnung  fttr  gewisse  rein  analytische  Beziehungen  sein.  Die 
Funktion  n(w)  wird  definirt  durch  die  Gleichungen 

2  „.  .     e*— «-' 


sin  /7(a?)  =  -^-r-—j  cos  n(x)  = 


und  werden  im  ersten  Kapitel  der  Arbeit  verschiedene  Rela- 
tionen zwischen  den  trigonometrischen  Funktionen  des  n(x)j 
sowie  des  IlQc+y)  hergeleitet,  femer  die  Differentialquotienten  des 
sin  /7(x),  cos  n(x)  etc.  nach  x.  Das  zweite  Kapitel  handelt  von 
dem  imagin&ren  oder  eingebildeten  Dreiecke,  dessen  Seiten  a,  fr,  c 
und  Winkel  A,  Bj  C  den  Bedingungen 
0<il<180^  0<B<180",  0<C<180^  A  +  B+C^18Q' 
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und  Bin  A  tg  /Z(a)  =  sin  B  tg  12(6), 

(cos  il  +  cos  B  cos  C)  sin  /7(a)  =  sin  fi  sin  C 
und  den  durch  cyklische  Vertauschung  hieraus  entstehen- 
den 4  Gleichungen  genügen.  Aus  diesen  Fundamentalformeln 
fliesst  eine  grosse  Reihe  von  Formeln,  die  den  Grundformeln 
der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  ganz  analog  sind. 
Das  dritte  Kapitel  beschäftigt  sich  mit  der  Untersuchung,  ob 
zwischen  dem|  imaginären  Dreieck  und  dem  reellen  gewisse 
Analogien  Statt  finden.  Diese  Analogien  werden  durchgeftthrt 
an  den  Beziehungen,  welche  ein  reelles  Dreieck  ABC  zu  den-- 
jenigen  Dreiecken  ADC  und  BhC  hat,  welche  entstehen,  wenn 
man  einen  Punkt  D  auf  der  Seite  AB  oder  deren  Verlängerung 
annimmt.  Schliesslich  wird  die  Grenze  gesucht,  der  sich  die 
Summe  der   Grundlinien   von  n  gleichschenkligen  imaginären 

Dreiecken  mit  dem  Winckel  —   an  der  Spitze,  für  unendlich 

n 

grosse^  n  nähert.  Im  vierten  Kapitel  wird  eine  zwischen  2  Sei- 
ten und  den  daran  liegenden  drei  Winkelu  und  einer  der  beiden 
andern  Seiten  eines  imaginären  Vierecks  statt  findende  allgemeine 
Relation  bewiesen,  von  der  Lobatsehewsky  (Giom.  d«  Matem. 
1867.  301)  einen  besonderen  Fall  betrachtet  hat  M. 

F.  W.  HüLTMANN.      Potensläran.      Dillner  Tidskr.  ni.  250. 1870. 

Darstellung    der    Potenzlehre    für    den    ersten    Unterricht 
Die  Potenz  wird  definirt  durch  die  Gleichung: 

wo  fi,  V,  a  beliebige  algebraische  Grössen  sind.     Hn.  (Wn.) 

Seidel,     üeber  die  Grenzwerthe  eines  unendlichen  Po- 
tenzausdruckes der  FoiTu 


X 
X 
X 

Manch.  Abb.  XI.  II.  1870. 
Bei  Gelegenheit  der  Behandlung  der  Aufgabe,  eine  Funktion 
y  von  x^  welche  definirt  ist  durch  die  Gleichung 
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nach  Potenzen  von  Ix  zu  entwickeln,  setzt  Eisenstein  (Grelles 
J.  XXVIII.) ,  ohne  eine  nähere  Untersuchung  darüber  anzu- 
stellen, voraus,  dass  der  unendliche  Potenzausdruck 

X 
X 
X 

(in  welchem  unter  x  eine  positive  Grösse  vei-standen  wird),  nach 
der  also  bestimmten  Grenze  y  konvergire  so  lange^  und  nur  so 
lange,  als  a?^l  ist;  und  da  die  Grenzen  flir  die  Konvergenz 
seiner  Beihe  andere  sind,  so  statuirt  er  die  Gleichheit  der  letz- 
teren mit  dem  unendlichen  Ausdruck  innerhalb  des  engeren  Werth- 
gebietes  von  x^  welches  den  zweierlei  Umgrenzungen  zugleich 
angehört 

Die  Beihe,   welche  Eisenstein  mit  Hülfe  der  vorstehenden 

Gleichung  abgeleitet  hat^  konvergirt,  seiner  Untersuchung  nach, 

innerhalb  der  Strecke 

1  *  — 

x  =  j—  bißaj  =  ye. 

Das  wirkliche  Verhalten  des  unendlichen  Potenzausdruckes 
in  Bezug  auf  Konvergenz  ist  indess,  wie  Herr  Seidel  gezeigt 
hat,  ein  anderes,  als  Eisenstein  voraussetzt. 

Werden  die  Bezeichnungen  x^  =  x^^  a;*''=a?,,  x^*  =  x^^ 

x^r=:rr+i, eingeführt,  so 'spricht  sich,  nach  Herrn  Seidel, 

das  Gesammtergebniss  seiner  Diskussion  des  unendlichen  Potenz- 
ausdrackes  in  Folgendem  aus: 

L&sst  man  x  von  KuU  an  wachsen  bis  zu  dem  Werthe  --, 

so  ist  die  Grenze  von  a;?»,   ffir  unendlich  wachsende  n,   eine 

Funktion  u  von  ar,  welche  nach  und  nach  von  0  bis  —  wächst, 

nnd  die  Grenze  von  x^nJ^-i  ist  unter  gleichen  Umständen  eine 

andere  Funktion  d,  welche  nach  und  nach  abnimmt  von  1  bis  — . 

Herr  Seidel  zeigt  sodann  die  Berechnung  beliebig  vieler  zu- 
sammengehöriger a;,  u,  f)  aus  den  Gleichungen  IX,  VHI,  VII  seiner 
Abhandlung. 

FortMbr.  d.  Math.  II.  1.  13 
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Für  x  =  —-  fallen  u  und  f>  im  Werthe  —  zusammen.    Wächst 

X  von  diesem  Werthe  an  bis  zum  Maximalwerthe  }/ej  der  ftlr  y=c 

als  Maximalwerth  von  x  der  Gleichung  te  =  -^  genügt,  so  kon- 

vergiren  die  xin  nnd  a:2«+i  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze  y, 

die  allmälig  von  —  bis  e  zunimmt  und  der  Gleichung  i&=^y 
genügt. 

Erst  da,  wo  diese  Gleichung  ein  reelles  y  versagt,  nämlich 

e 

jenseits  a?=ye^  hört  auch  der  Potenzausdruck  zu  konvergiren  auf. 

Von  den  beiden  Funktionen  lim  o;?»  und  lim  ^»+i  ist  die 
erste  die  kleinste  reelle  Wurzel  der  Gleichung  xHx—lf>=^Q^  die 
andere  ist  die  grösste  Wurzel  dieser  Gleichung  für  »<1,  aber 
kleinste  Wurzel  für  a?>  1. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  diese  beiden  Funktionen  in  dem 

grössten  Theile  ihres  reellen  Verlaufes,   zwischen  a;  =  ]/e  und 

a?= — ,   unter  sich  und  mit  der  Wurzel  y  der  Gleichung  a?y  =  y 

(und  zwar  der  kleineren,  wo  diese  Gleichung  zwei  Lösungen 
darbietet)  zusammenfallen;  von  der  bezeichneten  Stelle  bis  zu 
a?  =  0  hat  aber  jede  von  den  dreien  ihre  besondere  Fortsetzung, 
die  ohne  Unterbrechung  der  Continuität  sich  an  den  allen  ge- 
meinsamen Theil  anschliesst. 

Der  Konvergenzbereich  der  Eisenstein'schen  Reihe  debnt 
sich  also  nach  unten  nicht  so  weit,  nach  oben  nur  ebenso  weit 
aus,  als  derjenige,  in  welchem  der  unendliche  Potenzausdruck 
der  Gleichung  xy  =  y  Genüge  leistet.  „Für  den  Umfang  des  re- 
ellen Gebietes,  in  welchem  die  beiden  unendlichen  Ausdrücke 
dieselbe  Funktion  darstellen",  schliesst  Herr  Seidel,  „setzt  also 
lediglich  die  Bedingung  der  Konvergenz  der  Bei  he  den  Mark- 
stein**. Wtn. 

A.  WiNCKLER.    Ueber  einige  Gegenstände  der  elemen- 
taren Analysis.     Wien.  Ber.  LXII.  356-394.  1870. 

Der  Verfasser  leitet  in  dem  ersten  Theile  seiner  Arbeit  eine 
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allgemeine  Regel  her  fbr  die  Bestimmung  eines  durch  seine  tri- 
gonometrischen Funktionen  gegebenen  Bogens.    Sind  gegeben: 

coB(p  =  a^j  8inqp  =  a,    (a;+a'=l), 
und  bezeichnet  man  mit  [aj  und  [aj  die  absoluten  Werthe  von 
a,  und  a,  und  setzt  aQ='S^[ao']  und  a=«[a],  so  ist  der  ge- 
suchte Bogen: 

?>  =  jl-Y<l+OJ^+*o«arctg[^], 

wo  unter  arctgl — J  der  im  ersten  Quadranten  liegende  oder 

kleinste  Bogen  verstanden  ist,  dessen  trigonometrische  Tangente 

gleich   I — J  ist.    Auch  ftlr  die  Summe  und  Differenz   zweier, 

überhaupt  fllr  jede  lineare  Funktion  mehrerer  durch  ihre  trigo- 
nometrischen Funktionen  gegebenen  Bogen  lassen  sich  die  all* 
gemeinen  Ausdrücke  mit  Hülfe  des  obigen  Satzes  herstellen. 
Eine  fernere  Anwendung  lässt  sich  machen  auf  die  Zerlegung 
der  Logarithmen  und  Bogen  complexer  Ausdrücke  in  den  reellen 

IW-f-WV— "1 

und  imagin&ren  Theil,  z.B.  log      '     /-=?  arctg(p  +  jfy— 1), 

r  +  sy-1 

aresin  (p  + 91^—1)»  arccosCp+gV— 1).  Die  resultirenden  Glei- 
chungen sind  zwar  schon  lange  bekannt  (Vgl.  Caucby,  Legons 
sur  le  calcul  infinitesimal),  aber  das  Gesetz,  nach  welchem  die 
Vorzeichen  ganz  allgemein  bestimmt  werden,  ist  bisher  noch 
nicht  angegeben. 

In  dem  zweiten  Theile  der  Arbeit  untersucht  H.  Winckler 
die  Frage:  Giebt  es  ausser  den  bekannten  noch  andere  in  ra- 
tionalem Verhältnisse  zur  halben  Peripherie  stehende  Bogen, 
deren  trigonometrische  Funktionen  ein  rationales  Verhältniss 
zum  Badius  haben?  Durch  Betrachtung  der  Wurzeln  der  beiden 
algebraischen  Gleichungen;  die  aus  den  nach  geraden  Potenzen 

von  coßO)  fortschreitenden  Entwickelungen  von  -; und 

^  "  sm^.cosijp 

?15-ü?  fOr  a>  =  — «  erhalten  werden,  wird  bewiesen,  dass  es  in 
nmq>  ^      n 

jedem  Quadranten  nur  einen  Bogen  giebt,  dessen  cos,  sin  und 

tang  rational  sind. 

13* 
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Wir  kommen  nun  zum  dritten  Gegenstände  der  Arbeit 
Bekanntlich  giebt  die  Entwickelung  einiger  transcendenten  Funk' 
tionen  nach  der  Maclaurin^Bchen  Formel  so  complicirte  höhere 
Differentialquotienten,  dass  es  schwer  ist,  das  allgemeine  Gesetz 
der  Glieder  der  Reihe  zu  übersehen,  und  dass  die  Diskussion 
des  Restes  der  Entwickelung  fast  unmöglich  ist;  Zur  Feststellung 
der  Identität  der  Entwickelung  mit  der  zu  entwickelnden  Funk- 
tion ist  aber  ausser  dem  Nachweis  der  Gonvergenz  noch  der 
Beweis  erforderlich,  dass  der  Rest  sich  der  Grenze  Null  nähert. 
Der  Verfasser  giebt  deshalb  ein  neues,  im  Wesentlichen  mit  der 
Methode  der  unbestimmten  Goefficienten  ttbereinkommeudes  Ver- 
fahren an,  welches  nicht  nur  sehr  leicht  und  schnell  die  Glieder 
der  Entwickelung  derartiger  Funktionen  bestimmt,  sondern  auch 
in  vielen  Fällen  die  nöthigen  Criterien  der  Gültigkeit  und  Gon- 
vergenz der  Reihe  liefert.  Dieses  Verfahren  beruht  nämlich  auf 
der  Vergleichung  der  unbestimmten  Goefficienten  in  der  Ent- 
wickelung von  f{x)  mit  den  oft  sofort  bestimmbaren  in  der  Ent- 
wickelung von  f(x)  oder  f"{x)  oder  einer  höheren  Ableitung, 
und  die  Grenze  des  Restgliedes  in  f(jL)  lässt  sich  leicht  durch 
Vergleichung  mit  dem  Restgliede  in  f(x)  oder  f*'(jc)  oder  einer 
höheren  Ableitung  angeben.  Eine  Anwendung  wird  gemacht 
auf  arctgoj,  aresin a?,  log(a?-|-yi  +^')  ^^^  (arcsina?)*.  Zum 
Schluss  bemerkt  der  Verfasser,  dass  diese  Methode  allgemein 
für  die  Integration  der  Differentialgleichungen  durch  Reihen  von 
Vortheil  sei.  M. 

J.  Brockmann.    Die  goniometrischen  Funktionen  in  ihrer 
allgemeinen  analytischen  Bedeutung.     Pr.  G.  Cleve.  1870. 

Der  Verfasser  will  den  Versuch  machen,  „eine  allgemein 
analytisch  schlechthin  gültige  Bedeutung  der  goniometrischen 
Funktionen  zu  statuiren  und  auf  Grund  dieser  allgemeinen  ana- 
lytischen Bedeutung  die  Wege  für  ihre  Anwendung  zu  ebenen''. 
Ausgehend  von  den  Entwickelungen  der  Funktionen  e^,  sin  x  und 
cosa;  nach  der  Maclaurin'schen  Reihe,  gelangt  der  Verfasser 
zu  den  bekannten  Relationen  zwischen  diesen  3  Funktionen,  zu 
der  Moivre'schen  Formel  für  beliebige  Exponenten  und  zu  den 
Additionstheoremen  für  die  goniometrischen  Funktionen.    Weder 
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die  Resultate  noch  ihre  Herleitung  sind  neu.  Obwohl  der  Ver- 
fasser die  Allgemeingültigkeit  der  in  den  ersten  Paragraphen 
entwickelten  Formeln  betont,  benutzt  er  doch  in  §  G  die  Reihe 

1  +  x 
fttr  lognatT-i — ,  ohne  die  Grenzen  ihrer  Gültigkeit  anzugeben. 
1  —  X 

Die  letzten  Paragraphen  enthalten  die  Elemente  der  hyperboli- 
schen Funktionen  nach  Oudermann.  M. 

A.  Cayley.    On  the  logarithms  of  imaginaiy  quantities. 

Proc.  of  L.  M.  S.  II.  50-54,  1869. 
Stellen  die  Punkte  P,  P'  mit  den  Coordinaten  ary,  x'y'  die 
imaginären  QrGssen  ap-f  ty,  x^+iy'  dar,  so  wird  — =-^X!?.=:X+tF 

durch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  X,  Y  dargestellt.    Setzen 

P       r 

wir  P=ire^^P=:r'e^^  — =— 6<^,  so  erhalten  wir,  je  nachdem 

die  Strecke  P'P  die  negative  x-Axe  oberhalb,  unterhalb  oder  gar 

nicht   trifft,   tS»— t^—qp  resp.  =+2«, —2^,0.    Nun  verstehen 

wir  unter  logr  den  reellen  Logarithmus  der  positiven  reellen 

Grösse  r,  und  definiren  den  log  der  imaginären  Grösse  P  durch 

die  Gleichung  logP=  logr+t«?.    Diesen  einen  so  fixirten  Werth, 

der  aus  der  unendlichen  Menge  ausgewählt  ist,  nennt  der  Herr 

Verfasser  desshalb  „selected  value".    In  den  obigen  drei  Fällen 

P  P  P 

ist  nun  log P— log P'  resp.  =log^+2m,  log^^— 2tÄ,  log—. 

Der  Durchschnitt  der  Strecke  PP'  mit  der  negativen  a;-Axe  ver- 
ursacht also  eine,  aber  auch  die  einzige  Discontinuität  der  Funk- 

—  im  Ver- 
p' 
gleich  mit  dem  durch  die  Substitution  2=P'tf  erhaltenen 

jP 


l'^'du 
J     V 


1 
erstreckt  über  eine  Gerade.    Log  u  wird  nicht  discontinuirlich, 

p 

wenn  u  von  1  bis  -^  geht;  wohl  aber  log  i»,  wenn  a  vou  P'  nach 

P  geht  und  PT  die  n^ative  x-Axe  schneidet    Diese  Disoonti- 
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Daität  ist  eine  nothwendige  Folge  der  obigen  Definition,  und 
würde  bei  einer  andern  Definition  beim  Uebersehreiten  einer 
andern  vom   Nullpunkt  aus  gezogenen   Linie   entstehen.     Nun 

integriren  wir  —  über  die  4  Seiten  des  Vierecks  IPP'^^l  und 

erhalten  in  den  obigen  3  Fällen  resp.  —2in,+2mj0:  dasselbe 
Resultat,  welches  die  Integration  über  irgend  eine  den  Nullpunkt 
umschliessende  Linie  ergiebt,  aber  ohne  die  Principien  der  Inte- 
gration von  Funktionen,  welche  für  «=0  unendlich  werden,  er- 
halten. Aus  log  P=  log  r+%&  folgt  P«=e«^«8^=rV*,  C«+«y)* 
=  r"'e»'"*,  wo  r~  den  positiven  reellen  Werth  darstellt.  Hiermit 
ist  der  Werth  von  C^  +  ty)**  fixirt  als  „selected  value".  Aehn- 
lich  haben  wir  für  imaginäre  Exponenten  m=^p  +  qi  als  „selected 
value": 

Aus  der  Betrachtung  des  Integrals  /zdz,  wo  Z  eine  Funk- 
tion von  log  z  oder  xr  ist,  erhellt  die  Nothwendigkeit,  derartige 
ausgewählte,  selected^  Werthe  von  vom  herein  zu  fixiren. 

M. 

Hill.     Remarques  sur  las  fonctions  entiferes  k  divisears 

binömes.      Borchardt  J.  LXX.  103-104.  1869. 

Wenn  /l^a;)  =  a^,  +  a,a:4-'-'  +  ö«^"'  =  0  durch  o?*— 6»=0  theil- 
bar  ist,  also  die  Wurzeln  a:  =  6£  (€»  =  1)  hat,  so  wird 
f(^be)=A,+A,€+ ..  -|-i4„.i««-»=0,  daher  A,=0,  A,=^0,..  Anr-i=0 
d.  h.  a,  +  a„6''  +  a2«6'»  +  ..=0,  aj  +  a„+i6»4-a2«+i&'"  +  -  =  0,... 
Aus  diesen  Gleichungen  können  nächst  6"  die  n— 1  Bedingungs- 
gleichungen dafür  gefunden  werden,  dass  fCx)  einen  binomischen 
Faktor  »*««  Grades  hat  No. 

TcHEBYCHEFF.  Sur  la  ddtermination  des  fonctions  par 
le  moyen  ^es  valeurs  qui  r^pondent  ä  des  valeurs 
dorniges  de  la  variable.     J.  d.  1.  S.  Ph.  de  Mobcou  IV. 

Herr  Tch^bycheff  erinnert  zunächst  an  die  Ganchy'sche 
Formel  zur  Bestimmung  einer  Funktion  aus  n  speciellen  Werthen 
u^iU^j.*.Uny   die  den  Werthen  x^,x^J...asn  der  Variabein   ent- 
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JV 
sprechen,  ftr  den  Fall  eines  rationalen  Bruches  -jr  (D  und  JV 

sind  Polynome  von  x  und  nicht  höheren  Grades  als  A  resp. 
«— A— 1).  Dann  giebt  der  Verfasser  folgende  Lösung  des  Pro- 
blems: 

^ES  sei  ipx=:(Z'-'X^')(x—X^')^'^'  (X—Xn), 

"~  ^^'  1(0?— a?,)y'aj,  (p—<^tW^t  "  {X—Xn)(f^Xn 
Theilt  man  successive  (fx  durch  17,  U  durch  den  ersten  Best 
k  u.  8.  f.,  bis  man  zu  einem  Rest  A^  gelangt,  dessen  Grad  ge- 
ringer als  «— A  ist;  sind  ferner  g, 9i,...g^  die  sich  dabei  er- 
gebenden Quotienten,  k^yk^^....kft  die  dadurch  erhaltenen  Beste, 
so  wird  der  letzte  Best  mit  dem  Zeichen  -|-  oder  —  der  Zähler 
JV  sein.  Den  Nenner  D=0^,  ausgedrückt  in  gi,g„...g/i,  erhalt 
man  durch  die  Formeln: 

Was  das  Zeichen  von  JV  betriflft,  so  ist  es  positiv  oder  ne- 
gativ, je  nachdem  die  Anzahl  der  Divisionen  gerade  oder  un- 
gerade ist". 

Dann  geht  der  Verfasser  zu  irrationalen  Funktionen  über. 
Er  betrachtet  den  einfachsten  Fall,  wo  u  die  Wurzel  der  Glei- 
chung «•4-I,tf+Jlf=0  ist,  und  sucht  nur  die  Lösung,  in  der  der 
Grad  von  L  nicht  höher  als  n  und  die  Funktion  M  von  gering- 
stem möglichen  Grade  ist.  Er  reducirt  das  Problem  auf  die 
Bestimmung  solcher  Funktionen  L  und  TT,   dass  die  Differenz 

L WyYfoV  und  (fx  die  obige  Bedeutung  haben,  die  Funktion 

tpx 

IP 

—    möglichst   genähert   darstellt     Ein  ähnliches  Problem   ist 

fx 

übrigens  bereits  von  demselben  Verfasser  in  dem  Aufsatz:  „Sur 

le  däveloppement  des  fonctions  en  s^ries  au  moyen  des  fractions 

continues  1866"  gelöst.  Z.  (0). 

E.  Nktto.     De   transformatione    aequationis    jf"  =  /l(a?), 
designante  Ä(a:)  functionem  integram  rationalem  va- 
riabilis  x  in  aequationem  ?j^=jR,(^.    Dies.  Berlin.  1870. 
Nach  der  Ermittelung  des  Ranges  q  einer  Funktion  f/*=:R(x) 
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wird  eine  Methode  zur  Berechnung  der  Differentiale  der  Inte^ 
grale  erster  Gattung  E(xy)  angegeben.  Darauf  werden  die  Be- 
dingungen für  die  Bildung  von  Funktionen  f(xy)  eines  bestimmten 

Grades  <^-^  oder  ?~—  in  Form  von  Determinanten  aus  den 

H(xy)  aufgestellt.  Für  ß=l,  2,  und  3  werden  die  betreffenden 
Transformationen  ausgeführt.  No. 

E.  ScHROEDER.     üebcr  iterirte  Funktionen.     Clebsch  Ann. 

IIL  286-322.  1870. 

Ist  F(z)  eine  beliebige  eindeutig  gegebene  Funktion  von 
Ä,  so  wird  die  rfach  iterirte  Funktion  F''(»)  durch  die  recurren- 
ten  Gleichungen  definirt: 

F'(a)  =  F(a),  F«C»)  =  FF(ä)...F'C«)  =  F^-'F(»), 
woraus^  die  Relationen  hervorgehen: 

F'^F'^i)  =  F'-i+X») = F'«F'-'(») 

\F'^Y^(z) = F^iX») = [^"AX^y 

Durch  diese  Fundamentalgleichungen  ist  auch  die  Ausdeh- 
nung des  Begriffes  iterirter  Funktionen  für  beliebige  (reelle  und 
complexe)  Werthe  von  r  gegeben.    Insbesondere  bedeutet 
tt)  =  F-'"(a)  die  Auflösung  der  Gleichung  F''(ff>)=», 

fr  =  F«(i5)  die  der  Gleichung  F^(to) = Ff(ji). 

Fasst  man  F'^C»)  als  Funktion  zweier  Argumente  r  und  « 
auf,  so  kann  sie  auch  durch  die  Differenzengleichung: 

0(r,a)=a>(r-l,FW) 
mit   der  Anfangsbedingung  tf>(l,»)=F(»)   definirt  werden,    zu 
deren   näherer  Bestimmung    die  Forderung    hinzugefügt  wird, 
dass  die  Funktion  einen  analytischen  Ausdruck  habe. 

Es  wird  nun  zunächst  für  die  iterirten  Funktionen  der 
von  Hoppe  (Schlömilch  Z.  V.  136)  und  Serret  (Cours 
d'algöbre  supörieure  t.  II.   p.  329)    bereits    behandelten  linear 

gebrochenen  Funktionen  F(g)  =  ^^^  ,  ^',  der  einzigen,  von  der 

Po^  +  Pl 

bisher  die  Wiederholungen  untersucht  sein  sollen,  eine  neu^ 
Darstellung  gegeben  und  die  Curve,  auf  welcher  sich  der 
Punkt  F'^(»)  bewegt,  wenn  r  von  —  oo  bis  +(x>  wächst,  discutirt 
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Zur  Auffindung  neuer  iterabler  Funktionen  wird  folgendes 
Princip  aufgestellt: 

Ist  0(»)  eine  Funktion,  deren  Iteration  <l^Xi)  bekannt  ist, 
ist  ferner  «  =  i/;(f),  mithin  ^=t/;-*(a),  dann  ist,  wenn  man  die 
Funktion  bildet: 

ihre  Wiederholung: 

Daraus  werden  die  beiden  Folgerungen  gezogen: 

1)  Besteht  für  die  Funktion  i/;(0  ein  Additionstheorem, 
so  dass 

fpa+h)==F\ip(^\  oder  V{V''W  +  A}  =  F(»), 
dann  nehme  man  (P(^C)  =  l+hj  und  man  erhält,  da  c/)'^(^)=:^ 
+  rÄ,  für  die  Wiederholung  von  F(z): 

n^)=^tp[tp'\i)  +  rh]. 

2)  Besteht  ftar  si  =  ip(^)  ein  Multiplikationstheorem,  so  dass 

V;(mÖ  =  F(v;(f)),  oder  v{^V^'W}=F(»), 
dann  erhält  man  unter  der  Annahme  (P(Q  =  m^,  woraus  0X0 
=  jii''J  für  die  Wiederholung  von  F(z): 

Unter  den  Anwendungen,  die  von  vorstehenden  Theoremen 
gemacht  werden,  heben  wir  die  Iteration  derjenigen  rationalen 
Funktionen  hervor,  welche  erhalten  werden,  wenn  man  für  V'(^) 
die  elliptischen  Funktionen  (sinam^)',  cos  am  ^  ^am^  mit  dem 
Modul  k  wählt,  und  das  Multiplikationstheorem  iür  den  speciellen 
Fall  m=2  anwendet.  Es  ergiebt  sieh  als  Iteration  der  Funk- 
tionen: 

respective: 


F-C«)  =  (sin am  (2''/\  '         —^^=,  k)\ ' 
FXi)  =  coB  am  (  27  ,  —=^,  k) 


tansehong  von  k  mit  -v-  hervorgeht). 


(V(0  =  -^»m  f  liefert  eine  Funktion,  die  aus  der  2'*"  durch  Ver- 
1_ 
k 
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Das  oben  erwähnte  Princip  liefert  ferner,  indem  für  y  eine 

9- 

linear  gebrochene  Funktion,  für  0(z)  die  Funktion 5  ge- 

I  -f-a 

setzt  wird,  deren  Wiederholungen  unter  den  Beispielen  zu  den 
vorhergehenden  Theoremen  bereits  angegeben  sind,  die  Itera- 
tion einer  Klasse  gebrochener  Funktionen  2*^**  Grades,  zwischen 
deren  5  Goefficientenverhältnissen  2  Relationen  bestehen. 

Darauf  wird  die  Iteration  solcher  Funktionen  F(*),  die  sich 
durch  eine  Maclaurin'sche  Potenzreihe  mit  dem  Terme  z  als  An- 
fangsglied darstellen  lassen,  eingehend  betrachtet,  und  mit  Be- 
nutzung der  Coefficientenausdrücke  in  der  Entwickelung  der  ver- 
schiedenen Potenzen  von  F(z')  nach  steigenden  Potenzen  von  s 
für  die  Goefficienten  der  Reihenentwickelung  der  iterirten  Funk- 
tion F'^(a)  ein  Bildungsgesetz  aufgestellt,  in  Folge  dessen  die- 
selben als  ganze  Funktionen  von  r  erscheinen,  und  welches 
für  r=--l  das  Umkehrungsproblem  der  Funktion  F(»)  enthält 
Zum  Schluss  wird  unter  Bezugnahme  auf  eine  frühere  Arbeit  des 
Verfassers  (lieber  unendlich  viele  Algorithmen  zur  Auflösung 
der  Gleichungen.  Clebsch  Ann.  11.  317  s.  p.  42)  mit  Hilfe 
der  »erlangten  Ergebnisse  der  Nachweis  geliefert,  dass  die  ge- 
bräuchlichen Näherungs- Algorithmen  zur  Auflösung  der  Glei- 
chungen : 

f  fr 

Ä'=:i5 — L-  und  »'=3-  ' 


für  eine  quadratische  Gleichung  gegen  eine  der  beiden  Wurzeln 
convergiren.  Hr. 

Nöther.      Zur    Theorie   der    algebraischen    Funktionen 
mehrerer  complexen  Variabein.     Gott.  Nachr.  1869.  298. 

Der  Verfasser  signalisirt  eine  Reihe  von  a.  a.  0.  zu  be* 
weisenden  Sätzen  über  die  Funktion  s  von  r  unabhängig  Ver- 
änderlichen x^yX^^...Xr^  welche  durch  eine  algebraische  Gleichung 
F(«,  a;,,  a?, . . .  Xr^  definirt  ist;  unter  mehrfacher  Beziehung  auf  die 
von  Eiemann  bei  einer  unabhängig  Veränderlichen  (Grelle  J. 
LIV.)  und  von  Clebsch  bei  zwei  unabhängig  Veränderlichen 
(Comptes  rend.  1868)  betretene  Classifikation.  Es  gilt,  die  Re- 
sultate dieser  Autoren  nach  mehreren  Seiten  hin  auszudehnen. 
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Dabei  werden  gelegentliche  Anwendungen  auf  räumliche  Gebilde 
gemacht 

Ein  genauerer  Bericht  muss  bis  zum  Erscheinen  der  ange- 
kündigten Ausführung  verschoben  werden.  Wy. 

C.  Neümann*  üeber  eine  Erweiterung  desjenigen  Satzes 
der  Integralrechnung,  welcher  der  Theorie  der  Partial- 
bruchzerlegung  zu  Grunde  liegt.     Gott.  Nachr.  1869.  9. 

„Es  seien  y, F,,F„..., Fp  ganze  rationale  Funktionen  von 
ir,a?,,a:,, ..., a?p  vom  Grade  r,«,n,, i^, ...,  fip;  B  die  Funktional- 
determinante von  F,  F^ ,  F„  . . .,  F„  nach  x,  a?,,  x^y . . .,  x«;  und  r  die 

von  A  nach  —  gebildete  Partialdeterminante. 

Aus  den  Gleichungen  Fj  =  0, F,=0, ..., Fp=0  seien  x^,x^, 

...,Xp  durch  x  ausgedrückt,  so  dass  -^  nur  veno;  abhängt;  und 

2^^  bedeute  die  Summe  sämmtlicher  Gestalten,   welche  jener 

Bruch  für  die  gefundenen  »^ .  n, . . .  fip  Werthe  von  x  annimmt. 
Dann  erhält  man  durch  Integration  längs  der  Begrenzung  eines 
Gebietes  Ä  der  x-Fläche  die  Identität 

WO  die  Summation  rechter  Hand  ausgedehnt  zu  denken  ist  über 
alle  diejenigen,  den  (P+l)  Gleichungen 

F=O,F,  =  O,...,Fp  =  0 
genügenden  Werthsysteme  von  x^x^jX^y...jXp,  bei  denen  das 
x  innerhalb  Ä  liegt''. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  giebt  der  Verfasser  nicht.  Er 
spricht  die  Erwartung  aus,  dass  er  auf  andere  als  algebraische 
Funktionen  ausgedehnt  werden  könne,  und  zeigt,  dass  ein  Satz 
von  Jacobi  (Theoremata  nova  algebraica^  Grelle  J.  XIV.,  281)  und 
von  Liouville  (Liouville  J.  VI.)  in  ihm  enthalten  ist.      Wy. 

L.  Kroneckeb.  Ueber  Systeme  von  Funktionen  mehrerer 

Variabeln.      Berl.  Monatsber.  1869.  159-193  und  688-698. 

Herr  Kronecker  sucht,  vom  Stürmischen  Satze  ausgehend, 
das  den  Sturm'schen  Entwickelungen  zu  Grunde  liegende  Ketten- 
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bruch- Verfahren  zu  verallgemeinern  und  die  allgemeineren  Re- 
sultate zu  interpretiren.  Es  schliesst  sich  daran  eine  Ausdehnung 
des  Cauchy'schen  Satzes.  —  Die  Grundlage  der  Untersuchung 
bildet  der  von  Herrn  Kronecker  neu  eingeführte  BegriflF  der 
Charakteristik  von  Funktionen-Systemen.  Es  seien  F^, 
Fj,  ,...F„(«-f  1)  Funktionen,  jede  von  den  n  Variabein  a, .... 
»n.  Setzt  man  (w—l)  der  Funktionen  =0,  Fi=0,  (wo  i  alle 
Indices  ausser  h  und  k  bezeichnet)  so  ist  die  Veränderlichkeit 
der  2  auf  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  beschränkt;  die  zuge- 
hörigen Werthsysteme  a  bilden  eine  stetige  Folge,  die  als 
Linie  zu  betrachten  ist;  ein  einzelnes  Werthsystem  der  s  wird 
als  Punkt  betrachtet.  Der  Sinn  des  Fortganges  in  einer  solchen 
Linie  wird  bestimmt  durch  das  Zeichen  der  Funktionaldeter- 
minante, die  gebildet  ist  aus  den  (n— 1)  Funktionen  Fi  und 
irgend  einer  eindeutigen  Funktion  ip.  Je  nachdem  tff  an  Stelle 
von  Fh  oder  Fk  tritt,  ist  das  Zeichen  der  Funktionaldeterminante 
und  damit  der  Sinn  des  Umganges  ein  verschiedener.  Von  allen 
Linien,  die  so  aus  dem  Funktionensystem  entstehen  [j-  n  (n  -f  1) 
an  der  Zahl],  wird  angenommen,  dass  sie  geschlossen  seien, 
dass  ausserdem  die  Anzahl  der  durch  n  Gleichungen  bestimmten 
Punkte  endlich  sei.  —  Irgend  eine  solche  Linie  [hk]  schneidet 
die  (n—1)  fache  Mannigfaltigkeit  Fa  =  0,  und  tritt  an  diesen 
Stellen  aus  dem  Bereiche,  wo  Fa.F*<0  in  einen,  woFä.F*>0, 
oder  umgekehrt.  Herr  Eronecker  fasst  dies  so  auf,  dass  die 
Linie  dort  aus  dem  Bereiche  Fh=^0  austritt,  oder  in  denselben 
eintritt.  Subtrahirt  man  nun  die  Anzahl  der  Austritte  von  der 
der  Eintritte,  so  ist  die  Hälfte  dieser  Differenz  eine 
ganze  Zahl  (positiv,  negativ  oder  =0)  und  constant,  wie 
man  auch  die  Indices  h  und  k  auswählen  mag;  die  Zahl  heisst 
daher  Charakteristik  desFunktionensystems.  Für  dieselbe 
beweist  Herr  Kronecker  ausser  dem  Satz  von  der  Gonstanz 
noch  einige  andere  Sätze.  —  Sind  F^.F^^^.^Fn  ganze  rationale 
Funktionen,  so  lässt  sich  auf  dieselben  ein  der  Kettenbruch-Ent- 
wickelung  analoges  Verfahren  anwenden,  das  Herr  Kronecker 
in  einer  früheren  Arbeit  (Monatsber.  1865  Dezember)  ausein- 
andergesetzt hat;   und  die  durch  dasselbe  gebildete  Reihe  von 
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Funktionen   kann   zur  Ermittelung   der   Charakteristik   dienen, 
wie  an  einem  einfachen  Beispiel  (n=z2)  gezeigt  wird. 

Herr  Eroneeker  leitet  dann  weiter  für  die  Charakteristik 
einen  Ausdruck  durch  ein  (n— ])faches  Integral  ab;  dies 
Integral  stellt  in  doppelter  Hinsicht  eine  Verallgemeinerung  des 
Ton  Gauss  in  der  theoria  attractionis  corporum  sphaeroidicorum 
ellipticorum  Ai*t  6  gegebenen  Integrals  dar;  denn  es  ist  1)  die 
Beschränkung  auf  3  Integrationsvariable  und  2)  auch  fdr  n  =  3 
die  Beschränkung  auf  Begrenzungen  einfacher  Körper  aufge- 
hoben, also  der  Fall  einer  gegenseitigen  Durchdringung  von 
Körpern  nicht  ausgeschlossen.  —  Das  erwähnte  Integral  von 
Gauss  setzt  die  Dichtigkeit  als  constant  voraus,  man  erhält  ein 
etwas  allgemeineres,  wenn  man  auch  die  Dichtigkeit  variabel 
annimmt.  Auch  fbr  das  so  erhaltene  Integral  findet  Herr  Kro- 
necker eine  Verallgemeinerung  und  gelangt  dadurch  zur  Aus- 
dehnung gewisser  Potentialsätze  auf  n  Variable.  Diese  Sätze 
beziehen  sich  namentlich  auf  den  Werth,  den  die  Summe  der 
zweiten  Differentialquotienten  des  Potentials  annimmt.  —  Für 
den  Fall,  dass  w  =  2ot,  und  dass  die  Funktionen  F^J.,.Fn  die 
n  Theile  von  m  Funktionen  der  complexen  Variabein: 

»1  =  »,+«.»«+!,  y,=Ä,  +  i.««+2,  ....y»  =  Ä«  +  i.a2«, 
ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  eine  Verallgemeinerung 
des  Cauchy'schen  Satzes.  —  Einige  der  gefundenen  Resultate 
kann  man  mittelst  pai^tieller  Integration  vielfacher  Integrale  nach- 
träglich verificiren.  Bemerkt  mag  noch  werden,  dass  diejenige 
der  aufgestellten  Relationen,  welche  eine  Verallgemeinerung  der 
partiellen  Differentialgleichung  des  Potentials  bildet,  unabhängig 
ist  von  den  Voraussetzungen,  die  bei  Herleitung  der  Potential- 
gleiehung  Aber  die  Differentiirbarkeit  der  Dichtigkeitsfunktion 
gemacht  werden. 

In  der  zweiten  Arbeit  leitet  Herr  Kronecker  aus  der  Theorie 
der  Charakteristik  von  Funktionen -Systemen  eine  Ausdehnung 
der  Theorie  der  Krümmung  von  Flächen  auf  Funktionen  meh- 
rwer  Variabein  ab.  Wenn  die  Funktionen  F, ,  F„  . . . .  F»  die  par- 
tiellen Ableitungen  der  Funktion  F^  sind,  so  geht  das  Integral 
der  Charakteristik  für  den  Fall  n=3  in  die  über  die  Fläche 
F^=:0  ausgedehnte  „curvatura  integra"  über,  letztere  durch  4n 
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dividirt.  Dies  Resultat  leitet  Herrn  Kronecker  darauf,  die  Theorie 
der  Krümmung  auf  Funktionen  von  n  Variabeln  zu  übertragen; 
über  die  betreffenden  Untersuchungen  werden  jedoch  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  nur  einige  vorläufige  Andeutungen  gegeben. 

Wn. 

R.  LiPSCHiTz.     Beiträge  zu  der  Theorie  der  Umkehrung 
eines  Funktionensystems.     Gott.  Nachr.  1870.  439-477. 

Es  seien  F,,f,  ....F«  Funktionen  der  reellen  Variabein 
«j,«j  ....is«,  und  diese  Funktionen  seien  innerhalb  eines  be- 
stimmten Gebietes  G  eindeutig  und  reell ,  ihre  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  überall  endlich  und  stetig.  Damit  dann 
auch  umgekehrt  jedem  System  von  Werthen  der  Funktionen 
F,,...F»  nur  ein  System  von  Grössen  »^^,..Zn  entspricht, 
müssen  gewisse  Bedingungen  erAlUt  sein,  deren  erste  bekanntlich 
die  ist,  dass  die  Funktionaldeterminante  der  Funktionen  F  in 
dem  ganzen  Gebiete  G  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert.  Herr  Lip- 
schitz  untersucht  jene  Bedingungen  näher  und  gelangt  zu  fol- 
genden Resultaten:  In  dem  System 

Fj  =  C,,  F,  =  C„ F»  =  C» 

sind  den  sämmtlicheu  Funktionen  F  feste  Werthe  vorgeschrieben« 
Wenn  man  aus  diesem  System  successive  alle  verschiedenen 
Paare  von  Gleichungen  Fk=^Ck  und  Fi=^Ci  fortlässt,  so  be- 
stimmen die  jedesmal  übrigbleibenden  h—2  Gleichungen  für  die 
Variabein  Sp....««  eine  Mannigfaltigkeit  der  zweiten  Ordnung 
Mk^i^  deren  Begrenzung  eine  in  sich  zurücklaufende  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung  sei,  die  der  Begrenzung  des  Gebietes 
O  angehört.  Die  Mannigfaltigkeit  zweiter  Ordnung  If^,!  sei  nun 
einfach  zusammenhängend;  Fa==C*  und  F;  =  C/ mögen,  jede 
für  sich,  eine  solche  einfache  Mannigfaltigkeit  bezeichnen^  die 
sich  in  Mk,i  von  einem  Werthsystem  der  Grenze  bis  zu  einem 
zweiten  einfach  erstreckt;  jene  beiden  Mannigfaltigkeiten  erster 
Ordnung  mögen  femer  nicht  unendlich  viele  discrete  gemeinsame 
Werthsysteme  besitzen,  und  Mu^i  keinerlei  Singularitäten  haben. 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt  und  ist  endlich  für  jedes  Werth- 
system die   Funktionaldeterminante  der  F  innerhalb  des  Ge- 
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bietes  G  eine  Grösse  von  unveränderlichem  Vorzeichen,  so  ge- 
nügt dem  obigen  System 

-'^i  ~  ^1  >  • '  •  •  ^»  ~  ^« 

nur  ein  System  von  Werthen  »,,«,  ..a^. 

Herr  Lipsohitz  giebt,  nachdem  er  die  obigen  Resultate  be- 
wiesen, eine  Methode  an,  um  das  Werthsystem  der  z  zu  be- 
stimmen, das  einem  gegebenen  System  von  Werthen  der  Funk- 
tionen F  eindeutig  zugehört.  Auch  auf  Funktionen  von  com- 
plexen  Yariabeln  lassen  sich  die  erhaltenen  Resultate  ausdehnen, 
auf  ähnliche  Art,  wie  in  der  oben  besprochenen  Arbeit  von 
Kronecker,  indem  man  die  getrennten  Bestandtheile  der  m  com- 
plexen  Variabein  als  2m  reelle  Variable  und  gleichzeitig  die 
getrennten  Bestandtheile  der  m  complexen  Funktionen  als  2m 
reelle  Funktionen  jener  reellen  2m  Variabein  betrachtet.  In  diesem 
Falle  ist  die  Funktionaldeterminante  ein  Aggregat  von  zwei 
Quadraten.  Wn. 

C.  Weierstrass.  Ueber  die  allgemeinsten  eindeutigen  und 
2«fach  periodischen  Funktionen  von  n  Veränderlichen. 

Berl.  Monatsber.  1869.  853-857.  1870. 
Die  Theorie  der  Aberschen  Funktionen  lehrt,  in  dem  gege- 
benen Gleichungssysteme 

n  n  n 

1  1  1 

die  Funktionen  tp^  deren  Ableitungen  algebraische  Funktionen 
der  X  sind)  so  zu  bestimmen,  dass  jeder  rational  und  symmetrisch 
aus  den  x  zusammengesetzte  Ausdruck  eine  eindeutige,  2nfach 
periodische  und  durch  ^-Funktionen  ausdrttckbare  Funktion  der 
n  OrCssen  u  wird.  Da  aber  zwischen  den  Moduln  dieser  @- 
Funktionen  eine  Anzahl  von  Kelationen  besteht,  welche  ihre 
Willktlrlichkeit  beschränkt,  so  sind  diese  6-Funktionen  nur  spe- 
cielle,  mithin  auch  die  obigen  2nfach  periodischen  Funktionen 
von  n  Argumenten  nicht  die  allgemeinsten  ihrer  Art.  Um  zu 
den  allgemeinsten  eindeutigen  und  2nfach  periodischen  Funk- 
tionen von  n  Argumenten  zu  gelangen,  stellt  der  Herr  Verfasser 
sich  die  Aufgabe,  die  Funktionen  yj  so  zu  bestimmen,  dass  zu 
einem  Systeme  der  Grössen  u  nicht  unendlich  viele  Systeme 
der  X  gehören,  sondern  nur  eine  endliche  Anzahl;  dann  ^ebt 
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es  eine  eindeutige  und  2nfach  periodische  Funktion  von  v, ,  t«, . . .  u«, 
durch  deren  partielle  Ableitungen  sich  algebraisch  die  CoefS- 
cienten  einer  Gleichung  n'^"  Grades  ausdrucken  lassen,  deren 
Wurzeln  die  x  sind.  M. 

B,  RiEMANN.     Beweis  des  Satzes,  dass  eine  einwerthige 
mehr    als  2wfach  periodische  Funktion    von    n  Ver- 
änderlichen   unmöglich   ist.      (Schreiben  an  H.  Weierstrasa). 
Borchardt  J.  LXXI.  197-200   1870- 
Die  Variabein  x^,x^.,,Xn  einer  2« fach  periodischen  EHink- 

üon  lassen  sich  in  die  Form  a;y=^4^a*' |„  setzen,  worin  a^  den 

Periodicitätsmodul  von  Xy  für  die  fi^^  Periode  bedeutet  und  die 
I  reelle  Grössen  sind.  Durchlaufen  die  |  alle  Werthe  yon  0 
bis  1,  mit  Ausschluss  eines  dieser  Grenzwerthe,  so  entsteht  ein 
2nfach  ausgedehntes  Grössengebiet  von  der  Eigenschaft,  dass 
jedes  Werthsystem  der  x  nur  einem  Werthsysteme  dieses 
Grössengebietes  nach  diesen  2n  Modulsystemen  congruent  ist. 
Der  Verfasser  nennt  es  „ein  bei  diesen  2n  Modulsystemen  pe- 
riodisch sich  wiederholendes  Grössengebiet".  Der  Beweis  der 
Unmöglichkeit  einer  einwerthigen  Funktion  von  n  Variabein  mit 
mehr  als  2n  Perioden  beruht  nun  auf  dem  Satze,  dass  sich  2fi4'l 

2«+l 

Modulsysteme,  zwischen  denen  die  n  Gleichungen  iS'^aJ^i»^  =  0 

stattfinden,  worin  die  m  ganze  Zahlen  sind,  aus  2n  Modul- 
systemen zusammensetzen  lassen.  Diese  können  so  gewählt 
werden,  dass  der  Inhalt  des  periodisch  sich  wiederholenden 
Grössengebietes  f&r  sie  nur  ein  aliquoter  Theil  von  dem  fbr  die 
2n  ersten  Modulsysteme  a  beträgt.  Dasselbe  gilt,  wenn  noch 
mehr  Modulsysteme  vorhanden  sind.  So  wird  aber  das  Gebiet 
auf  ein  unendlich  kleines  reducirt,  und  die  Funktion  wird  eine 
Funktion  von  weniger  als  n  linearen  Ausdrtlcken  der  Grössen  x. 

M. 

A.  Grandi.     Di  una  formola  nota  che  si  puo  dedurre 
da  un  teorema  di  Cauchy.     Battaglini  G.  Vlll.  374-375.  1869. 
Aus  dem  Satze  von  Cauchy: 
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welcher  den  Werth  einer  Funktion  to  einer  eomplexen  Variabein 
durch  ein  Integral  ausdrückt^  das  in  positiver  Richtung  über  die 
Begrenzung  einer  Fläche  genommen  ist,  in  der  u>(zi)  monodrom, 
stetig  und  endlich  ist,  —  leitet  der  Verfasser  direct  die  Formel 
1     /Vdu ,  d  log  r\  , 

her,  welche  Siemann  in  seiner  Dissertation  (art.  10  p.  14)  ge- 
geben hat,  fllr  die  Funktion  u  von  x  und  y,  welche  durch  die 

Gleichung  j-ä+ jri=0  definirt  ist.  M. 

H.  Weber.     Note   zu  Eiemann's  Beweis   des  Dirichlet'- 

Schen  Princips.      Borchardt  J.  LXXI.  29-39.  1870. 

Die  Absicht  des  Verfassers  ist,  die  Zweifel,  welche  mehrfach 
gegen  die  Allgemeinheit  und  Strenge  des  Dirichlet'schen  Prin- 
cips erhoben  worden  sind,  aufzuklären.  Diese  Zweifel  betrafen 
besonders  die  Befugniss  der  Anwendung  der  Variationsrechnung 
auf  eine  Funktion,  deren  Eigenschaften  a  priori  ganz  unbekannt 
sind.  Der  Verfasser  umgeht  dieselbe  auf  einem  Wege,  der  mit 
dem  von  ihm  in  der  Abhandlung:    „Ueber  die  Integration  der 

partiellen  DiflFerentialgleichung  t4  +  j^  +  *'«==  0 ;  Clebsch  Ann. 

I,  1"  (s.  p.  217),  eingeschlagenen  Übereinstimmt,  aber  noch  stren- 
ger ist.  Die  besonders  missliche  partielle  Integration  wird  ganz 
umgangen.  Der  Verfasser  führt  zunächst  den  Beweis  für  den 
speciellen  Fall. 

und  bestimmt  durch  ein,  wenn  auch  praktisch  unausführbares, 
doch  convergentes  Rechnungsverfahren  eine  Reihe  von  Funktionen 
ti,,ii,,.  ..Mn  derart,  dass  der  absolute  Werth  des  Integrals 


//( 


dx  dx.       du  rfw/  ^ 


^rfa:  dx  dy  dy^ 
kleiner  als  eine  beliebig  klein  zu  wählende  Grösse  *»  ist  für 
alle  im  Innern  der  Fläche  S  stetigen,  am  Rande  verschwinden- 
den Funktionen  r,  ftir  welche  ß(ü)  endlich  bleibt.    Für  beliebig 

Fortschr.  d.  Math.  H.  1.  14 
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grosBe  m  und  gehörig  grosse  Wertbe  von  n  kann  ferner  das 
Integral 

JJ  idx^dx  dx^^  dy\dy  dy  y)  ^ 
kleiner  als  eine  beliebig  klein  zu  wählende  Grösse  gemacht 
werden,  wenn  «?  eine  beliebige  im  Innern  von  S  stetige  Funk- 
tion ist,  für  welche  Sl(io)  endlich  ist,  die  aber  am  Rande  nicht 
verschwindet,  sondern  beliebige  Werthe  erhält.  Nun  kann  man 
eine  im  Innern  einer  Kreisfläche  mit  sämmtlichen  Differential- 
quotienten stetige  Funktion  «?,  welche  der  Differentialgleichung 

-TT  +  ^T  =  0  in  der  ganzen  Fläche  S  gentigt,  bestimmen,  deren 

Differentialquotient  am  ganzen  Rande  beliebig  vorgeschriebene 
Werthe  hat,  welche  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  sind, 

dass  das  über  den  Rand  erstreckte  Integral  /«?  ds  verschwindet 

Dies  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  für  jeden  Punkt  im  Innern 
von  S  die  Funktion  Un  sich  mit  unendlich  wachsendem  n  einer 
bestimmten  endlichen  Grenze  nähert.    Die  Grenzfunktion 

ist  mit  sämmtlichen  partiellen  Differentialquotienten  im  ganzen 
Innern  der  Fläche  S  endlich  und  stetig  und  genügt  der  Diffe- 
rentialgleichung ^'  ^  j  ^*  '^  —  n 

und  geht  stetig  in  die  am  Rande  vorgeschriebenen  Werthe  über. 
Nach  Durchführung  dieses  speciellen  Falles  lässt  sich  der 
allgemeinere  Fall,  in  welchem  die  zu  bestimmende  Funktion  ge- 
wisse gegebene  Unstetigkeitsbedingungen  zu  erfüllen  hat,  leicht 
erledigen.  M. 

F.  E.  Prym.  Zur  Integration  der  gleichzeitigen  Diffe- 
rentialgleichungen j-=  j-1  T'  =  "~T"*  Borchardt  J,  LXX. 
354-362.  1869.  ^        V      V  dx 

In  den  Fällen,  in  denen  es  bis  jetzt  gelungen  ist,  das  System 
der  Differentialgleichungen 

du  ^dt>   du do 

dx "~"  rfy'  rfy  ~      dx 
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zu  integriren  (Kiemann:  ^Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie 
der  Funktionen  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  1851", 
und  „Theorie  der  Abersehen  Funktionen,  1857"),  sind  die  Grenz- 
bedingungen so  gewählt,  dass  sie  u  allein  enthalten;  dadurch 
ist  die  Aufgabe  auf  die  Lösung  der  einen  Differentialgleichung 

^-ä  +  ^j  =  0  reducirt,   und  man  hat   die  zugehörige  Funktion 

V  durch  ein  einfaches,  u  enthaltendes  Integral  ausgedrückt.  Herr 
Prym  hat  sich  nun  die  Aufgabe  gestellt,  das  obige  System  von 
Differentialgleichungen  auch  in  solchen  Fällen,  wo  die  Grenz- 
bedingungen u  und  V  untrennbar  enthalten,  für  welche  also  die 
Riemann'schen  Methoden  nicht  mehr  ausreichen,  zu  integriren. 
Vorliegende  Arbeit  macht  uns  mit  folgendem  Resultate  seiner 
Untersuchungen  (die  nächstens  in  ihrer  Gesammtheit  veröffent- 
licht werden  sollen)  bekannt. 

Man  zerlege  die  2p  + 1  fach  zusammenhängende  Fläche  T 
durch  p  Schnittpaare  a^,  by  und  durch  p  von  demselben  Punkte 
n  ausgehende;  nach  dem  gemeinschaftlichen  Anfangs-  und  End- 
punkt der  Schnitte  ay.by  führende  Schnittlinien  c,,  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende,  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte 
fl,  6,  c  begrenzte  Fläche  T'.  Diese  Fläche  T'  werde  ferner  durch 
r,  von  n  ausgehende,  nach  beliebig  in  T'  fixirten  Punkten  «^ 
gezogene,  einander  und  sich  nicht  schneidende  Linien  l^  in  eine, 
von  den  beiden  Seiten  der  a,  b,  c,  I  begrenzte  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  T"  verwandelt.  Alsdann  existirt  eine  in  T" 
allenthalben  einwerthige,  mit  Ausschluss  der  Punkte  f^  stetige 
complexe  Funktion  u  +  vi  der  Coordinaten  x,  y,  die  in  der  ganzen 

Fläche  T"  den  Differentialgleichungen  ^=J,  5^  =  -'£  S^" 
nllgt.    Für  jeden  Punkt  s^  lässt  sich  eine  Funktion 

worin  die  L  willkürliche  Constanten  und  r^,  je  nach  der  Be- 

L    1 
schaffenheit  des  Punktes  «^,  die  Ausdrücke  »— ä^,  (»— »e)*''  — > 

( — JT  bedeutet,  herstellen,  so  dass  (u  +  ei)'—q>^(r^)  für  €^  stetig 

bleibt.    Die  Funktion  (u-^ti)  kann  durch  von  einander  unab- 

14* 
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hängige  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  vollständig  be- 
stimmt werden,  und  ihr  Verhalten  an  der  Begrenzung  der  Fläche 
T"  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  beim  Ueberschreiten  der 
Querschnitte  in  lineare  Ausdrücke  von  sich  selbst  übergeht.  Es 
wird  (u  +  t>%)-^  längst  ay^by,Cy,ly  resp.  gleich  Ay(u  +  t>i)'-'\-A'^j 
Äy(M  +  ot)-4-Ä^,  (u  +  m)''-\-Jyy  (u-\-m')^—2niL^;  und  zwischen 
den  5p +  r  Constanten  Ay,By^A[,^B'y,Jy,Lo  bestehen  die  p+1 
Relationen 

2mi:,  L^  =  kr  ^r,  ^y  =  B'^(Ay^  1)  ~  A'XBy- 1), 

die  aber  nicht  den  Charakter  von  Beschränkungen  haben,  son- 
dern aus  der  Einwerthigkeit  der  Funktion  allein  schon  folgen. 
Rechnet  man  alle  diejenigen  Funktionen,  für  welche  die  mit  dem 
Modul    1   behafteten  Constanten  Ay.By  dieselben  sind,   in  eine 

/A    A         A  \ 
Gruppe  mit  dem  Symbol  {J'J'"'Jh  so  erscheinen  die  von 

Riemann  untersuchten  Aberschen  Integrale  als  Gruppe  (  /  /      -  ), 

sind  also  specielle  Fälle  der  obigen  Funktionen  u  +  cü 

Die  grössere  in  Aussicht  gestellte  Arbeit  des  Verfassers  wird 
die  ausführliche  Theorie  der  Funktionen  u  +  ei  und  einer  zweiten 
Klasse  Funktionen  V  +  Vi  mit  denselben  Eigenschaften,  flir  welche 
aber  die  Moduln  der  Constanten  Ay,  By  nicht  gleich  1  sind, 
bringen  und  zeigen,  dass  die  Haupteigenschaften  der  durch  &- 
Funktionen  darstellbaren  Gebilde  abgeleitet  werden  können, 
ohne  die  Eenntniss  der  i9'-Funktionen  vorauszusetzen.      M. 

F.  E.  Prym.     Ueber  ein  Eandintegral.     BorchardtJ.  LXXI. 

305-316.  1870. 

Es  seien  w  und  co'  zwei  solche  Funktionen  u  +  vi  der  com- 
plexen  Variabein  x  +  yi,  deren  Existenz  in  der  obigen  Arbeit  mit 
Hülfe  der  Fläche  T"  nachgewiesen  ist.  Diese  Fläche  T"  ver- 
wandle man  da^^rch,  dass  man  die  r  Unstetigkeitspunkte  e^ 
durch  r  sich  nicht  schneidende  geschlossene  Curven  k^  ausscheidet, 

in  eine  Fläche  T*,  und  betrachte  das  Integral  /a)da)*^  ausgedehnt 
in  positiver  Richtung  über  die  ganze,  aus  den  beiden  Seiten  der 
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ScbDÜte  a,  b,  c,  /'  (d.  h.  den  Theil  der  (  bis  zu  den  k)  und  den 
äusseren  Seiten  der  Curven  k  bestehende  Begrenzung  R  der 
Fläehe  T*.  Dieses  Integral  ist  Null,  da  w  und  «'  überall  in  T* 
einwerthig  und  stetig  sind.  Andererseits  ist  es  aber  gleich  der 
Summe  der  über  die  einzelnen  Begrenzungstheile  erstreckten  In- 
tegrale. Durch  Ausführung  dieser  Integrationen  gelangt  der 
Verfasser  zu  einer  merkwürdigen  Relation  zwischen  den  Con- 
stauten,  die  das  Verhalten  der  Funktionen  w  und  w'  an  der  Be- 
grenzung von  T"  und  in  den  Punkten  e^  charakterisiren. 

M. 

F.  E.  Prym.   Beweis  zweier  Sätze  der  Funktionentheorie. 

Borchardt  J.  LXXI.  223-236.  1870 
Der  erste  Satz  lautet:  ,,Eine  in  der  Fläche  T'  allenthalben 
einwerthige  und  stetige  Funktion  u-\-ei  der  complexen  Variabein 
a?+yi,  deren  Werthe  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  auf  der 
positiven  und  negativen  Seite  der,  von  den  beiden  Seiten  der 
Schnitte  a,  6,  c  gebildeten  Begrenzung  der  Fläche  T'  in  der  Weise 
verknüpft  sind,  dass  allgemein  (für  v=l,  2...p)  (u-\-m)-^  längs 
üyj  6y,  Cy  rcsp.  glcich 

^AyC^u  +  viy  +  A'^,  ByQu  +  t>iy  +  B-^,  (u  +  viy  +  Jr. 
wobei  die  2p  Grössen  Ay,  By  sänimtlich  den  Modul  1  besitzen, 
ist  immer  eine  Constante,  wenn  die  p  Grössen  Jy  Null  sind  und 
ferner  von  den  2p  übrigen  Cunstanten  A'^j  B\^  alle  die  Constanten 
A^y  die  zu  Indices  v  gehören,  für  die  gleichzeitig  /4^  =  1,B,==I 
ist,  ebenfalls  den  Werth  Null  haben".  Der  Beweis  beruht  dar- 
auf, dass  das  Integral  2i  Jj   |(t-)  +  ( 5-)    ^^V  ^ber  die  ganze 

Fläche  T  erstreckt,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gleich 
Null  ist.  Die  Bedeutung  dieses  Satzes  fllr  die  Aberschen  Inte- 
grale, für  welche  die  Ay^  By  sämmtlich  gleich  1  sind,  ist  ersicht- 
lich. In  ihm  liegt  nämlich  erst  der  Nachweis,  dass  wenn  man 
aus  irgend  welchen  p  von  einander  unabhängigen  Abei'schen 
Integralen  das  System  der  linear  aus  diesen  zusammengesetzten 
allgemeinen  Integrale  (mit  dem  Periodicitätsmodul  m  fttr  den 
Schnitt  ay  und  Null  für  die  p— 1  übrigen  Schnitte)  bilden  will, 
die  Determinante  der  willkürlichen  Constanten  der  linearen  Glei- 
chungen nicht  verschwindet. 
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Der  zweite  Satz  enthält  das  Resultat,  dass  die  Funktion 
u+vi  immer  eine  Constante  ist,  wenn  die  Quadrate  der  Ayj  By 
alle  gleich  1  sind  und  wenn  die  reellen  Theile  der  A^,  B\,^  folg- 
lich auch  die  reellen  Theile  der  Jy^  den  Werth  Null  haben.  Aus 
ihm  folgt  ein  Satz,  welcher  nur  für  die  2^''  Gruppen  complexer 
Funktionen  gilt,  deren  Charakteristiken  aus  dem  Symbol 

hervorgehen,  wenn  man  fQr  die  Ay^By  nur  reelle  Grössen  mit 
dem  Modul  1  setzt.  Für  die  allenthalben  endlichen  Funktionen 
spricht  der  Verfasser  diesen  Satz  aus.  Er  ist  analog  dem  Satze, 
den  Riemann  (Abersche  Funktionen  p.  20)  für  die  Gruppe 

M,l,...l>' 
gegeben  hat.  M. 

H,  A.  Schwarz.  I.  Ueber  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung  j-5+ 5-5=0  für  die  Fläche  eine.s 
Kreises.     Wolf  J.  xv.  113-128.  1870. 

H.  A.  ScHWAKZ.  II.  Ueber  einen  Grenzübergang  durch 
alternirendes  Verfahren.    Wolf  J.  xv.  272-286.  1870. 

H.  A.  Schwarz.  III.  Ueber  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung   T-i  +  T^=0    unter    vorgescliriebenen 

Grenz-   und  Unstetigkeitsbedingungen.     Berl  Monatsber. 
767-795.  1870. 

I.  Für  die  Integration  der  angegebenen  Differentialgleichung 
sind  folgende  Bedingungen  vorgeschrieben:  Das  Gebiet  der  Ver- 
Änderiichen  x^y  soll  eine  einfache  Kreisfläche  S  vom  Radius  1 
sein,  die  Werthe  von  u  sollen  innerhalb  und  auf  der  Grenze  von 
S  endlich  und  stetig,  längs  der  Grenze  von  S  aber  gegeben  sein. 
Das  Integral 

genügt  allen  diesen  Bedingungen,  wenn  r  und  ^  die  Polarcoor- 
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dinaten  von  x,y  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  von  S  als  Pol, 
und  f(\p)  den  gegebenen  Werth  von  u  für  r  =  l,  <|p==t//  bedeutet 

IL  Ist  für  die  Veränderlichen  a?,  y  ein  solcher  Bereich  T  ge- 
geben, dass  er  aus  zwei  einfacheren  Bereichen  T^  und  T,  zu- 
sammengesetzt werden  kann,  die  ein  Gebiet  T*  gemeinsam  haben, 
existirt  femer  für  jeden  einzelnen  der  beiden  Bereiche  T,  und  T, 
allemal  eine  Funktion  ti,  welche  im  Innern  des  Bereiches  end- 
lich ist,  an  der  Grenze  desselben  aber  beliebig  vorgeschriebene, 
einer  oder  mehreren  stetigen  Folgen  angehörige,  endliche  Werthe 
annimmt,  und  der  Gleichung  Ju=0  genügt,  dann  lässt  sich  durch 
den  genannten  Grenzübergang  die  Existenz  einer  Funktion  u  von 
denselben  Eigenschaften  für  den  Bereich  T^Tj  +  r,— 3'*  nach- 
weisen. 

Das  Verfahren  ist  in  Kürze  folgendes.  Die  Begrenzungen 
von  T^  und  T,  theilen  sich  gegenseitig  in  vier  Gruppen  von 
Strecken  L^^L^^L^^L^,  in  der  Weise,  dass  L^  und  L,  die  Be- 
grenzung von  T, ,  Lj  und  L,  die  von  T,  bilden,  während  L^,  und 
L,  das  Gebiet  T  vollständig  einschliessen,  L^  und  L,  dagegen 
innerhalb  T  liegen.  Nach  der  Voraussetzung  existiren  nun  zwei 
Reihen  von  Funktionen  ti ^ ,  t/3^ . . .  thn+i  •  •  •  und  u,,  u^, . . .  uq» .  •  •,  welche 
für  die  Gebiete  T,  resp.  T,  definirt  sind,  der  Gleichung  Ju=0 
genügen  und  in  folgender  Beziehung  zu  einander  stehen.  ^211+1 
hat  längs  L^  die  der  gesuchten  Funktion  u  vorgeschriebenen 
Werthe  und  stimmt  längs  L,  mit  ihn  überein;  U2n  hat  längs  L, 
die  vorgeschriebenen  Werthe  und  stimmt  längs  L^  mit  «2«-! 
überein.  Der  Werth  von  m,  längs  L,  kann  dabei  beliebig  ge- 
wählt werden.  «21.+ 1  und  thn  nähern  sich  nun  mit  wachsendem 
»  zwei  Grenzfunktionen  m'  und  ti",  welche  für  Tj  resp.  T,  defi- 
nirt sind  und  innerhalb  T*  übereinstimmen. 

Daraus  folgt  aber  unmittelbar  die  Existenz  einer  Funktion 
u  =  u'  =  m"  von  den  verlangten  Eigenschaften  für  den  ganzen  Be- 
reich r=T,  +  T,->r* 

ni.  Der  Verfasser  theilt  in  diesem  Auszuge  ein  Verfahren 
mit,  die  bekannten  Riemann'schen  Sätze  über  die  Integration  der 
Differentialgleichung  Ju=^0  abzuleiten,  ohne  dass  dabei  das 
Dirichlet'sche  Princip  zur  Anwendung  kommt. 

Die  Hauptschwierigkeit  liegt  hierbei  darin,    dass  zunächst 
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ein  Beweis  ftlr  die  Existenz  der  Funktion  u  geliefert  werden 
muss.  Der  Beweis  wird  im  Wesentlichen  auf  folgende  Schlüsse 
gestützt. 

Wenn  sich  zwei  Bereiche  conform  auf  einander  abbilden 
lassen,  in  der  Art,  dass  die  erste  Ableituüg  der  die  Abbildung 
vermittelnden  analytischen  Funktion  im  Innern  der  Bereiche  nie- 
mals gleich  0  oder  oo  wird,  wenn  ferner  für  den  einen  Bereich 
die  Gleichung  /lu^O  unter  beliebigen  Grenzbedingungen  inte- 
grirt  werden  kann,  so  ist  damit  dieselbe  Integration  auch  fUr 
den  andern  Bereich  geleistet.  Für  eine  einfache  Kreisfläche  ist 
jene  Integration  leicht  auszuführen  (siehe  I.);  dasselbe  gilt  für 
die  von  zwei  Kreisbogen  begrenzte  Mondfigur  und  das  Kreisseg- 
ment, für  das  ebene  Dreieck,  für  das  Kreisbogendreieck,  in 
welchem  zwei  Eckenwinkel  rechte  sind,  und  für  den  Kreissector, 
da  sich  diese  Bereiche  auf  den  Kreis  conform  abbilden  lassen. 
Jeder  von  geraden  Strecken  und  Kreisbogen  begrenzte  Bereich 
kann  aus  diesen  einfacheren  Bereichen  so  zusammengesetzt  wer- 
den, dass  die  Voraussetzungen  des  in  II.  angedeuteten  Verfahrens 
erfüllt  sind;  damit  ist  dann  die  Existenz  einer  Funktion  von  den 
angegebenen  Eigenschaften  auch  für  diesen  zusammengesetzten 
Bereich  begründet. 

Dieser  Satz  kann  nun  auf  einen  von  einer  endlichen  An* 
zahl  analytischer  Linien  umschlossenen  Bezirk  durch  folgendes 
Uülfsmittel  ausgedehnt  werden.  Es  lässt  ^ich,  wenn  eine  be- 
liebige analytische  Linie  gegeben  ist,  stets  ein  Gebiet  abgrenzen, 
welches  ein  Stück  dieser  Linie  enthält  und  in  der  Art  auf  eine 
von  zwei  Kreisbogen  begrenzte  Mondfigur  abgebildet  werden 
kann,  dass  jenem  Stück  der  Linie  die  Sehne  der  Mondfigur  ent- 
spricht. Das  hier  angegebene  Verfahren  gilt  auch  noch,  wenn 
der  gegebene  Bereich  auf  einer  von  ebenen  oder  sphärischen 
Flächen  gebildeten  Polyederoberfläche  ausgebreitet  ist. 

Am  Schlüsse  der  Mittheilung  zeigt  der  Verfasser  noch,  wie 
man  durch,  den  vorhergehenden  ganz  analoge^  Mittel  auch  noch 
den  Fall  erledigen  kann,  dass  die  Funktion  u  im  Innern  des 
gegebenen  Bereiches  gewisse  vorgeschriebene  Unstetigkeiten  be- 
sitzen soll.  Die  Behandlung  dieser  Unstetigkeiten  lässt  hin- 
reichend erkennen,  dass  die  angegebenen  Beweismethoden  für 
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die  Theorie  der  Aberschen  Integrale  dasselbe  leisten,  was  Rie- 
mann  mit  Hülfe  des  Dirichlet'schen  Princips  abgeleitet  bat. 

B. 

H.  Weber.  Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung : 

Clebsch  Ann.  I.  1-36.  1869. 
Es  werden  in  dieser  Abhandlung  die  Eigenschaften  einer 
Funktion  u,  welche  jener  Gleichung  genügt,  gründlich  unter- 
sucht,  und  die  Bedingungen  festgestellt,  denen  k*  unterworfen 
ist,  wenn  die  Funktion  geforderte  Grenzbedingungen  er- 
füllen soll.  —  Auf  Einzelheiten  lässt  sich  hier  ohne  grosse 
Ausführlichkeit  nicht  eingehen.  Die  wirkliche  Ausführung  der 
Integration  durch  eine  stetige  Funktion  gelingt  bei  folgenden 
Grenzgestalten  der  Integrationsflächß:  Rechteck,  Kreis,  confocale 
Parabeln,  confocale  Ellipsen.  Im  letzteren  Falle  bleibt  aber  noch 
die  Integration  der  Gleichungen 

~-(4'irsin'»|--A)X=0, 

~+(4«rcos'iy-i)r=o 

zu  leisten  übrig,  was  dem  Verfasser  in  tibersichtlicher  Form 
nicht  gelingt.  Mathieu  hat  in  Liouville  J.  die  ersten  Glieder  der 
auflösenden  Reihen  berechnet,  ohne  das  allgemeine  Gesetz  zu 
bestimmen.  Wy. 

E.  Heine.     Ueber  trigonometrische  Reihen.     Borchardt  J. 
LXXL  353  365.  1870. 

Man  stützte  bisher  den  Beweis  des  Satzes:  „Eine  zwischen 
x=^—n  und  x  =  +  7t  gegebene  endliche  Funktion  f(x)  lässt  sich 
höchstens  auf  eine  Art  in  eine  trigonometrische  Reihe  von  der 
Form 

a)     f(x)=—a^+(a^  cos'j;4-^  sin a:)+(a,  cos  2a?4-6,  sin  2a:)4  •••• 

entwickeln'',  auf  die  Voraussetzung,  dass  das  Integral  einer  con- 
vergenten  Reihe,  deren  Glieder  zwischen  endlichen  Integrations- 
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grenzen  endlich  sind,  gleich  der  Summe  der  Integi*ale  der  ein- 
zelnen Glieder  sei.  Diese  Voraussetzung  ist  aber,  wie  Herr 
Weierstrass  gezeigt  hat,  nur  dann  gültig,  wenn  die  Reihe  in  den 
lutegrationsgrenzen  in  gleichem  Grade  convergent  ist.  Durch 
die  Arbeiten  von  Dirichlet,  Lipschitz  und  Riemann  ist  also  noch 
nicht  entschieden,  auf  wie  viele  Arten  sich  eine  Funktion  in  eine 
Reihe  mit  bekannten  Coefficienten  entwickeln  lasse.  Deshalb 
hat  Herr  Heine  an  die  Stelle  des  obigen  Satzes  einen  andern 
gesetzt  und  bewiesen,  der  so  lautet:  „Eine  im  allgemeinen  ste- 
tige, nicht  nothwendig  endliche  Funktion  f(x)  lässt  sich  höchstens 
auf  eine  Art  in  eine  trigonometrische  Reihe  a)  entwickeln,  wenn 
die  Reihe  der  Bedingung  unterworfen  ist,  im  Allgemeinen  in 
gleichem  Grade  zu  convergiren.  Die  Reihe  stellt  die  Funk- 
tion im  allgemeinen  von  —n  bis  -\-n  dar".  Der  Ausdruck 
„im  allgemeinen"  bedeutet,  dass  auf  die  Uebereinstimmung  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  verzichtet  wird.  Dieser 
Satz  entscheidet  also  die  Frage,  ob  die  Fourier*sche  Entwicklung 
die  einzige  ist,  noch  nicht,  ist  aber  für  viele  Anwendungen  aus- 
reichend. M. 

G.  Cantor.  Ueber  einen  die  trigonometrischen  Reihen 
betreffenden  Lehrsatz.     Borchardt  J.  LXXll.  130-138.  1870. 

G.  Cantor.  Beweis,  dass  eine  für  jeden  reellen  Werth 
von  X  durch  eine  trigonometrische  Reihe  gegebene 
Funktion  f{x)  sich  nur  auf  eine  einzige  Weise  in 
dieser  Form  darstellen  lässt     Borchardt  J.  LXXir.  139-142 

1870. 
In  der  ersteren  der  beiden  Arbeiten  beweist  Herr  Gantor 
den  Satz:  „Wenn  zwei  unendliche  Grössenreihen  a,,a,,  ...a^, ... 
und  6,,  6j, ...  6„, ...  so  beschaflfen  sind,  dass  die  Grenze  von 
a,  sin  nx-\'bn  cos  nx  für  jeden  Werth  von  x,  der  in  einem  gegebenen 
Intervalle  (a<a?<ö)  des  reellen  Grössengebietes  liegt,  mit  wach- 
sendem n  gleich  Null  ist,  so  convergirt  sowohl  a„  wie  6«  mit 
wachsendem  n  gegen  die  Grenze  Null".  Dieser  Satz  ftihrt  zu 
einem  Criterium  für  die  Convergenz  einer  trigonometrischen  Reihe 

— fto  +  ö^i  sina?  +  6,  cosa?^ |-a, sin  wx  +  ^w^^s nx -}-..., 
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das  Kiemann  (^Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion   durch 
eine  trigonometrische  Reihe,  Göttingen  1867")  unter  der  Voraus- 

Setzung  der  Integralform  — /  f(^t)  sinnt  dt  und  — /  f(^t)  qos  nt  dt 


— /i 


für  o,  und  6«  bewiesen  bat. 

Dieser  Satz  dient  auch  zu  dem  in  der  zweiten  Arbeit  ge- 
gebenen Beweise,  dass  es  nur  eine  Darstellung  von  /(n?)  in  Form 
einer  für  jeden  Werth  von  x  convergenten  trigonometrischen 
Beihe  giebt.  M. 


Capitel  2. 

Besondere  Funktionen. 

O,  ScHLöMiLCH.     Ueber    den   Werth    von  arctg  (^+i^). 

Schlömilch  Z.  XIV.  77-80.  1869. 
Setzt  man  arctg  (H-fj?)  =  a;  +  iy,  wo  |  und  j?  die  gegebenen, 
X  und  y  die  gesuchten  reellen  Grössen  bezeichnen,  so  ergiebt 
sich,  dass  der  Werth  für  arctg  (|  +  «^)  i^a^h  der  Beschaffenheit 
von  I  und  17  ein  doppelter  ist,  nämlich: 

wenn  |'4-ij'<l; 

wenn  J'  +  i?'>l  ist 

Am  Schlüsse  wird  noch  gezeigt,  dass 

ist,  wenn  |'  +  i7'  =  l  ist,  wo  das  obere,  beziehungsweise  das 
untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  |  positiv  oder  ne- 
gativ ist  T. 

W.  H.  L.  Russell.    Report  on  recent  progress  in  elliptic 
and  hyperelliptic  functions.     Rep.  Brit.  Abb.  1869. 1870. 
Der  Verfasser  behandelt  zunächst  die  elliptischen  Funktionen 
und  theilt  seine  Arbeit  in  4  Theile. 
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1)  Neue  Untersuchungen  auf  diesem  Felde,  welche  den  Be- 
griff der  Periodicität  nicht  erfordern. 

2)  Neue  Untersuchungen  über  die  Jacobi'sche  Funktion  Q 
und  die  zugehörigen  Reihen. 

3)  ^lodulargleichungen  und  einige  andere  Untersuch ungeo 
ähnlicher  Art. 

4)  Einige  der  wichtigsten  geometrischen  und  physikalischen 
Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen.  Csy.  (0.) 

A.  Steen.     Om  Ondrengen   af  Integraler  af  irrationale 
Differentialer  til  Normalformen   for  det  elliptiske  In- 
tegral af  forste   Art.      Skrifter  V.  Kopenh.  IV.  1869. 
Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  3.  p.  144. 

J.  Thomae.     Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Funk- 
tionen und  der  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen. 

Halle.  1870. 

Dieses  Lehrbuch  soll  Denjenigen,  welche  eine  grössere 
Vorlesung  über  elliptische  Funktionen  hören  wollen,  als  Einlei- 
tung in  die  Theorie  derselben  dienen.  Zu  dem  Ende  werden 
im  ersten  Theile  die  Fundamente  der  Theorie  der  complexen 
Funktionen,  zunächst  der  eindeutigen  auseinander  gesetzt.  Auf 
die  Gauss'sche  Darstellung  der  complexen  Zahlen  folgt  die  Rie- 
mann'sche  Charakteristik  der  Ebenenstücke  in  Bezug  auf  die 
Ordnung  ihres  Zusammenhanges,  seine  Definition  einer  Funktion 
einer  complexen  Vnriabeln  durch  eine  partielle  Differentialglei- 
chung, und  die  aus  dem  Wesen  der  complexen  Funktion  fliessende 
conforme  Abbildung.  Hierauf  geht  der  Verfasser  zu  den  Inte- 
gralen einer  complexen  Funktion  über  und  giebt  den  Begriff 
eines  über  eine  gegebene  Linie  erstreckten  Integrals  und  seine 
Giltigkeit.  Nun  wird  für  eine  Funktion  fa{x),  welche  im  Innern 
eines  einfach -zusammenhängenden  Flächenstückes  S  nur  einen 
Punkt  u  hat,  filr  welchen  sie  so  unendlich  oder  unstetig  wird, 
dass  (o(x).Qc—ti)  für  x  =  u  verschwindet,  und  nur  eine  Linie, 
längs  welcher  sie  zwar  stetig  ist,  aber  der  Differentialgleichung 

i ■■  ,      =      ,        nicht  gentigt,    der  Cauchy'sche  Satz   bewiesen, 
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d.  h.  gezeigt,  dass  das  über  die  ganze  Begrenzung  von  S  er- 
streckte Integral  den  Werth  Null  hat.  Angewendet  wird  der 
Satz  auf  die  über  die  Begrenzung  von  |  erstreckten  Integrale 

r  =  2m  und  / -~1-^-.  =  w(x). 

x—l  J  (a;— |)29rt 

Ebenso  lassen  sich  die  Differentialquotienten  des  ia{p£)  durch 
ein  Begrenzungsintegral  ausdrücken,  und  man  wird  so  auf  die 
Entwickelung  der  Funktion  ia{x)  geführt.  Es  folgt  der  Taylor- 
sche  Satz  und  die  Bedingungen  der  Gonvergenz.  An  die  Ent- 
wickelbarkeit  in  eine  auf-  und  absteigende  Reihe  (Laurent'scher 
Satz)  schliesst  sich  die  Entwickelbarkeit  in  trigonometrische 
Reiben.  Um  die  Entwickelung  einer  Funktion  nach  der  Fourier'- 
schen  Reihe  abzuleiten,  sieht  der  Verfasser  eine  reelle  Funktion 
A(^),  die  für  9  =  0...  2^  gegeben  und  so  beschaffen  ist,  dass 
A(2«Ä4-y)  =  Ä0iP)  ist,  als  Funktion  der  Punkte  der  Peripherie 
eines  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises 
an  und  setzt 

h(jf)  =  JSrCy,  %)  =  E{r  cos  y,  r  sin  y). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  A(y)  nur  illr  einzelne  Werthe 
9>  und  zwar  in  einer  um  ein  Angebbares  niederen  als  der  ersten 
Potenz  unendlich  gross  und  dass  sie  nur  für  einzelne  Werthe 

von  qp  unstetig  werde,  wird  das  Integral  /  --^ji  •  o~.  betrachtet. 

Nähert  sich  A(a  +  ^)  — K^^)  mit  abnehmendem  8  so  der  Null, 
dass  diese  Differenz  mit  S'^  dividirt,  oder  mit  log  ^,  oder  (log  Sy 
oder  lg  lg  lg  ^  =  lg  ^^  etc.  multiplicirt,  jedenfalls  endlich  bleibt, 
so  nennt  der  Verfasser  den  Exponenten  a  oder  die  Funktions- 
zeicben  Ig"^  bez.  das  Maass  der  Stetigkeit  der  Funktion  A(<p) 
an  der  Stelle  a.  Versteht  man  femer  unter  einer  gleichmässig 
convergenten  Reihe  eine  unendliche  Reihe,  deren  n  erste 
Glieder  sich  mit  wachsendem  n  einem  bestimmten  Grenzwerthe 
so  nähern,  dass  eine  bestimmt?  Zahl  iV  angegeben  werden  kann, 
über  welche  n  niemals  zu  steigen  braucht,  damit  der  Rest  für 
alle  Werthe  der  Variabein  der  Reihe  seinem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  als  eine  bestimmte  Zahl  f  bleibe,  so  kann  das 
Fourier'sche  Theorem  folgendermaassen  ausgesprochen  werden: 
„Ist  A(9)  eine  reelle  Funktion  von  qt ,   welche  in  dem  Intervall 
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von  0  bis  2n  gegeben  ist,  und  uar  für  einzelne  Werthe  von 
(p  unstetig  oder  in  einer  um  ein  Angebbares  niederen  als  der 
ersten  Ordnung  unendlich  ist,  so  lässt  sich  in  diesem  Intervall 

4-[A(*  +  0)  +  ÄC*— 0)]  tiberall  da,  wo  dieser  Ausdruck  den  Sinn 

einer  bestimmten  endlichen  Zahl  hat,  und  wo  das  Maass  der  Stetig- 
keit der  Funktionen  *('''  + V)—ä(*  +  0)  oder  äCi?— V')— K^—O) 
fttr  abnehmende  t^  in  dem  Falle  mindestens  das  der  Funktion 

— (lg«!/;')«  (a<0)  ist,   wenn  eine  dieser  beiden  Funktionen  für 

abnehmende  v  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben  sollte, 
in  eine  unendliche  convergente,  nach  cos  und  sin  ganzer  Multi- 
pla  des  Bogens  d^  fortschreitende  Reihe 

^—  /  A((jp)  dy  H ^^  cos  /tiöy  Ä(y)  cos  piff  dg>  + 


2.1 


Ix,  ^  /'^i 

— JS,u  81D  l^^/K^')  Sin  fji(fd(p 


entwickeln,  und  zwar  in  eine  fllr  alle  &  gleichmässig  conver- 
gente Reihe,  welche  nicht  in  unmittelbare  Nähe  einer  Unstetig- 
keitsstelle  fallen,  oder  in  die  unmittelbare  Nähe  einer  Stelle, 
wo  h((f)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat  und  gleich- 
zeitig das  Maass  der  Stetigkeit  unter  das  der  Funktion 

^(ig'*wn(«<o) 

herabsinkt''.  Die  gleichmässige  Convergenz  der  Fourier'schen 
Reihe  da,  wo  sie  eine  stetige  Funktion  darstellt,  hat  Herr 
E.  Heine  nachgewiesen  (vgl.  p.  217).  Derselbe  hat  auch  die 
Frage,  ob  sich  A(*)  nur  auf  eine  Weise  durch  eine  fttr  end- 
liche Werthe  von  -^Ä(*-f-0)  +  Y*(*""0)  convergente  trigono- 
metrische Reihe  darstellen  lässt,  durch  folgenden  Satz  beant- 
wortet, der  in  dem  vorliegenden  Werke  abgedruckt  ist:  „Eine 
im  Allgemeinen  stetige  und  einwerthige,  nicht  nothwendig  ttber- 
all  endliche  Funktion  [(6-)  lässt  sich  höchstens  auf  eine  Art  in 
eine  nach  cos  und  sin  ganzer  Multipla  des  Bogens  &  fortschrei- 
tende Reihe  entwickeln,  wenn  die  Reihe  der  Bedingung  unter- 
worfen ist,   im  Allgemeinen  gleichmässig  zu  eonvergiren«    Die 
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Reihe  ist  nicht  überall,  sondern  nar  im  Allgemeinen  gleich  dem 
Werth  der  entwickelten  Funktion".  —  Nach  diesen  Sätzen  über 
die  Fourier'sche  Beihe  kehrt  der  Verfasser  wieder  zu  den  com- 
plexen  Funktionen  zurück,  eharakterisirt  die  ganzen  complexen 
Funktionen,  ferner  die  rationalen  complexen  Funktionen  aus 
den  UnStetigkeiten  und  giebt  die  Partialbruch-  und  Produktent- 
wickelung complexer  Funktionen.  Die  Schlussparagraphen  des 
ersten  Theiles  behandeln  die  mehrdeutigen  complexen  Funktionen 
nach  Riemann's  Methode.  Als  Beispiel  einer  mehrdeutigen  al- 
gebraischen Funktion  dient  die  zweiwerthige  Funktion  R(x)  = 
]/(!— a?*)(l~AV),  und  die  Behandlung  eines  Integrals  algebra- 
ischer mehrdeutiger  Funktionen  wird  an  dem  Beispiel 

dx 


L 


gezeigt.  Darauf  folgt  die  Erläuterung  einer  Riemann'schen  Fläche 
und  deren  Abbildung  auf  ein  Parallelogramm.  Am  Schluss  finden 
sich  die  Formeln  zur  Reduktion  der  allgemeinen  Funktion  dritten 
oder  vierten  Grades  auf  die  canonische  Form  (l— DCl— *T)- 
Ein  Anhang  zu  diesem  Theil  deutet  die  Reduktion  der  Integrale 
rationaler  Funktionen  von  x  und  Ä(ar)  auf  die  3  Legendre'schen 
Gattungen  an. 

Der  zweite  Theil  des  Lehrbuches  enthält  die  Theorie  der 

Thetafunktionen  einer  Veränderlichen  oder  der  Reihe  ^nß""*'"^^*''- 

— « 

In  Art  1  definirt  der  Verfasser  die  i9'-Funktionen  durch  die  bei- 
den Funktionalgleiehungen 

»hg  {f>  +  Am)  =  (- 1)^^  »hg  (r), 
^Ä^(t)  +  *«)  =  (-iy*«-"*'~'*'^*Äa(r), 
worin  A,  g^  ky  k  beliebige  ganze  Zahlen  sind^  mit  der  Bedingung, 
dass  die  i^- Funktionen  für  alle  endlichen  Werthe  von  t?  end- 
liche einwerthige  Funktionen  der  complexen  Variabein  v  sind. 
Aus  der  Convergenz  der  durch  die  Substitution  t?  =  lg^  gewon- 
nenen Reihe  wird  die  Existenz  der  i*-Funktionen  gefolgert,  und 
es  werden  die  Punkte  bestimmt,  für  welche  &(t>)  verschwindet. 
Art.  2  enthält  die  wichtigsten  Beziehungen  zwischen  den  Qua- 
draten der  vier  ^-Funktionen  und  die  Darstellung  des  Produktes 
»hgiu-^vy&hg^u  —  v).   In  Art.  3  werden  die  elliptischen  Funk- 
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tionen  sn^  cn,  dn  eingeftthrt  und  ihr  Additionstheorem  aufgestellt- 
Das  Folgende  (Art.  4  u.  5)  behandelt  die  Differentialgleichungen 
der  elliptischen  und  der  t9--Funktionen  und  die  Darstellung  der 
elliptischen  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  darcb 
t9--Funktionen.  Die  Art.  6  u.  7  liefern  die  Entwickelung  in  ein- 
fach-unendliche Produkte,  die  sich  leicht  in  die  Jacobfache  Form 
(Fundam.)  bnugen  lassen.  Die  Constanten  &,&^^^&^Q,&\^  wer- 
den mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  — ^^  =  — -f—  in  Pro- 

duktform  dargestellt.  Im  folgenden  Artikel  wird  durch  Um- 
wandlung der  einfach-unendlichen  Produkte 

^2nx 


in  doppelt-unendliche  die  ©-Funktion  als  unbedingt  convergentes 
zweifach-unendliches  Produkt  dargestellt: 


Art.  9  giebt  eine  zweifach- unendliche  Partialbruchreihe  fUr  die 
reciproken  Werthe  der  Thetafunktionen ,  ferner  die  Darstellung 

von  -T-  lg  0(x)   und   endlich   die   der   elliptischen   Funktionen 

durch  Partialbrüche. 

Stellt  man  jedes  einzeUie  Glied  der  Partialbruchentwickelung 
durch  die  Fourier'sche  Reihe  dar,  so  erhält  man  die  Entwicke- 
lung der  elliptischen  Funktionen  und  der  reciproken  Werthe 
der  Thetafunktionen  in  trigonometrische  Reihen  (Art.  10).  Die 
folgenden  Artikel  (11 — 13)  behandeln  die  lineare  Transformation 
der  t9-- Funktionen,  ihre  Anwendung  zur  Ermittelung  der  Grenz- 
werthe  der  t9-- Funktion  für  rein  imaginäre  Moduln,  und  die 
lineare  Transformation  der  elliptischen  Funktionen.  Die  iS'-Funk- 
tionen  hängen  zusammen  mit  einer  gewissen  Gattung  von  Diffe- 
rentialgleichungen, in  denen 
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ist    Der  Verfasser  beschränkt  sich  (Art.  14)  auf  die  Betrachtung 
der  linearen  Differentialgleichung 

(1  — a?)  ^/  <p(a;)  +  xCq'*—  1)  (p(a>)  =  0, 
deren  Lösung  die  yerallgemeinerte  binomische  Reihe  ist,  woraus 
eine  Quelle  neuer  Darstellungen  der  t?*  -  Funktionen  fliesst  (vgl. 
Jacobi,  Grelle  XXXII;  Heine,  ib.  XXXIV,  285;  Thomae,  ib. 
LXX,  258).  Zum  Schluss  (Art.  15)  giebt  der  Verfasser  eine 
Zusammenstellung  der  verschiedenen  Darstellungen  der  in  der 
Theorie  der  Thetafunktionen  vorkommenden  wichtigsten  Con- 
stanten. M. 

F.  Grijbb.     üeber  zwei  bestimmte  Integrale.    Schlömiich  z. 

XV.  464-466.  1870. 
Der  Verfasser  erinnert  daran,  dass  d'Alembert  (^Sur  les 
differentielles  r6ductibles  aux  arcs  des  sections  coniques".  Opusc. 
math.  VII.  1780),  mit  Hülfe  des  von  Euler  (Nov.  Comment.  Petr. 
VI.  1761)  gefundenen  Additionstheorems  flir  die  elliptischen  In- 
tegrale zweiter  Gattung,  das  bestimmte  Integral 
^1^1=^^ 


/ 


log  (1— na?')  da; 


anf  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  mit  dem- 
selben Modul  n  zurückgeführt  habe.  In  Legendre's  Trait6  finden 
wir  es  nicht,  auch  nicht  in  neueren  Werken  über  elliptische 
Fanktionen.    Noch  einfacher  lässt  sich  das  Integral 

"1  dx 

log  (1— na;') 


|^(l-a:')(l-iia;0 
auf  ein  elliptisches  Integral  —  und  zwar  nur  erster  Gattung  — 
zurückführen.    Herr  Grube  benutzt  dazu  die  bekannte  particu- 

läre  Lösung  a?=  ]  der  Euler'schen  Differentialgleichung, 

yl— fiM* 

(In  der  Arbeit  sind  irrthümlich  Zähler  und  Nenner  des  x  ver- 
tauscht.) M. 

W.  Walton.    A  demonstratio!!  of  a  property  of  elliptic 

functions.      Quart  J.  XI.  177-178.  1870. 
Neuer  Beweis  der  durch  Lagrange's  geometrische  Deutung 

bekannten  Relation  

cos i9-.oos  9  -- sin ö-. sin  9|/l— c* sin  ^(jt  =  eoB fi, 

Fortochr.  d.  Math.  n.  1.  15 
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worin  |Et  ooBstant,  und  &  und  q)  durch  die  Gleicfanng  F(e,  &)  + 
FQc,q))  =  F(^c^fi)  verbunden   sind.     Hier   wird   die  Differential- 

gleichung  Ta  +  -7^=0  umgewandelt  in 

(te»-  dy'  =  c'  Kxdy^ydxy^  dy'l 
wo  ^=coBt9-.co8qp  und  y^sin^.sinqp.  M. 

B.  MöLLMANN.     Die  geometrische  Bedeutung   des  Diffc- 

rentials    ,       ,,   ,— =.      Pr.  Rostock.  1869. 
yl— ft'sm'a? 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  sehr  elementar  das  Diffe- 
rential eines  Sectors  und  Bogens  des  Kreises,  der  Ellipse  und 
Hyperbel  (als  Funktion  der  von  den  Brennpunkten  gezogenen 
radii  vectores).  Auf  das  elliptische  Differential  führt  erst  die 
Herleitung  des  Differentials  des  Sectors  einer  Kegelfläche.  Ans 
einem  beliebigen  Radius  vector  und  zwei  dui*ch  den  Anfangs- 
punkt der  Goordinaten  gehenden  festen  Linien  wird  eine  drei- 
seitige Ecke  gebildet.  Das  gesuchte  Differential  wird  dann 
Funktion  der  beiden  auf  dem  Radius  vector  zusammenstosaenden 
Seiten  (u,  v)  des  zugehörigen  sphärischen  Dreiecks.  Nun  vnrd 
noch  die  Kegelfläche  der  Beschränkung  unterworfen,  dass  1) 
der  Winkel  zwischen  u  und  v  constant  ist,  und  2)  die  Begren- 
zungslinie der  Kegelfläche  zugleich  auf  der  Fläche 

(^'+  y')  Q^"+  y"+ »') = R'  (const) 

liege.    Dann  ergiebt  sich 

J5^^'  du         ^R' dc_ 

2  vT^*'  sin  •«      2  |/l-&«sin'f)' 
Um  sich  also  die  geometrische  Bedeutung  des  elliptischen 
Differentials  klar  zu  machen,  muss  man  die  Fläche 

construiren  und  über  einem  Winkel  eine  Kegelfläche  beschreiben, 
welche  einen  gegebenen  Winkel  fasst  M. 

A.  Enneper.     Bemerkungen  über  eine  Differentialglei- 
chung 2*"  Ordnung.      Schlömilch  z.  XV.  56-64.  1870. 

Legendre  hat  durch  Differentiation  der  elliptischen  Integrale 
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!••'  und  2*^'  Gattung,   x=^F((p^K)  und  y=E(^(pjk)^    nach  k  die 
beiden  Differentialgleichungen 


<»'-a) 


dft/      ,         Ä  sin  qp  cos  cp 


^  (l-*'sinV)^ 

(tt'^     d*^  ^    Yl-fc»8inV 
hergeleitet  und  ihre  yollBtändigen  Integrale   ohne  weitere  De* 
duktion  mitgetheilt  (Traitä  des  fonctions  elliptiques). 

Da  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung  die 
Form  x^PK-^-QIP  hat,  so  wendet  Hr.  Enneper  zur  Integration 
die  Methode  von  Lagrange  an  und  findet 

\  •      nJ    (1— **smV)^         ' 

'        "n     Cl-Ä'Biii»*      ' 
Hieraus  ergeben  aicb,  mit  Hflife  der  bekannten  Gleichungen 

dk         dk'^  2  kV'' 
interessante  Relationen  zwischen  bestimmten  Integralen.    M. 

A.  Genocchi.     Rassegna  d'alcuni  scritti  relativi  all'  ad- 
dizione  degl'    integrali  ellittici    ed   abeliani.     Boncom- 

pagni  Ball.  HI.  47-66.  1870. 

Bei  der  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Methoden, 
durch  welche  man  zu  dem  Additionstheorem  der  elliptischen  und 
Aberschen  Funktionen  gelangt  ist,  beginnt  der  Verfasser  mit  der- 
jenigen Catalan's.   Catalan  hat  (Bull,  de  Belg.  (2)  XXVII.  146  bis 

151. 1869  B.  p.  234)  die  Gleichung  > — ^  ■=  ±  , "?  .— r  =  Q 

yl— c'sin'M     yl— c'sm'c 

tS"  -|-  ö)  d* —  w  0^      xA-y 

durch   die   Substitutionen  «*=— ^ — »  ^""""F"'   cost9'=— ^, 

co8<»  =  ^^^^  zurückgeführt  auf  eine  Differentialgleichung  von 

15» 
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der  Form  y=px-\-F(j)),  wo  P  =  ^  ist»  ^^^  erhält  als  allge- 
meines Integral 

y  =  mx±—^m*^b\  wo  c  eine  Constante  und  6'=1— c*- 
c 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  die  bekannte  Relation  f&r  die 
Addition  der  elliptischen  Integrale.  Die  Methode  Gatalan's  lässt 
sich  auch  auf  die  elliptischen  Integrale  2*^'  Gattung  ausdehnen, 
da  sich  durch  dieselbe  Substitution  die  Gleichung  |^I~c* sin *u,du 
=  ^1— c'sin*f?.df?  auf  die  Form  y  = — +>^1— ft'p'  bringen  lässt. 

Der  Verfasser  erwähnt  hierauf  Laguerre's  geometrische 
Betrachtungen  (Bull,  de  1.  Soc.  phil.  IV.  1867  und  C.  R.  LXVfl. 
Vgl.  Fortschr.  I.  119),  mustert  die  Bestrebungen  Euler's  (Instit. 
calc.  int.  III.  Suppl.  1770),  Lagrange's  (Miscell.  taur.  IV.)  und 
Anderer,  das  Euler'sche  Theorem  zu  verallgemeinem;  reiht  dar- 
an die  Verallgemeinerung  Jacobi's  (Grelle  VIU.)  auf  Doppel- 
integrale, das  Theorem  der  associirten  EUipsoide  von  Le  Besgue 
(M6m.  de  Bordeaux  11.),  welches  auf  zwei  den  elliptischen  Inte- 
gralen 2^^'  Gattung  entsprechende  Doppelintegrale  mit  algebra- 
ischer Differenz  fahrt,  und  die  Verallgemeinerung  des  Additions- 
theorems der  dritten  Gattung,  die  Verfasser  (Schlömilch  Z.  D.) 
durch  Untersuchung  der  Funktion 

/  yl— Ä'sin'y 

gefunden.  —  In  der  Uebersicht  über  die  Arbeiten,  welche  die 
Addition  der  Aberschen  Funktionen  betreffen,  verweilt  der  Ver- 
fasser nur  bei  den  Arbeiten  von  Mainardi  (Giom.  delF  Ist.  Lomb. 
VII.  1855),  von  Jacobi  (Brief  an  Hermite,  Opusc.  math.  I.  360), 
von  Clebsch  und  Gordan  (Theorie  der  AbeVschen  Funktionen) 
und  Cremona  (Rend.  Bol  1868-69.  68),  und  bei  Brioschi's  Aus- 
dehnung des  Aberschen  Theorems  auf  vielfache  Integrale  (Gi- 
ornale  del  Ist.  Lomb.  VIII).  M. 

F.  SiAcci.    Sul  teorema  del  Conte  di  Fagnano.     Boncom- 

pagni  Bull.  III.  1-26.  1870. 
Das  berühmte  Theorem  ist  von  Fagnano  selbst  viel  allge- 
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meiner  ausgesproehen,  als  es  gewÖhDlich  citirt  wird.  Es  findet 
sich  zuerst  in  dem  Giornale  d*  Letterati  d'Italia.  T.  XXVI.  1716, 
26()-279,  ist  wieder  abgedruckt  1750  in  den  Produzioni  mate- 
maticbe  del  Gonte  Giulio  Garlo  di  Fagnano  II.  336-342,  und 
lautet:  „Bezeichnen  in  den  Polynomen 

und  in  der  Gleichung 

(jhxwy + (fixy + (fuy + o  O' = o 

kjl,f,g  Gonstanten,  so  ist  1)  wenn  <  =  +  1  ist,  das  Integral  von 
JC-j-Z  gleich  ,  und  2)  wenn  «=  — l  ist,  das  Integral  von 

•CS  m  A 

X+Z  gleich  — f= — ".    Herr  Siacci  recapitulirt  den  von  Fagnano 

ig 

gegebenen  Beweis  und  die  Anwendung  des  Theorems  auf  Ellipse, 
Hyperbel,    Hypocycloide   und  Epicycloide.    Die   eitirte   Schrift 

F/s  schliesst  mit  dem  Satze:  „Setzt  man  a  = — ~,  so  ist  das 

Integral  aus  X+Z  gleich  yifx^+g^k  +  ^\ 

Fagnano  hatte  sich  schon  früher  (Giornale  d6  Lett.  XXII. 
229-262.  1715)  mit  der  Integration  der  Gleichung: 

[(^•  +  pr+9(^"+p)  +  ^r"^[(«*  +  p)'+g(»*  +  P)  +  r]"'"" 
beschäftigt  und  verschiedene  particuläre  Integrale  derselben  ge- 
funden.  —  Herr  Siacci  zeigt,   auf  welchem  Wege  Euler  (Novi 
Corom.  Petr.  VI.  u.  VII.)  und  andere  nach  ihm  (Lagrange :  Mis- 
cell.  Taurin.  IV.)  zur  Integration  der  in  der  vorigen  enthaltenen 

Gleichung 

dx  di 

gelangt  sind;  und  führt  die  verschiedenen  Formen,  unter  denen 
Legendre  (Exercices,  Trait^  des  fonct.  eil.,  Histoire  de  TAc.  1786), 
Grunert  (Suppl.  zu  Klügel's  Wörterbuch  der  reinen  Mathematik, 
Archiv  XXVI.),  G.  Wallace  (Trans,  of  Edinb.  V.)  und  Caucby 
(Lefons  s.  1.  applications   du   calc.  infin.   &  la  g^omötrie)   das 
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Theorem  ausgesprooheii  haben.  Zum  Schlass  giebt  der  Ver- 
fasser eine  Uebersicbt  über  die  an  das  Theorem  sich  knüpfen- 
den geometrischen  Gonstruktionen  von  Euler  (Nov.  Acta  Erad. 
1757,  Nov.  Comm.  Petrop.  VI.),  Verfaulst  (Traitö  616m.  des  foncL 
eil.),  G.  Brinklei  (Trans,  of  Irish  Ac.  IX.),  P.  Serret  (Des  m6- 
thodes  en  g6om6trie),  Chasles  (C.  B.  XVII.)  und  Küpper  (Bor- 
chardt  J.  LXffl).  M. 

J.  Lieblein,  üeber  den  Zusammenhang  verschiedener 
Transformationsformeln  für  elliptische  Integrale  mit 
einem  Problem  der  Geometrie.     Prag.  Abh.  (6)  lii.  i  -14. 

1870. 

Es  ist  die  Gurve  zu  finden,  auf  welcher  ein  gegebener  Kreis 
(mit  dem  Radius  g)  ohne  zu  gleiten  rollen  muss,  wenn  ein  mit 
ihm  fest  verbundener  Punkt  (P)  seiner  Ebene  wieder  einen  Kreis 
(mit  dem  Radius  R)  beschreiben  soll.  Bezeichnen  wir  mit  d 
den  Abstand  des  Punktes  P  vom  Mittelpunkt  C  des  Wälzongs- 
kreises,  und  nehmen  d<(>;  sind  ferner  r,  &  die  Goordioaten 
eines  beliebigen  Punktes  M  der  Basis,  MP=u  und  xp  der  Gentri- 
winke!  des  bereits  abgewälzten  Kreisbogens,  so  erhält  man: 

1)  edV  =  d0/'-'+(0. 

2)  ±r=zR—eu  (e=±l,  ftr  die  beiden  der  Aufgabe  genügen- 

den Gurven), 

3)  u*=:Q^+d^+2dgtOBtp. 

Je  nachdem  man  nun  u  oder  yj  eliminirt,  ergeben  sich  hier- 
aus die  Gleichungen: 


4)   d0-. 


(iR-eu)W 


W=y<i^\Xu-9-d)(u-e  +  d)(.^  +  9-d)(u+Q  +  d), 


5)  de-  eCe+d cos ip)dxp_ 


(Ä— c|/e'+d'4:2dßCOS t^)  ye'+  d^l^g öÖBfff 
Die  verschiedenen  Beziehungen  zwischen  elliptischen  Inte- 
gralen ergeben  sich  nun,  wenn  man  die  4  Gleichungen,  in  welche 
jede  der  beiden  letzten  Gleichungen  zerlegbar  ist,  integrirt  und 
die  4  fUr  eine  jede  der  beiden  Gurven  resultirenden  Gleichungen 
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mit  einander  yerbindet.  Die  Substitation  muss  so  gemacht  wer- 
den, da98  die  Amplituden^  der  elliptischen  Integrale,  zu  welchen 
man  gelangt,  gleichzeitig  mit  0  wachsen.    Der  Verfasser  setzt 

.  -^  ,.p+rfsin5 

^^  ^p  +  dsm* 
je  nach  den  Zeichen  in  4)^  und  je  nach  den  Zeichen  in  5) 

tg^  =  ?— -j^tgqp  oder  C08t/;  =  1— 2Bin 'y; 
ferner  ^+Cl+ft) 

Die  aus  4)  sich  ergebenden  0,,  0„  ©s,  0^  haben  dann  die  Form: 

und  zwischen  den  Parametern  n^,n^Jn^,n^  bestehen  die  Glei- 
chungen: 

13)    ii,n,=n.n,=ft',  (n, +  !)(«.+ l)  =  C«,+  l)(n,+ 1)  =  1~Ä». 
Aus  5)  erhält  man  für  die  40  folgende  Form: 


X4)  e.=y'!tx*:n»,„+(i-j5p)y'=^«,K,».,)± 


>' 


wo 


+  Drtsf 


._2Yk       _     _  q' 

mj=m4=A'pr^^t_^^ — ,  und  Cr,Dy  ähnliche 

Constanten.     Verbindet    man    nun    tp   und   d   durch    die    Re- 
lation : 

t/;  _(!-&)  tgif 

und  vergleicht  die  Wertbe  ftr  die  Differenzen  von  je  2  dieser 
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6  aus  7)  und  14),  so  gelangt  man  zn  den  beiden  Legendre'- 
sehen  Gleichungen  (Trait6  des  fetns.  eil.  L,  chap.  15),  welche 
zeigen,  dass  Integrale  3**^'^  Gattung,  deren  Parameter  den  Glei- 
chungen 13)  genügen,  sich  durch  einander  ausdrücken  lassen. 
Daraus  folgt  für  die  beiden  gesuchten  Curven  der  Satz:  Wenn 
die  &y  demselben  Drehungswinkel  zugeboren,  so  lassen  sich  die 
Differenzen  von  je  2  dieser  Winkel  durch  cyclometrische  oder 
logarithmische  Funktionen  ausdrücken.  Diese  Eigenschaft  fthrt 
sogleich  zu  einem  speciellen  Falle  des  Additionstheorems. 

Die  Betrachtung  des  speciellen  Falles  R  =  Q±d  fthrt  zu 
den  bekannten  Transformationsformeln: 

f^^  -      fc'BipJcos  8,i„,^ 

Der  Fall  Ä  =  oo  ei^ebt: 

Z(Ä,  y) = Ä  j/Fain  8eos(p  +  ~  Z(k,  8), 

also  die  von  Gauss  (Det.  attract.)  gegebene  Transformation  über- 
tragen auf  Z(Ä,  y).  Zu  derselben  Transformation,  angewendet 
auf  elliptische  Integrale  3""  Gattung,  endlich  gelangt  man  durch 
Vergleichung  von  7)  und  14).    Man  erhält  g     atg3 


J  c< 


/7(m,  ft,  9)=C1 +a) Fik^S) +20(1  +Ä)  //(«, Ä,  ^  +  s^  C- 


'-^ 


(Vgl.  Legendre,  traitö  d.  fctns.  eil,  Zusatz  zu  Cap.  XXn.) 


M. 


L.  ScHLÄFLi.     SuUo  svüuppo    del   periodo    imaginario, 
pel  caso  che  il  modulo  delle  funzioni  ellittiche  sia 

abbastanza  piccolo.      Briosohi  Ann.  (2)  III.  243-248.  1870. 

Weierstrass  hat  (Theorie  der  Abel'schen  Funktionen,  CreUe 
LIL  76)  die  Entwickelung  der  imaginären  Periode  fBr  den  Fall, 
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dass  der  Modal  der  elliptischen  Funktionen  hinlänglich  klein  ist, 
bereits  gegeben,  aber  in  Betreff  des  Beweises  auf  ein  späteres 
Capitel  verwiesen,  welches  nicht  erschienen  ist.  Herr  Schläfli 
giebt  hier  einen  Beweis  für  diese  Entwickelung.  Zunächst  er- 
hält man,   wenn  2tL   die  imaginäre  Periode  für  den  Modul  k 

bezeichnet,  aus  dem  Integral  /^=/- —  ? 

«   1.3...(2«-1)       /VT  ,»•  d» 
^-^f-    2.4...2„    V        j7f^ 

und  durch  Entwickelung  von  »'(1+*')""* 

Der  Verfasser  giebt  nun  einen  Weg  an,  auf  dem  die  Doppel- 
summe  und  die  ziemlich-  mühsame  Bestimmung  der  Integrations- 
eonstante umgangen  wird.  M. 

Ch.  Hermite.    Sur  rexpression  du  module  des  transcen- 
dantes  elliptiques,   en  fonction  du  quotienl  des  deux 

p^riodes.      BrioBchi  Aon.  (3)  III.  81-82.  1869. 

Ht! 
Für  den  Modul  k  als  Funktion  von  ^  =  -t-  hat  man  be- 
kanntlich die  Gleichung  ^„^^         i^^ 

'^^  Ll  +  2e^'''^  +  2«*<'''^+.J  ' 
wo  w  unter  transcendenter  Form  erscheint.  Der  Verfasser  hat 
früher  gezeigt,  dass  wenn  man  auf  die  Funktion  f(i  +  (o)  die 
Maclaurin'sche  Reihe  anwendet,  man  eine  in  «i  algebraische  Ent- 
wickelung erhält,  deren  CoefGcienten  aber  nicht  rational,  sondern 
mit  der  numerischen  Transcendente 


A 


d(p 


/]/l-isin> 

behaftet  sind.  Hier  giebt  nun  der  Verfasser  eine  neue  algebra- 
ische Entwickelung,  worin  die  CoefiScienten  rein  rational  sind, 
welche  ausserdem  eine  ftlr  die  Transformation  wichtige  Eigen- 
schaft besitzt  ML 
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E.  Gatalan.    Sur  Taddition  des  fonctions  elliptiques  de 

premifere  espfece.      Biill.  de  Belg.  (2)  XXVII.  145-150.  1869. 

Legendre  hat  zuerst  den  Zusammenhang  des  algebraischen 
Integrals  der  Euler'schen  Differentialgleichung  mit  der  Funda- 
mentalformel der  sphärischen  Trigonometrie  bemerkt  (Trait6  des 
fonctions  elliptiques.  I.  21).  Herr  Catalan  giebt  eine  andere 
geometrische  Interpretation  dieses  Integrals.  Die  Differential- 
gleichung   du      ^  ,  df) ___^ 

y i— c'sin^* ~ ^i  — c*  sin  *t? 

geht  nämlich  durch  die  Substitutionen  w  =  — i— ,  o= — ^^—  und 

COS  &  =  -T-^j  cos  w  ==  ^-r—  über  in  die  Gleichung 

(*•-  c^x^)  dy'+2c'xy  dx  dy  —  (b'k^+  c'y')  dx^  =  0, 

deren  Integral  ist  y=^mx+ — im^—ti^^   wo  m  eine  willkürliche 

Gonstante  bezeichnet.    Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Sehaar 

von  Geraden,  deren  Umhüllende  die  Hyperbel  y'— 6'a;*= j-fc' 

k  hk  ^ 

ist.    Durch  die  Substitution  x== ,  y  =  —  tgqp  wird  man, 

c  cos  <jp    "^       c 

wenn  man  u  und  f>  wieder  einführt  und  ^  durch  die  Gleichung 
tff  o)  = bestimmt  auf  die  Fundamentalformel  der  sphä- 

°  ^  C  cos  jEA  ^ 

rischen  Trigonometrie  geführt.    (S.  S.  227.)  M. 

F.  J.  Eichelot.  Die  Landen'sche  Transformation  in 
ihrer  Anwendung  auf  die  Entwickelung  der  ellipti- 
schen Funktionen.  Aus  einer  Correspondenz  mit 
Herrn  Prof.  Schröter.     Königsberg  1868*)- 

In  seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen  hat  Herr 
Bichelot  aus  der  Landen'schen  Transformation  die  Entwickelung 
der  elliptischen  Funktionen  in  unendliche  Produkte  hergeleitet, 
und  seine  Methode  ist  von  H.  Durdge  (Theorie  der  elliptischen 
Funktionen.  Leipzig  1861)  veröffentlicht  worden-  Durch  ein 
Schreiben  des  Herrn  Prof.  Schröter  wird  Herr  Eicüelot  veran- 


*)  Da  durch  ein  Versehen  diese  Arbeit  im  vorigen  Bande  nicht  berück- 
Bichtig  worden  ist,  so  fügen  wir  das  Referat  darüber  hier  n&ehlräglieh  «ia. 
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lasst,  nun  auch  die  Anwendung  der  Landen'schen  Transformation 
auf  die  Entwiekelung  der  elliptischen  Funktionen  in  unendliche 
Reihen  mitzutheilen,  wie  er  sie  bereits  vor  Jahren  ebenfalls  in 
seinen  Vorlesungen  vorgetragen  hat.  Zunächst  wird  aus  einer 
älteren  Vorlesung  mitgetheilt,  auf  welche  Weise  die  Landen'sche 
Transformationsformel  sin  (2^'— (/>)=:*  sin  y,  wenn  sie  in  die 
elliptisebe  Funktionsgleichung 

sn(«,Ä)  =  ^.sn(Ju,*').sn(^+/^',Ä'), 

HC       K*      \A-k      ^  * 

wo  ir  =  öir=--^»  übergeführt  ist,  wiederholt  angewendet  die 

Entwiekelung  von  sin  am  u  in  ein  unendliches  Produkt  liefert, 
aus  dem  dann  auch  die  Entwickelungen  von  cos  am»  und  A^xsiu 
folgen.  In  einer  späteren  Vorlesung  wird  die  Entwiekelung  in 
unendliche  Reihen  für  jede  der  3  Funktionen  einzeln  durchge- 
führt. Aus  den  3  zur  Landen'schen  Transformation  gehörigen 
Formeln:  ,.  ,  ,,.  sin<^'-cos<p' 

..«^     1-0+*;)  sin  V 

^^«*=— ^(^') — ' 

von  denen  die  beiden  letzten  eine  Folge  der  ersteren  sind,  er- 
geben sich  leicht  die  analogen  in  Form  elliptischer  Funktionen, 
und  aus  ihnen  kann  man  direkt  die  Zerlegung  der  6  Funktionen 

j        dn  u   cn  u   cn  tf       ,  .,         -^    .      ,       .       .  , 

snti,  cn«,  dn«,  , ,  ^ —  und  ihrer  Reciproken  m  stets 

'         '  snu   snu   dni*  ^ 

convergente  Reihen  von  Fartialbrüchen  herleiten.  — 

Das  mitgetheilte  Antwortschreiben  des  Herrn  Schröter  ent- 
hält die  Reihenentwickelung,  wie  er  sie  direct  aus  der  Gauss - 
sehen  Transformation  (S.  determinatio  attractionis) : 

2  sin  (po 

gewonnen.    Mit  Hülfe  derselben  lässt  sich  nämlich 

2K  1 


( 


in  die  Summe  zweier  ähnlichen  Funktionen  mit  kleinerem  Modul 
zerlegen« 
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Im  Folgenden  giebt  Herr  Richelot  aus  einer  Vorlesung  vom 

Jahre  1860  die  Benutzung  der  Landen'schen  Transformation  zur 

Entwickelung  der  2**^"  Gattung  und  der  aus  ihr  folgenden  Trans- 

cendenten.    Er  fuhrt  das  durch  die  Gleichungen 

.     . ,       cos  Qp'  ,     K,  sin  rp' 

smv^'=   ..  /,..,  cos  v^^=   '    /  ü\ 

definirte  Argument  tp'    in  die  Landen'sche  Transformation   ein 
und  gelangt  zu  den  Gleichungen 

ZOP,  *)  =  ^ {^(^',  *')--^(V',  k% 

die  dann  in  elliptische  Funktionsgleichungen  tibergeführt  werden. 

Ausser  der  Gauss'schen  Transformation  giebt  es  noch  4 
andere  Transformationen  der  2**""  Ordnung,  welche  gleichfalls 
die  Entwickelung  der  12  elliptischen  Grundfunktionen  liefern. 
Die  6  Transformationen  entstehen  aus  jeder  unter  ihnen  durch 
die  sogenannten  6  Grundtransformationen,  bei  denen  beide  Ar- 
gumente von  Null  anfangen.  Dies  macht  der  Verfasser  dadurch 
deutlich,  dass  er  sämmtliche  Formeln  der  Gauss'schen  Trans- 
formation aus  der  Landen'schen  ableitet.  Sämmtliche  Entwicke- 
lungen  gewinnt  man  aber  weit  einfacher  und  natürlicher  durch 
geeignete  Aenderungen  des  Argumentes  der  ganzen  Integral- 
werthe  und  der  daraus  folgenden,  der  Grösse  q  entsprechenden. 
Zu  dem  Zwecke  hat  Herr  Kichelot  eine  vollständige  Tafel  der 
6  Grundfunktionen  entworfen.  Sie  bestätigt  gleichsam  die  von 
Jacobi  in  seiner  ersten  Vorlesung  über  elliptische  Funktionen 
vom  Jahre  1829  angedeutete  Klasseneintheilung.  — 

Die  „Anmerkung"  enthält  eine  freie  Wiedergabe  der  Ab- 
handlung von  Landen  in  den  Philos.  Transact.  1775,  p.  283,  wo 
seine  Transformation  zuerst  veröffentlicht  ist,  mit  einer  Reihe 
daran  sich  knüpfender  geometrischer  Betrachtungen.         M. 

L.  Königsberg  ER.      Algebraische    Untersuchungen    aus 
der  Theorie    der  elliptischen   Funktionen.     Borchardt  J 
LXXII.  176-254.  1870. 
Nach  denselben  Principieni   nach  welchem  der  Herr  Yer- 
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fasser  in  seinem  Werke  ^Die  Transformation,  die  Multiplikation 
und  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Funktionen.  Leipzig 
186b"  (8.Fort8chr.d.M.I.p.  134)  die  Theorie  derModulargleichungen 
entwickelt  hat,  ftlhrt  er  hier  die  allgemeine  Theorie  zweier  anderen, 
fär  zahlentheoretische  und  algebraische  Untersuchungen  wichtigen 
Gattungen  von  Gleichungen  durch,  auf  deren  Analogie  mit  den  Mo- 
dulargleichungen zuerst  Joubert  (,,Sur  diverses  öquations  analogues 
aux  6quations  modulaires  dans  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques''. 
C,  R.  XLVIL)  aufmerksam  gemacht  hat.  Es  sind  dies  die  Glei- 
ehungen  f&r  das  Produkt  des  transformirten  Moduls  in  dessen 
complementären  und  die  fQr  die  Multiplicatoren  der  Transfor- 
mation. Joubert  hat  (1.  c.)  für  beide  Gleichungen  zwei  Eigen- 
schaften mitgetheilt,  die  sich  auf  die  Yertauschung  des  Integral- 
moduls  beziehen,  und  hat  die  Formen  für  die  Transformation 
3'*",  5**"  und  7'*"  Grades  aufgestellt  Hermite  hat  in  seiner  Ar- 
beit ,,Sur  la  r6solution  de  l'^quation  du  quatriöme  AegriT  diese 
Formen  für  die  Transformation  3'^"  Grades  zur  Auflösung  der 
Gleichungen  4'®"  Grades  mit  Hülfe  der  elliptischen  Funktionen 
benutzt.  Der  erste  Abschnitt  der  vorliegenden  Arbeit  enthält 
eine  Zusammenstellung  der  Transformationsformeln  für  einen 
unpaaren  Transformationsgrad.  Der  Gang,  welchen  Herr  Königs- 
berger in  dem  zweiten  und  dritten  Abschnitt  befolgt,  ist  ganz 
analog  demjenigen,  den  er  in  dem  citirten  Werke  über  die 
Transformation  eingeschlagen  hat.    So  wird  zuerst  die  Existenz 

4  4 

einer  Gleichung  (n+iy^"  Grades  zwischen  y^  und  |/cc,  für 
eine  Transformation  vom.  Frimzahlengrade  nachgewiesen,  darauf 
die  einer  solchen  Gleichung  für  einen  ungraden  Transformations- 
grad ohne  quadratischen  Faktor.  Ihr  folgt  die  Bestimmung  des 
letzten  Gliedes  in  dieser  Gleichung,  die  Eigenschaft  der  letzte- 
ren hinsichtlich  der  Yertauschung  beider  Moduln,  ihre  Irreduk- 
tibilität  und  die  linearen  Transformationen,  welche  auf  beide 
Argumente  gleichzeitig  ausgeübt  werden  können.  Den  Schluss 
bildet  die  wirkliche  Entwickelung  der  Gleichung  für  einen  be- 
liebigen unpaaren  Transformationsgrad  ohne  quadratischen 
Theiler.  Die  Theorie  der  Gleichungen,  welche  zwischen  dem 
Multiplikator  M  und  dem  Integralmodul  des  zu  transformirenden 
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Integrals  bestehen,  wird  im  dritten  Abschnitt  ganz  analog  dtiroh- 
geftthrt.  M. 

L.  KöNiGSBBRGER.     Die  linearen  Transfonnationen   der 
Hermite'schen  ^^-Funktionen.     Ciebsch  Ann.  in.  i-io.  1870. 

L.  ScHLÄFLi.     Beweis  der  Hermite'schen  Verwandlungs- 
tafeln für  die  elliptischen  Modularfunktionen.    Borchardt 

J.  LXXII.  360-369.  1870. 

Bezeichnet  k^  den  Modul  eines  elliptischen  Integrals,  k'*  sein 
Complement  und  ü>  den  Modul  der  zugehörigen  t?*- Funktion,  so 

4        4 

lassen  sich,  wie  Jacobi  (fundamenta  p.  89)  gezeigt  hat,  }%  }^ 
t/ää'  durch  g  =  c^**^  darstellen  in  der  Form:  .  , 

Hermite  hat  diese  drei  Grössen,  als  Funktionen  von  (o  be- 
trachtet, bezeichnet  mit  resp.  9^(0»),  V^((»),  xC^)  ^^d  ihre  Bedeu- 
tung für  zahlentheoretische  und  algebraische  Untersuchungen 
dargelegt.  In  seinem  Werke  ^^Sur  la  th^orie  des  äquations  mo- 
dulaires  et  la  räsolution  de  T^quation  du  cinquiöme  degrö.  1859", 
p.  4  und  15,  giebt  er  —  ohne  Beweis  —  zwei  Tabellen  für  die 
Werthe,  welche  die  Funktionen  ^(cü)  und  x(/»0  bei  linearer 
Transformation  der  elliptischen  Funktion  annehmen.  Später  hat 
Herr  Königsberger  (Die  Transformation  etc.  1868,  p.  34)  4  Re- 
lationen zwischen  den  <p  und  yf  bewiesen,  aus  denen,  wie  er 
dort  sagt,  die  erste  Hermite'sche  Tabelle  sich  ableiten  lässt. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  ftthrt  er  den  Beweis  fttr  diese 
Tabelle  genauer  durch.    Dieser  Beweis  beruht  auf  dem  Satze, 

dass  jede  Transformation 


arer  Transformationen  auf   die  einfachste  Transformation 


durch  Anwendung  einfacher  line- 

10 
Ol 

zurückgeftlhrt  werden  kann,  was  in  anderer  Form  bereits  von 
Herrn  Kronecker  (Berl.  Monatsber.  1860)  ausgesprochen  worden 
ist    Die  Richtigkeit  der  Hermite^schen  Formeln  wird  zunächst 

fitr  den  Fall  bewiesen,  dass  sieh  —^  in  einen  Kettenbruch  von 
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nur  drei  Elementen  entwickeln  läset,  und  das  fiesultat  auf  be- 
liebige Werthe  von  a^  und  a^  durch  den  Schluss  von  n  auf 
fi+l  ausgedehnt. 

Herr  Schläfli  giebt   einen   Beweis   filr  beide  Hermite'sche 

Tafeln.    Er  trennt  die  Hauptgattung  der  Substitutionen      U,  in 

der  k*  von  einem  zwischen  0  und  1  liegenden  Punkte  nach 
einer  Anzahl  von  Umläufen  um  0  und  1  in  denselben  Werth  zu- 
rttckkehrt,  von  den  ftlnf  übrigen  Gattungen,  indem  er  eine  Ketten- 
bmchentwickelung  anwendet,  wo  alle  Theilnenner  a^, fr,, 0^,6,, 
...Omjbn  gerade,  positive  oder  negative,  Zahlen  sind.  Eine  solche 
ist  immer  möglich,  wenn  Zähler  und  Nenner  der  zu  entwickelnden 

Rationalzahl  -3- incongruent  mod.  2  sind.   Die  Summen  a,  +  a,-|- 

P 
•-On  und  6,  +  6tH — fe»  werden  mod.  16  durch  a, /?,  y,  J  so  dar- 
gestellt, dass  sie  bei  Verwandlung  dieser  Substitutionselemente 
in  die  entgegengesetzten  ungeändert  bleiben.  Die  transformirten 
rf^rpjX  ergeben  sich  dann  mit  Hülfe  dreier  Relationen,  welche 
in  Hermite'scher  Bezeichnungsweise  (Herr  Schläfli  hat  ^  und  x 
vertauscht),  also  lauten: 

in      ,  »^1 

wo  -g-  =  log^,  24  =  l^e*- 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  Relationen  zwischen  pf(w) 
und  jf(n«),  welche  für  n=l  oder  2  mod.  3  einfacher  sind  als 
die  entsprechenden  zwischen  9^(0»)  und  (f(no)),  M. 

L.  Kiepert.    De  curvis  quaruin  arcus  integralibus  ellip- 
ticiß  primi  generis  exprimuntur.     Dies,  inaug.  Berlin.  1870. 

Das  Problem  „Alle  Curven  zu  finden,  deren  Bogen  sieh  — 
wie  die  der  Lemniscate  —  durch  elliptische  Integrale  erster 
Gattung  ausdrücken  lassen,  welche  also  die  Eigenschaft  der 
Kreisbogen  besitzen,  dass  sie  addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  und 
dividirt  werden  können",  hat  vielfach  das  Interesse  der  Mathe- 
matiker erregt.  Legendre  (Trait6  des  fonctions  elliptiques.  II.  590) 
fand  eine  Curve  sechster  Ordnung,  deren  Bogen  sich  darstellen 
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liess  als  Summe  eines  elliptischen  und  eines  Abersehen  Inte- 
grals erster  Gattung.  Gudermann  und  Boberts  fanden  eine 
Gattung  sphärischer  Kegelschnitte,  welche  die  im  Problem  ge- 
forderte Eigenschaft  besassen.  Des  Ersteren  Arbeiten  sind  nicht 
veröffentlicht,  die  des  Letzteren  siehe  Liouville  J.  (2)  Et.  155, 
X.  297,  VIII.  263.  Serret  wies  nach,  dass  die  Anzahl  solcher 
Curyen  schon  in  der  Ebene  eine  unendliche  sei  (Liouville  J.  (2) 
X.  256-295).  Doch  ist  es  bis  jetzt  weder  ihm  noch  einem  Andern 
gelungen,  das  besagte  Problem  allgemein  zu  lösen.  Herr  Kiepert 
gelangt  in  der  vorliegenden  Arbeit  zu  einer  Verallgemeinerung 
der  von  Serret  gefundenen  Gurven,  indem  er  specielle  F&lle 
deijenigen  Form  untersucht,  in  welcher  Herr  Weierstrass  (in 
seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen)  alle  doppelt- 
periodischen Funktionen  durch  die  von  ihm  eingeführte  <r-Funktion 
darstellt.  Definirt  man  nämlich  eine  Funktion  p(u)  durch  die 
Gleichung 

($)=4pW-|7.-Kt*)-Ä,  [t*  =  0,p(t*)  =  oo], 

worin  ^t,  9,  die  Invarianten  der  allgemeinen  biquadratischen 
Form  sind,  und  fahrt  die  Funktion  a(u)  durch  die  Gleichung 

d*  log  a(u)  .  . 

ein,  so  ist  jene  allgemeine  Form  jeder  doppeltperiodischen 
Funktion: 

C  +  -ryCi,v  jjp  log  <T(M~a,)+-ri^Cv  —  log  <M-a,)  +  -. 

mit  der  Bedingung:  ci,i  +  C2,iH |-Cr,i  =  0.    Die  Eigenschaften 

der  Funktion  a  und  ihrer  logarithmischen  Ableitung  geben  nun 
das  Mittel  an  die  Hand,  aus  den  vom  Verfasser  zunächst  be- 
trachteten Beispielen: 

dx  A-  idy      "*  cP*'**'* 
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und 

WO  2i»  und  2ai  die  Perioden  der  Funktion  6(u)  sind,  Gleichungen 
zur  BeBtimmung  der  Gonstanten  zu  gewinnen.  Durchgefährt 
wird  nur  das  letztere  Beispiel  ftlr  den  Fall  fii  =  ft  =  l,  der  die 
Curve  6**"  Grades:  _ 

liefert,  worin  e^  eine  beliebige  positive  Zahl  ist.  —  Ein  ferneres 
Beispiel  liefert  die  Gurve 

^")='^=p{«+^-¥)+''("-t)+'K«+¥> 

WO  £  primitive  Wurzel  der  Gleichung  »''=1.  — 

In  dem  zweiten  Theile  der  Arbeit  weist  der  Verfasser  an 
dem  Beispiel  der  Lemniscate  nach^  dass  alle  ebenen  Curven  der 
im  Problem  verlangten  Eigenschaft  nur  specielle  Fälle  von 
Curven  doppelter  Krümmung  sind.  Ihre  Bogen  lassen  sich  — 
wie  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Funktionen  lehrt  — 
mit  Httlfe  von  Lineal  und  Girkel  theilen.  M. 

E.  Schering.    Mittheilung  über  den  III.  Band  von  Gauss' 

Werken.      Glebsch  Ann.  I.  139-140.  1869. 

Einigen  Bemerkungen  über  den  Inhalt  des  III.  Bandes  von 
Gauss'  Werken  folgt  eine  Notiz  über  die  Dreitheilung  der  Jacobi'- 
schen  Funktionen.  Der  Herr  Verfasser  hat  nämlich  aus  den  von 
Gauss  und  Jacobi  gefundenen  algebraischen  Gleichungen  zwischen 
ö(0,  q\  Ö.CO,  g),  ^,(0,  q)  und  g(0,  gQ,  0,(0,  g'l  0,(,O,  g»)  die  Re- 

und  andere  ähnliche  hergeleitet.  JA. 

Th.  Noth.    Ueber  die  mit  Hülfe  der  Jacobi'schen  Funk- 
tion   zu   behandelnden   Fälle    der   Centralbewegung. 

Jena  1869. 
Siehe  Abschnitt  X.  Gap.  4. 

Fortachr.  d.  Math.  11.   1.  16 
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K.   Seegers.     Zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen. 

Pr.  Insterburg  1869. 

E.  V.  BoNSDORP.  Den  geometriska  theorie  för  complexa 
funktioner.  (Theorie  g^om^trique  des  fonctions  com- 
plexes,   appliqu^e  k  Fintdgrale  elliptique  du  prämier 

ordre.)      Diss.  Helsingfora  1870: 

M.  Egberts.     Sur  les  fonctions  ab^liennes.     Bnoschi  Add. 

(2)  ni.  70-80.  1869. 
Es  handelt  sich  darum  nach  Jacobi's  Methode  (Grelle  XXIV. 
28)    Relationen    zwischen    Äberschen  Funktionen   3*^*^  Gattung 
herzuleiten.    Hat  man  zwischen  den  m  +  1  Variabeln  x^,x^j...x,^ 
und  t  das  System  von  Differentialgleichungen: 

.=...«}/^(x,)  iJ(^  ff(^  if^xr) 

worin  /(a?)  eine  ganze  rationale  Funktion  (2m— 1)*«"  Grades  ist, 
so  ist 

das  Differential  einer  logarithmiscben  oder  Kreisfunktion  von  u 
Diese  Funktion  stellt  der  Verfasser  för  die  AbeVschen  Funk- 
tionen, in  denen  m=3und/'(a;)=ir(l— a5)(l— Ä*a?)(l— *"a?Xl— *"'«) 
ist,  wirklich  her.  Geht  f(x)  durch  die  Substitution  aj  =  8in*i9"  in 
J(&)  über,  so  ergeben  sich  zwischen 
fd&     rsin'&d&    rBm*&d&     /"sin  '&d&    f        1  dd^ 

bemerkenswerthe  Relationen,  deren  einige  auch  für  andere  Werthe 
des  m  gelten.  M. 

Camille  Jordan.     Sur  les  ^quations  de  la  division  des 

fonctions   ab^liennes.      Clebech  Ann.  I.  583-691.  1869. 

Diese  Abhandlung  bildet  einen  Abschnitt  aus  einem  dem- 
nächst erscheinenden  Werke  über  algebraische  Gleichungen. 
Ersetzt  man  p"  Grössen  mit  den  Indices  a;, y ....,  die  von  0  bis 
p—1  (p  Primzahl)  variiren  können,  durch  solche  mit  den  Indices 
ax  +  by...,a'x  +  b'y  +  '"  etc.  (mod.  p),  so  erhält  man  eine  „Sub- 
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gtitation"  wenn  die  Determinante  ans  den  a,  6,  ...a',  &', ...  oicbt 
durcfa  p  Üteilbar.  Die  Gesammtfaeit  dieser  Substitutionen  nennt 
Herr  Jordan  eine  „lineare  Gruppe  vom  Grade  p"".  Eine  „AbeF- 
Bche  Gruppe"  bilden  diejenigen  Substitutionen  der  linearen 
Gruppe  vom  Grade  p",  welche  auf  die  2n  Yariabeln  x^jy^,... 
^•»y»;  li»^i»-*-l»9^r  zugleich  ausgeübt,  die  Funktion 

n 

in  €p.ComL  verwandeln.  Herr  Jordan  untersucht  die  Eigen- 
schaften dieser  Gruppen,  ihre  Zerlegung  resp.  Zusammensetzung 
und  ihre  Ordnung.  Die  Gleichungen  für  die  Theilung  der  Pe- 
rioden in  den  Aberschen  Funktionen  haben  Gruppen  von  der 
betrachteten  Art  (Kronecker).  Dies  führt  zu  dem  Theorem:  „Die 
Lösung  der  Gleichung,  welche  die  Theilung  der  Perioden  in  den 
2ii-fach  periodischen  AbeFschen  Funktionen  giebt^  lässt  sich  zu- 
rückführen auf  die  Lösung  einer  Beihe  einfacher  Gleichungen, 
welche  sämmtlich  von  einer  Primzahlordnung  (also  AbeFsche 
Gleichungen)  sind,  eine  ausgenommen,  deren  Ordnung 

2 
oder  das  Doppelte  dieser  Zahl,  je  nachdem  p^2  ist".     M. 

F.  Casorati.    Le  relazioni  fondamentali  tra  i  moduli  di 
periodicitk   degli    integrali    abeliani   di  prima  specie. 

Briosclu  Ann.  (2)  HI.  1-26.  1869. 
Vorliegende  Arbeit  ist  eine  Umarbeitung  des  vierten  Ab- 
schnittes (Periodicität)  in  dem  Werke  von  Glebsch  und  Gordan: 
„Theorie  der  AbeFschen  Funktionen  (Leipzig  1866)''.  Mit  Aus- 
nahme einiger  Eigenschaften  der  Verzweigungspunkte,  die  sich 
ans  Puiseux's  „Becherches  sur  les  fonctions  alg^briques''  ergeben, 
enthalten  die  beiden  ersten  Abschnitte  vorliegender  Arbeit  die- 
selben Besultate,  welche  sich  in  §  22  und  §  25  der  „Theorie" 
finden,  nur  muss  die  Reduktion  der  Periodicitätsmoduln  auf  2p 
erst  denr  §  23  folgen.  Den  Inhalt  dieses  Paragraphen  und  eine 
verein&chte  Herleitung  der  Schluss- Resultate  des  §  24  enthält 
der  dritte  und  vierte  Abschnitt.  Ihm  folgt  der  übrige  Inhalt  des 
§  24  mit  den  Verbesserungen,   welche  dazu  ftahren,  die  voU- 

16* 
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ständige  Reciprocität  zwiscfaen  den  beiden  Klassen  von  Fanda- 
mentalpunkten  in's  Licht  zu  setzen.  Die  Vereinfachung  tritt  be- 
sonders im  Folgenden,  bei  Herleitung  der  Relationen  zwischen, 
den  Feriodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung,  hervor. 
Die   Endgleichung   (5)   §26   £Aibi=:£lAi](bi)   wird   aus  der 

n 

Gleichung  (1)  2!yAyby  =  0  nicht  durch  drei,   sondern  nur  durch 

zwei  Transformationen  gewonnen:  nämlich  erstens  durch  die, 
welche  auch  in  der  „Theorie"  als  erste  benutzt  wird,  und  zwei- 
tens durch  die  analoge  in  Bezug  auf  die  Fundamentalpunkte 
der  2'®"  Art.  So  erspart  man  überdies  die  mühsame  Herleitung 
der  Form  der  gefundenen  Relationen  in  §  27.  Mit  den  obigen 
Vereinfachungen  wird  dann  das  Beispiel  des  §  28  (fi  =  4,p  =  3) 
auch  hier  durchgeführt.  M. 

J.  Thomae.     Beitrag   zur  Bestimmung  von  ^(0,0,...  0) 
durch   die  Klassenmoduln   algebraischer  Funktionen. 

Borchardt  J.  LXXI.  201-222.  1870. 
Riemann  hat  in  seiner  Abhandlung  über  AbeFsche  Funk- 
tionen (Borchardt  J.LIV.)  2p— 1  Verzweigungspunkte  einer(2p+l> 
fach  zusammenhängenden  Fläche  T,  welche  aber  eine  Ebene 
nur  2 fach  überall  bedeckt,  die  „Moduln  einer  Klasse"  gleich- 
verzweigter  Flächensysteme  oder  algebraischer  Funktionen,  welche 
wie  jene  verzweigt  sind,  genannt.  Die  vorliegende  Arbeit  stellt 
die  Constante  «^(0,0... 0)  und  mehrere  andere  Constanten  als 
Funktion  der  Verzweigungswerthe  der  Fläche  T,  also  als  Funk- 
tion der  Klassenmoduln  vollständig  dar.  Sie  ergänzt  die  Arbeit 
des  Verfassers  (Borchardt  J.  LXVI.  92),  wo  dlogd(0,0...0) 
als  ein  Diflferential  der  Klassenmoduln  dargestellt  wird,  und  eine 
zweite  (Schlömilch  Z.  XI.  427),  worin  die  Integration  dieses 
Ausdrucks  für  p  =  2  ausgeführt  wird.  M. 

L.  Cremona.     Sugr  integrali  a  differgnziale   algebrice. 

Mem.  di  Bologna  X.  1870. 

Die  vorliegende  analytisch -geometrische  Abhandlung  ist  in 

3  Theile   oder  Capitel  getheilt.    Im   ersten  Gapitel  (Beduktion 

der  Aberschen  Integrale  auf  3  Arten)   und  im  3**"  (Satz  von 

Abel)  hat  der  Verfasser  das  in  den  beiden  ersten  Paragraphen 
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der  Theorie  der  Aberschen  Funktionen  von  Glebsch  und  Gor- 
dan Stehende  behandelt,  indem  er  dasselbe  in  einer  Form  er- 
klärt, die  der  geometrischen  Anschauung  bei  weitem  näher 
liegt,  wodurch  er  in  einigen  Punkten  nennenswerthe  Verein- 
fachungen erreicht.  Der  2**  Theil  (Bildung  der  Integrale  2**' 
und  3*^'  Gattung)  ist  seinem  Inhalte  nach  neu.  Der  Verfasser 
bildet  die  Form  der  normalen  Integrale  der  S*^""  Gattung  in 
anderer  Weise,  als  die  Herrn  Glebsch  und  Gordan  und  ent- 
nimmt daraus  als  speciellen  Fall  die  Integrale  2""'  Gattung, 
ohne  auf  die  algebraischen  Schwierigkeiten  zu  stossen,  die 
pag.  28  der  erwähnten  Arbeit  angedeutet  sind.        Jg.  (0.) 

A.  Glebsch.     Ueber  die  Curven,  für  welche  die  Klasse 
der    zugehörigen    Abel'scheu    Funktionen    p  =  2    ist. 

Glebsch  Ann.  I.  170-172.  1869. 

Eine  neue  Darstellung  der  Goordinaten  eines  Punktes  der 
Curve  4***'*  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  als  rationale  Funk- 
tionen von  A  und  yX,  wo  L  eine  ganze  Funktion  6'^"  Grades 
des  willkürlichen  Parameters  A  ist.  (Vgl.  Glebsch  und  Gordan, 
Theorie  der  AbeFschen  Funktionen,  §  21.)  M. 

H.  Wbber.    Ueber  das  Additionstheorem  der  Aberschen 

Funktionen.      Borchardt  J.  LXX.  198-211.  1869. 

Abel  hat  (Grelle  J.  IV.  260)  durch  Anwendung  des  nach 
ihm  genannten  Theorems  das  Additionsproblem  für  die  ellip- 
tischen Integrale  entwickelt,  und  Weierstrass  hat  (Borchardt  LIL 
285)  dasselbe  auf  die  hyperelliptischen  Integrale  ausgedehnt 
und  die  Lösung  ebenfalls  in  19* -Funktionen  gegeben.  Auf  ähn- 
liche Weise  löst  Herr  Weber  das  Additionsproblem  für  die  all- 
gemeinen Aberschen  Funktionen.  Er  legt  das  AbeFsche  Theorem 
in  der  Form  zu  Grunde,  welche  Biemann  (Borchardt  J.  LIV.  137) 
für  die  Integrale  erster  Gattung  aufgestellt  und  für  die  übrigen 
Integrale  angedeutet  hat,  und  leitet  unmittelbar  aus  Biemann's 
Resultaten  Formeln  her,  welche  das  Umkehrproblem  in  der  Ja- 
eobi'schen  Fassung  lösen.  Es  sind  dieses  im  Wesentlichen  die- 
selben Formeln,  welche  Glebsch  und  Gordan  (Theorie  der  Abel- 


Digitized  by  VjOOQIC 


246  ^11-  AbschDÜt.    Fnnktionentheorie. 

sehen  Funktionen.  Leipzig  1866.  Abschnitt  VI.)  auf  anderm  Wege, 
nämlich  durch  Vermittlung  von  Integralen  3**'  Gattung,  ent- 
wickelt haben.  Die  ftlr  die  erste  Gattung  gewonnene  Lösung 
lässt  sich  mit  Hülfe  von  t?*- Funktionen,  unter  Anwendung  der 
Riemann'schen  Principien,  durch  die  unabhängigen  Variabein 
des  Umkehi-problems  darstellen.  Das  Additionsproblem  fhr  die 
2**  und  die  3**  Gattung  löst  der  Verfasser,  indem  er  gewisse 
Summen  von  Integralen  2*®'  und  3**'  Gattung,  betrachtet  als  Funk- 
tionen der  Integralsummen  1**''^  Gattung,  als  Transcendenten  2**' 
und  3*^'  Gattung  einführt.  Die  sich  ergebenden  Additionsformeln 
haben  grosse  Aehnlichkeit  mit  den  von  Jacobi  (Fundam.  nova 
§  54  und  55)  aufgestellten  Additionsformeln  für  die  elliptischen 
Integrale  2^"  und  3*"  Gattung.  M. 

H.  Weber.    Zur  Theorie  der  ümkehrung  der  Aberschen 

Integrale.      Borchardt  J.  LXX.  314-345.  1869. 

Die  allgemeinen  Lösungen  des  Jacobi'schen  Umkehrproblems 
algebraischer  Integrale,  wie  sie  von  Clebsch  und  Gordan  (Theorie 
der  AbeFschen  Funktionen)  und  Weber  fs.  die  vorige  Arbeit) 
gegeben  worden  sind,  ermangeln  der  Einfachheit,  welche  die 
von  Weierstrass  für  den  Fall;  wo  sich  die  Irrationalität  auf  eine 
Quadratwurzel  beschränkt,  gegebene  Lösung  auszeichnet.  Herr 
Weber  hat  nun  gefunden,  dass  der  Grund  dafür  allerdings  in 
einer  charakteristischen  Eigenschaft  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen liegt,  sich  aber  zugleich  die  Aufgabe  gestellt,  auch  die 
allgemeine  Lösung  in  völlig  entwickelter  Gestalt  darzustellen. 
Seine  Resultate  sind  in  der. vorliegenden  Arbeit  enthalten. 

M. 

A.  V^iNCBXER.    üeber  die  Relationen  zwischen  den  voll- 
ständigen Aberschen  Integralen  verschiedener  Gattung. 

Wien.  Ber.  LXII.  49-124.  1870. 

In  dem  ersten  Theile  der  Arbeit  giebt  der  Verfasser  auf 
anderem  Wege  und  in  weiterem  Umfang  als  bisher  geschehen, 
Gleichungen  zwischen  linearen  Verbindungen  volktändiger 
AbeFscher  Integrale  verschiedener  Gattung,  und  benutzt  ein  Yer- 
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fahren,  das  ihm  bereits  in  einer  früheren  Arbeit  (Ueber  die  voUr 
ständigen  AbeFschen  Integrale.  Wien.  Ber.  LVUI.  967)  gedient, 
die  einfachsten  Jacobi'schen  Relationen  (Grelle  XIII.  55)  zwischen 
ganzen  AbeFschen  Integralen  zu  beweisen  (vgl.  Fortschr.  d.  M.  I. 
137).  Die  Erweiterung  dieser  Relationen  besteht  einmal  darin, 
dass  der  Zähler  des  Bruches  unter  dem  Integral  von  beliebi- 
gem Grade  ist,  und  der  Nenner  ausser  der  Quadratwurzel  einer 
rationalen  Funktion  noch  einen  rationalen  Factor  enthält,  zwei- 
tens dass  diese  Relationen  auch  den  Fall  umfassen,  w^  die 
Wurzelgrösse  im  Zähler  steht.  —  Der  zweite  Theil  der  Arbeit 
löst  die  Aufgabe y  die  bekannten  Gleichungen  zwischen  Pro- 
dukten vollständiger  AbeFscher  Integrale  verschiedener  Gattung 
zu  erweitem.  Der  einzuschlagende  Weg  ist  analog  dem,  welchen 
Weierstrass  gewählt  hat,  um  zwei  aus  Aberschen  Integralen  zu- 
sammengesetzte Doppelintegrale  zij  ermitteln,,  welche  seiner 
Theorie  der  Periodicitätsmoduln  zu  Grunde  liegen  (Braunsberger 
Pr.  1849).  Dieser  Weg  lässt  sich  auf  vielfache  Integrale  an- 
wenden durch  Bildung  der  von  Gayley  „Pfaffian"  genannten  und 
von  Jacobi  bei  der  Darstellung  der  Pfaff'schen  Integrationsme- 
thode benutzten  Summe  po.^» -^m)  y^^  1.3.5...(2m—l)  Pro- 
dukten aus  je  m  Faktoren  (Grelle  J.  XXIX.  237),  und  mittelst 
eines  ähnlichen  Ausdruckes  p(0(i,2,3...2«-i)^  ^j^j.  mü;  ^^^  Pfaff*- 
seben  gewisse  Eigenschaften  gemein  hat  Die  sich  ergebenden 
Belationen  zwischen  einer  Anzahl  von  Produkten  aus  2m  voll- 
ständigen Aberschen  Integralen  haben  die  Form 

oder  (^j/^)"» 
und  enthalten  u.  A.  als  speciellen  Fall  die  Gleichung 

<.      i      ^.         4l^.y-JK,.>^...l/=^     i.3.5,..(2m-iy 

die  von  Jacobi  (vgl.  Grelle  XIX.  312  und  Hädenkamp.  ib.  XXII. 
184)  gefunden  ist,  und  woraus  sich  für  iw=l  die  Legendre*schen 
Belationen  zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen 
enter  und  ^(weiter  Gattung  ergeben.     £benso   liefern  unsere 
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Produktrelationen  eine  Verallgemeinerung  der  Formeln: 

y>     /!?'     f^  (ß^t-^iX^^-^tX^B-^t)  j  ^^  /7t nTI ^Tü \ 

a      V      '-/         m^^    '^da..=  3  y(6-a.)(6-«,X6-a,). 

worin  X=(a?— aj(a:— a,)(a?— a,),  welche  Lam6  (Liouville  J.  ü. 
167)  mittelst  elliptischer  Coordinaten  hergeleitet  hat.        M. 

L.  Fuchs.    Die  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen 
Integrale  als  Funktionen  eines  Parameters  aufgefasst 

Borchardt  J.  LXXI.  91-127.  1870. 

Diese  Abhandlung  steht  im  engsten  Zusammenhange  mit 
den  Arbeiten  desselben  Verfassers  aus  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  (Bd.  66  u.  68  dieses  Joum.).  Während 
dort  aus  der  Betrachtung  der  Differentialgleichungen  das  Ver- 
halten der  ihnen  genügenden  Integrale  in  der  Nähe  der  Unste- 
tigkeitspunkte  dargelegt  wurde,  sollen  hier  die  Haupteigenschaften 
einer  Klasse  von  bestimmten  Integralen,  unter  deren  Form  häufig 
die  Lösungen  der  linearen  Differentialgleichungen  erscheinen, 
aus  der  Integralform  selbst  namentlich  hinsichtlich  ihrer  Mehr- 
deutigkeit hergeleitet  werden.  Beide  Untersuchungen  ergänzen 
sich  insofern  wesentlich,  als  ihre  combinirten  Ergebnisse  das 
Mittel  darbieten,  die  bestimmten  Integrale  als  homogene  Funk- 
tionen der  Integrale  eines  der  vom  Verfasser  in  den  angefahrten 
Abhandlungen  definirten  Fundamentalsysteme  der  betreffenden 
Differentialgleichung  wirklieh  darzustellen. 

Insbesondere  werden  die  Periodicitätsmoduln  der  hyper- 
elliptischen Integrale,  als  Funktionen  eines  Parameters  aufgefasst, 
in  dieser  Weise  behandelt  und  die  linearen  Differentialgleichun- 
gen, denen  sie  genügen,  entwickelt. 

Die  Methode,  welche  sich,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  auf 
die  Periodicitätsmoduln  der  allgemeinen  Aberschen  Integrale 
anwenden  lässt*),  besteht  im  Wesentlichen  in  Folgendem: 

*)  Diese Veraügemeinening  ist  inzwischen  bereits  ansgeföhrt.  Bd.  72  d.  J. 
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£0  sei  9*  =  (p(x,  u)  eine  gaüze  rationale  Funktion  von  x  und  u 
Tom  Grade  n  in  Beziehung  auf  x^  und  a^  a^ . . .  o«  seien  die  Wurzeln 
der  Gleichung  ^(xj  tt)=0  für  a?,  f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion 
Yon  X  und  u,  bo  handelt  es  sich  um  die  Untersuchung  der  »— 1  In- 
tegrale /    i^dx  (jA=iy  2.  ..n),  als  Funktionen  von  u,  deren  dop- 

pelte  Wertbe  die  Periodicitätsmoduln  des  allgemeinen  Integrals 

j  ^^dx  in  der  zweiblättrigen  oj- Fläche  T  sind,  durch  welche 

ein  durch  die  Yerzweigungspunkte  a^a^...an  hindurchgehender 
Schnitt  geführt  ist.  Da  nun  ausser  der  Funktion  s  unter  dem 
Integrale  die  Lage  der  Punkte  a^  selbst  mit  u  sich  ändert,  so 
hat  man  sich  über  die  ursprüngliche  a;-Fläche  T^ ,  die  der  Lage 
aft=a^  für  u=u^  entspricht,  nach  einander  eine  Reihe  von  x- 
Fläehen  T  ausgebreitet  zu  denken,  die  den  folgenden  Werthen 
von  f«  der  Art  entsprechen,  dass  $  auf  einem  Punkte  in  T  den- 
jemgen  Werth  erhält,  in  welchen  sein  ursprOnglicher  Werth  auf 
dem  darunter  liegenden  Punkte  in  T^  durch  die  Aenderung  von 
u  umgewandelt  ist.  Für  die  Continuität  dieser  Umwandlung  ist 
es  nothwendig,  dass  u  durch  keinen  der  singulären  Werthe 
b^b^...by  hindurchgeht,  für  welche  mehrere  Wurzeln  a^  einander 
gleich  werden. 

Ueber  die  Art,  wie  die  Schnittstrecken  zwischen  den  Ver- 
zweigungspunkten sich  von  T^  in  T  fortsetzen,  wird  folgender- 
massen  verfügt :  Gehen a\a\...ai  resp.  längs  der  Curven  A^A^...An 
in  a^a^.^.On  über,  so  besteht  die  Schnittstrecke  a^a^+i  in  T  aus 
der  rückwärts  durchlaufenen  Gurve  Af^  der  Strecke  a^a^+i  und 
der  direkt  durchlaufenen  Curve  il^+i,  geht  also  aus  dem  ent- 
sprechenden Schnitt  in  T^  durch  blosses  Einschalten  der  Curven 
A  hervor.  Für  den  Integrationsweg  wird  noch  festgesetzt,  dass 
wenn  er  eine  Curve  A  längs  einer  Linie  überschreitet,  welche 
dieser  Curve  vorangeht,  ein  Integrationsweg  einzuschalten  ist, 
welcher  den  nachfolgenden  Theil  der  letzteren  umgiebt  Es 
werden  nunmehr  folgende  Sätze  bewiesen: 

1)  Die  Periodicitätsmoduln,  sowie  die  Ableitungen  derselben 
aller  Ordnungen  nach  u  sind  in  der  Umgebung  eines  jeden  von 
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den  ain^lären  Wertiien  b  verschiedenen  Werthes  von  u  eonti- 
nnirlich  und  eindeutig. 

2)  -T^r^-^J  'Jn^y  ^^  ^  ein  Periodicitätsmodul  zwischen 

a^  und  Oy,  y=^^^  und  das  Zeichen  /     eine  Integration  ttber 

eine  geschlossene  Gurve  bedeutet,  welche  den  Integrationsweg 
von  fj  so  umgiebt,  dass  er  alle  übrigen  Verzweigungspunkte, 
durch  welche  17  nicht  hindurch  fährt,  ausschliesst. 

3)  Macht  u  einen  Umlauf  um  einen  der  Werthe  fr,  so  gehen 
die  Periodicit&tamoduln  in  lineare  homogene  Funktionen  mit 
ganzzahligen  Goefßcienten  ihrer  ursprünglichen  Werthe  über. 

Dasselbe  gilt  im  Allgemeinen,  wenn  u  einen  Umlauf  um 
00  macht 

Die  Art  des  hierbei  einzuschlagenden  Verfahrens  wird  an 
dem  besonderen  Fall  erläutert,  wo 

if^Xy  u)  =  (a?-*, )  (ar-*,)  ....  Qx—u) 
ist^  und  es  werden  die  Kelationeu;  welche  bei  einem  Umlauf  von 
u  um   kx   zwischen    den    ursprünglichen    und   umgewandelten 
Werthen  der  17  bestehen,  vollständig  angegeben. 

Zur  Herleitung  der  linearen  Differentialgleichung^  der  die 
97  genügen,  dient  folgende  Betrachtung: 

Die  Zahl  der  von  einander  linear  unabhängigen  ij  sei  p 
ufid  die  zu  bildende  Differentialgleichung  laute: 

'''' dJ +'*''"*  di^ +'"+ '*^'^'"^' 
und  es  werde  gesetzt: 

'^=Ä'S+'^'-'SS+-+Äy,  y  wie  oben  =^. 
Dann  folgt  aus  der  ersten  Gleichung,  dass  /Ydx  beim 

Ueberschreiten  eines  der  Querschnitte,  welche  die  Fläche  7  in 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandeln,  ungeändeii 
bleibt,  und,  fax  ein  grades  n,  für  x  =  oo  nicht  logarühmiscli 

unendlich  wird.    Also  ist  /Ydx  eine  rationale  Funktion  von  x 

«nd  $  und  zwar,  wie  eine  leichte  Ueberlegnng  zeigt,  von  der 
Gestalt  A.i,  wo  R  eine  rationale  Funktion  von  x  ist 
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Non  ergiebt  aber  ein  von  Weierstrass  angegebeneft  Bedok* 
tionsTerfabren  fUr  jeden  Werth  von  A: 

wo  die  Grössen  Sx^f,  und  die  Goefficienten  der  rationalen  Funk- 
tion XQx)  rationale  Funktionen  von  u  sind.  Also  ist  F=^(Ä.«) 
von  der  nämlichen  Form: 

wo  Äi,6  =  ßp  ftp,6  +  Ä~I  ffp-.J,6  H \-ßo  Äü,6.  ^ 

Es  erfordert  aber  die  Bediugung,  dass  I^=  j-:(Ä-«)>  wie  be- 
wiesen wird,  das  Bestehen  der  n—i  Gleichungen: 

Äü,ü =0,  «1,0 = 0, . . .  ft— 2,0  =  0, 
welche  in  Beziehung  auf  die  ß  linear  und  homogen  sind.  Indem 
nun  die  ß  mit  höherem  Index  als  n—l  gleich  Nnll  gesetzt 
werden,  resultiren  aus  diesen  Gleichungen  im  Allgemeinen  be- 
stimmte Werthe  für  die  Verhältnisse  der  Grössen  ß^^u  ßt^i^'-- 
Ä>Ä,  wodurch  die  gesuchte  Differentialgleichung  für  die  Periodi- 
dtätsmoduln  17  hergestellt  ist,  und  sich  zugleich  ergiebt,  dass  die 
Ordnung  derselben  höchstens  =n— 1  ist.  Sie  ist  =p,  wenn  ßp 
die  erste  der  Grössen  ßn^i,  /9»-.2 ...  ist;  durch  deren  Verschwinden 
obige  Gleichungen  mit  einander  unverträglich  werden. 

Die  singulären  Werthe  der  Differentialgleichung  sind  die 
Wertbe  b  von  u^  fllr  welche  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 
^(x^  tf)  =  0  einander  gleich  werden.  Aus  der  Integralform  für 
die  17  wird  gezeigt,  dass  sie  mit  einer  bestimmten  Potenz  von 
ti— 6  multiplicirt  für  ti  =  &,  und  mit  einer  bestimmten  Potenz  von 

—  multiplicirt  für  ti  =  oo  endlich  bleiben. 

Folglich  muss  die  Differentialgleichung  für  die  17,  wie  der 
Verfasser  in  der  Abb.  Bd.  66  d.  J.  nachgewiesen,  von  der  Form 


wo 


sein,  dass,  wenn  p  ihre  Ordnungszahl  ist:   ^^=  ^^  ^y    > 

¥i{u)    eine    ganze  rationale  Funktion    von    u   höchstens    vom 
Grade  A^  und  V(«*)=(<*— *i)(<*"-*i) •••(**— M- 

£0  zeigt  Bkk  ferner,  dass  die  Exponenten,  zu  welchen  die 
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Integrale  eines  einem   singulftren  Punkte  zugeordneten  Funda* 
mentalsystems  gehören,  sämmtlieh  rationale  Zahlen  sind. 

Es  ist  nunmehr  möglich,  jeden  Feriodicitätsmodul  auf  die 
Form:  fji=^cxiV^-\-cxif>^-\-'--\'Cxpi>p  zu  bringen,  wo  Dj©,...f>p 
die  sämmtlichen  Integrale  eines  zu  einem  singulären  Punkte  6 
zugehörigen  Fundamentalsystems  bedeuten.  Denn  bei  einem  Um- 
laufe von  M  um  fr  gehen  die  f>  in  eine  lineare  homogene  Funk- 
tion ihrer  ursprünglichen  Werthe  über,  deren  Coefficienten  be- 
kannt sind,  ebenso  gehen  die  tj  in  eine  lineare  homogene  Funk- 
tion ihrer  ursprünglichen  Werthe  über,  deren  Coefficienten  nach 
dem  Obigen  aus  der  Integralform  zu  ermitteln  sind.  Die  Yer- 
gleichung  liefert  alsdann  p^  lineare  homogene  Gleichungen  ffir 
die  p'  unbekannten  Grössen  cxu  ci2 . . .  cip,  A=l,2,  ...p,  wodurch 
dieselben  bis  auf  einen  gemeinsamen  constanten  Faktor  bestimmt 
werden. 

Für  die  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Differentialglei- 
chung fügt  der  Verfasser  zu  dem  oben  angegebenen  Verfahren 
noch  ein  zweites  hinzu,  das  fttr  die  Ausführung  bequemer  ist, 
und  an  dem  besonderen  Fall 

q.(x^  u)  =  4o(^— *i )  (^— *«)  •  •  •  (a?— Än_i)  (x—u) 
erläutert  wird. 

Zum  Schluss  wird  fOr  den  Fall  des  elliptischen  Integrals 

dx 


J  ^ 


^x(x—i)(x—u) 

die  Darstellung  der  Periodicitätsmoduln  durch  die  Integralgmppen 
der  zu  u=0,  u  =  l  und  u  =  oo  gehörigen  Fundamentalsysteme 
vollständig  gegeben.  Hr. 

L.  Fuchs.     Ueber   eine  rationale  Verbindung  der  Pe- 
riodicitätsmoduln     der     hyperelliptischen     Integrale. 
Borchardt  J.  LXXI.  128-136.  1870. 
Diese  Arbeit  enthält  eine  interessante  Anwendung  der  vor- 
hergehenden Untersuchung  auf  die  Darstellung  einer  gewissen 
rationalen  Verbindung  der  Periodicitätsmoduln  der  zu  s*^<p(x) 
gehörigen  hyperelliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung, 
die  von  den  Wurzeln   der  Gleichung  q>(ai)=^0  unabhängig  ist 
und  somit  eine  Verallgemeinerung  der  bekannten  Legendre'achen 
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Relation  bildet.  Sie  tritt  in  Form  einer  Determinante  auf,  die 
dem  Werthe  nach  mit  dem  von  Haedenkamp  (Bd.  22  dieses  Jour- 
nals p.  148  ff.)  gegebenen  vielfachen  Integral  übereinstimmt. 
Die  entwickelte' Relation  hat  jedoch  den  Vorzug  vor  der  Haeden- 
kainp'schen  Gleichung,  dass  sie  auch  für  complexe  Wurzeln  der 
Gleichung  fjp(a;)=0  und  ftlr  complexe  Integrationswege  gültig  bleibt 
Wir  müssen  darauf  verzichten,  die  übrigens  sehr  eleganten  Ent- 
wickelangen hier  wieder  zu  geben.    Die  in  Rede  stehende  Deter- 


minante lautet: 


^01       Vot      •••^o,«-i 

^11    'yn    ...i7i,«-i 


=ff, 


^»-2,1  »?ii-2,2  . . .  '^«-2,fi-l 

WO  vium2''m,ni  die  zu  den  Integrationsgrenzen  u  und  fcj, 
k,  und  *,,... ,Ä»l2  und  ä»-i  gehörigen  Periodicitatsmoduln  des 
Integrals 

bedeuten.  Es  wird  zunächst  nachgewiesen,  dass  E  von  den 
Wurzeln  der  Gleichung  <p(ir)  =  0  unabhängig  ist  und,  da  somit 
zur  Bestimmung  des  Werthes  von  ff  fftr  ^^{x)  eine  beliebige 
ganze  Funktion  von  x  mit  ungleichen  Faktoren  genommen  wer- 
den kann,  so  wird  hierfür  (p(a;)  =  a:"-l  gewählt  und  es  ergiebt 
sich  dann  nach  einer  kurzen  Rechnung     «-^         n--\ 

für  ein  ungrades  n:  g=(^^_2)(n--^.T37l^ 

für  ein  grades  «:  ff  =  (^^2)(n-4)...2' 
Hierbei   wird   gelegentlich    ein  in    der  Haedenkamp'schen 
Gleichung  befindlicher  Irrthum  rektificirt.  Hr. 

L.  Königsberger.   Die  DiflFerentialgleichung  der  Perioden 
der    hyperelliptischen    Funktionen     erster    Ordnung. 
ClebBch  Ann.  I.  165-167.  1869. 
Um  die   der  Legendre'schen  linearen  Differentialgleichung 

2*"  Ordnung  fttr  ^as  vollständige  elUptische  Integral  K  analoge 
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lineare  Diffierentialgleichang  4'"  Ordnung  f&r  die  Perioden  der 
hyperelliptischen  Integrale  l*''  Ordnung  herzuleiten,  combinirt 
der  Verfasser  die  3  Differentialgleichungen: 

„_  1   dK>     .dE  j._  \   dK     ,dK'  _,_  i    dE     ,dE/ 

^-T'5jr~*rf*'*  -rdÄ~*d*'*'  -T'dS"~*d*' 

fftr  die  vollständigen  hyperelliptischenlntegrale  1'^'  und  2'"  Gattung 
/•'  dx     „       /"xdx    „      /"aj'dx    „       /**aj'(to 
/    yjfec  /    i/ä«         •/     ySas'         J     ]/Jte' 

mit  einer  4'''"  Differentialgleichung  von  der  Form: 

k^JcK=PEf-\-QE+RK'  +  SK, 

welche  durch  die  Zerlegung  des  R  in  eine  Summe  von  Potenzen 

von  r«— tt).  »18 

iRx  _r  *  ^'C*^)         Ä(ig)    1  dx 


i 


gewonnen  wird.  Die  benutzte  Methode  lässt  sich  auch  anwenden 
zur  Herstellung  der  Differentialgleichung  für  die  Perioden  der 
hyperelliptischen  Funktionen  beliebiger  Ordnung.  M. 

L.  Königsberger.  Die  Modulargleichungen  der  hyper- 
elliptischen Funktionen  erster  Ordnung  fiir  die  Trans- 
formation dritten  Grades.      Clebsch  Ann.  I.  161-164.  1869. 

Umformung  der  sechs  (Borchardt  J.  LXVII.  98)  för  die 
Transformation  dritten  Grades  der  hyperelliptischen  Funktionen 
erster  Ordnung  vom  Verfasser  gegebenen  Relationen  zwischen 
den  fbr  die  NuUwerthe  der  Argumente  genommenen  i9'-Funk^ 
tionen  des  vorgelegten  und  denen  des  transformirten  hyperellip- 
tischen Systemes  in  drei  andere,  die  Stelle  der  Modularglei- 
chungen vertretende  Relationen,  welche  nur  3  der  ^-Funktionen 
des  vorgelegten  und  dieselben  3  des  transformirten  Systemes 
enthalten.  Diese  3  Modulargleichungen  haben  eine  der  Modular- 
gleichung  dritter  Ordnung  fllr  die  elliptischen  Funktionen 

4 4 

analoge  Form.  M. 
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A.  Clebsch.  Zur  Theorie  der  binären  Formen  6**"  Grades 
und  zur  Dreitheilung  der  hyperelliptischen  Funktionen. 

G5ttiDgeD,  Dietrich  1869,  Clebsch  Ann.  II.  193-197.  1870. 
Siehe  Abschnitt  IL  Cap.  2  p.  66. 

F.  Casorati.    SuUi  moduli  di  periodicitä  degli  integrali 

Abeliani.     Mllano.  Beraardoni  1869. 

Cabl  Neümann.  Ueber  die  Entwickelung  einer  Funk- 
tion nach  Quadraten  und  Produkten  der  Fourier- 
Besserschen  Funktionen.  Leipz.  Ber.  1869.  221-256.  Leipzig 
1870. 

In  der  Schrift:  „Theorie  der  BesseFschen  Funktionen.  Leip- 
zig 1867"  hat  Herr  Neumann  gezeigt,  dass  für  zwei  complexe 
Variable  x  und  y 


ist,  sobald  med.  a;<iuod.  y;  und  dass  jede  gegebene  Funktion 
f(i),  welche  eindeutig  und  stetig  ist,  so  lange  mod.  s  kleiner  als 
eine  reelle  Gonstante  R  bleibt,  sich  darstellen  lässt  in  der  Form : 

wo 

(r) 

und  die  Integration  positiv  über  einen  um  «=0  mit  r<A  be- 
schriebenen Kreis  erstreckt  wird. 

Die  vorliegende  Untersuchung  wurde  angeregt  durch  die 
von  Herrn  E.  Lommel  (Studien  ttber  die  Bessel'schen  Funktionen. 
Leipzig  1868  p.  50  s.  Fortschr.d,M.I.p.  139)  ausgesprochene  Vermu- 
thung,  dass  für  eine  grade  Funktion  f(z)  auch  eine  Entwickelung 
möglich  sein  dürfte  nach  den  Quadraten  der  Bessel'schen  Funk- 
tionen,  —  oder  wie  sie  Herr  Heine  (Borchardt  J.  LXIX.  128,  s.  Fort- 
schr.  d.  M.  1. 146)  nennt,  Fourier-BesseVschen  oder  Cylinder-Funk- 
tionen.  Herr  Neumann  gelangt  zu  dem  Besultat:  dass  fttr  jede 
grade  Funktion  f(fi)j  welche  eindeutig  und  stetig  ist,  so  lan^e 
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mod.  «<il  bleibt,  eine  solche  nach  den  Quadraten  der  Fourier- 
Besserschen  Funktionen  fortschreitende  Entwickelung 

existirt,  welche  gültig  ist  ffir  alle  der  Bedingung  mod.  z<R  ent- 
sprechenden Werthe  von  s.  Die  allgemeine  Methode,  nach 
welcher  der  Verfasser  die  Coeflficienten  K  einer  derartigen  Ent- 
wickelung bestimmt,  beruht  auf  der  Entwickelung  des  Bruches 

-= i  nach   den   Funktionen  J^*>Ca?)   und  anderen  Funktionen 

iß"(y),  welche  definirt  sind  durch  die  Formel: 

1.2.3  4n*(4n'-2')(4n'--4')  , 
4.5.6'  »•»  +""'' 

es  ergiebt  sich 

Hieran  schliessen  sich  einige  Relationen  für  die  Quadrate 
der  Fourier-Besserschen  Funktionen  und  weitere  Untersuchungen 

über  die  durch  Differentiation  der  ftlr    ,^  ^  gefundenen  Summe, 

woraus  dann  Sätze  f&r  die  Entwickelung  ungrad  er  Funktionen 
folgen,  welche  den  oben  für  grade  Funktionen  hergeleiteten 
ganz  analog  sind.  M« 


Hkrmite.     Sur  la  ta-anscendante  E„.     BrioBchi  Ann.  (2)  in. 

83.  1869. 
Der  Verfasser  setzt  mit  Cauchy  die  Bessersche  Funktion 
.— 5-T — 55 j  •  —  /  sin  ^»w .  cos  [s  cos  (öl .  dl»  =  E«, 

0 

und  findet  durch  die  Substitution  s=^nnmfp  f&r  ein  grosses  n 
den  Grenzwerth 

E.=     _  ^~.  M. 

y2n;rcos<;p 
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R.  Most.    Ueber  die  Differentialquotienten  der  Kugel- 
funktionen«    Borchardt  J.  LXX.  163-168.  1869. 

Es  wird  gezeigt,  dass  auch  die  höheren  Ableitungen  der 
Kugelfunktionen  nach  Kugelfunktionen  entwickelt  werden  können. 
—  Die  ersten  Ableitungen  sind  von  Heine  und  Christoffel  in 
dieser  Weise  dargestellt.  Wy.  v 

H.  Hankbl.     Die  Cylinderfunktionen  erster  und  zweiter 

Alt.      GiebBch  Ann.  I.  467-601.  1869. 

Heine  hat  (Fortschr.  d.  M.  I.  p.  146)  die  Fourier-BesseF- 
sehen  Funktionen  oder  Cylinderfunktionen  als  Grehzwerthe  von 
Kugelfunktionen  dargestellt  Hankel  verweist  auf  Hansen  (Ab- 
handlungen der  Sächsischen  Gesellsch.  d.  W.  1855  p.  252),  welcher 

d.  i.  J»(a:)  als  Grenzwerth  der  hypergeometrischen  Funktion  F 
für  unendlich  grosse  w  und  o)'  ableitet,  was  zur  Vervollständi- 
gung der  im  vorigen  Jahrgang  aufgeführten  Literatur  erwähnt 
sein  mag. 

Die  Abweichung  von  der  Continuität  der  Lösungen  der 
Gleichung 

dass,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  J\x)  und  J-\x)  nicht  mehr 
zwei  verschiedene  particuläre  Integrale  darstellen,  hebt  der  Ver- 
fasser dadurch,  dass  er  J\x)  als  erste  und 

als  zweite  partikuläre  Lösung  nachweist,  wodurch  er  ausserdem 
zu  der  Reihenentwickelung 

r.(«,=-(f)-'|;-^)(|)'' 

Fortschr.  d.  Mttb.  U.  1.  17  ' 
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fttr  die  zweite  Lösung  bei  ganzen  n  gelangt,  indem  er 


.  .      dlogFCx) 


setzt. 


Dann  entwickelt  er  nach  einem  rationellen  Princip  eine 
Reihe  von  Integralausdrücken  fllr  die  Gylinderfunktionen,  bei 
denen  er  scharf  zwischen  den  verschiedenen  möglichen  Voraus- 
setzungen über  die  reellen  Theile  der  Complexen  x  und  n  unter- 
scheidet, leitet  aus  diesen  semiconvergente  Reihen  für  dieselben 
ab,  welche  grösstentheils  neu  sein  dürften,  und  giebt  einige  be- 
achtenswerthe  Winke  über  die  Natur  solcher  Reihen.      Wy. 


E.  LoMMEL.  Ueber  die  Anwendung  der  BesseFscben 
Funktionen  in  der  Theorie  der  Beugung.  Schlömilch  z. 
XV.  UM  69.  1870. 

Es  wird  die  praktische  Bedeutung  dieser  Funktionen  flir  die 
Untersuchung  der  Frauenhofer'schen  Beugungserscheinungen  in 
eleganter  Weise  illustrirt,  wobei  namentlich  die  Wichtigkeit  der 
Integralausdrücke  für  die  Funktionen  erster  Gattung  und  des 
Satzes  über  die  Lage  der  Wurzeln  hervortritt.  Im  Anhange  be- 
finden sich  Tafeln,  welche  auch  fhr  andere  Zwecke  nutzbringend 
sein  dürften.  Das  Interesse  der  Arbeit  ist  wesentlich  ein  phy- 
sikalisches. Wy. 

E.  LoMMEL.     Integration  der  Gleichung 

durch  BesseVsche  Funktionen.     Clebach  Ann.  IL  6i'4-6S5. 

1870. 

Die  Gleichung  ist  von  Liouville  (J.  de  Ffec.  pol.  1835)  durch 
das  m-fache  Integral 
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und  von  Spitzer  (Studien  ttber  die  Integration  linearer  Differen- 
tialgleichungen.   Wien  1860)  durefa 

integrirt  worden,  wobei  die  Cp  couBtant  und  die  X,  die  Wurzeln 
der  Gleichung  A^"»+'  =  +  l  Bind. 

Lommel  erhält,  indem  er  von  den  DifferentialeigenBchaften 
der  BesserBchen  Funktionen  ausgeht,  fast  ohne  Rechnung  die 
Auflösung 

p=ü 

wo  unter  den  a^  die  Wurzeln  der  Gleichung  o'«+'=qpi  yßr- 
Btanden  werden. 

Aus  diesem  Ausdruck,  welcher  die  Wichtigkeit  der  J  mit 
gebrochenem  Parameter  illustrirt,  leitet  er  dann  noch  die  fol- 
genden ab,  welche  nur  aus  algebraischen  und  Exponentialfunk- 
tionen zusammengesetzt  sind: 

„Als  vollständiges  Integral  der  Gleichung 
hat  man  auch 

wo    «^<^'=^+t    ist;    während    das   vollständige    Integral   der 
Gleichung 

wenn  jetzt  a***+3--q:i  bedeutet,  durch 

dargestellt  wird". 

Theils  um  diese  Transformation  zu  Stande  zu  bringen, 
theils  um  die  in  den  vorjährigen  (1868)   „Studien  eto."  aufge- 

17* 
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fährten  Selationen  zwischen  den  J  zu  yennehren,  beweist  Att 
Verfasser,  dass  die  Entwickelung: 

nicht  bloss  für  ganze  positive,  sondern  auch  fttr  ganze  negative 
m  gilt,  dass  fttr  jedes  ganze  m: 

2_ '•="(2m-H-2ryl| /(m  +  1 -r)"^'-l'\'    i 
m^»  r!  V  2—'         /»'—''' 

dass  ftlr  jedes  r  und  jedes  ganze  k: 


lim  »[(/'(5))'+(/'+"+'(»))'J  =  -^-(§  4); 


SO  wie  dass  stets: 


±=T^+l(.-?^«X 


Am  Ende  der  Arbeit  wird  die  in  den  „Stadien  eto/'  ge- 
gebene Auflösung 

y  =  x'^^^'  [^p^-(2t|/^)  +  Bp  r-(2tl/^)],  («-=  ±1), 
p=ü 

der  Gleichung 

mit  denjenigen  Liouville's: 


und  Spitzeres: 


verglichen ,  um  daraus  bis  auf  die  Bestimmung  von  Constanten 
abzuleiten,  dass  die  Integrale  und  die  Differeutialquotienten  Toa 
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der  Ordnung  (»»+-0")  ^^^  Exponentialfunktionen   sieh  durch 
Bessersehe  Funktionen  ausdrücken  lassen  müssen.         Wy. 

L.  SchlAfli.    Einige  BemerkuDgen  zu  Herrn  Neumann's 
Untersuchungen    über    die    Besserschen    Funktionen. 

Clebsch  Ana.  HI.  134-159   1870. 

Da  die  Besserschen  Funktionen  gegenwärtig  yon  vielen 
Analysten  bearbeitet  werden,  so  ist  es  nicht  zu  verwundern,  dass 
Mehrere,  ohne  von  einander  zu  wissen^  denselben  Ausgangspunkt 
wählen.  So  ist  hier  und  in  der  oben  besprochenen  Arbeit 
HankeFs  die  Ableitung  beider  Integrale  der  Besserschen  Glei- 
chung dieselbe,  auch  wird  des  Werkes  von  Lomniel  aus  dem 
Jahre  1868  nicht  erwähnt,  obgleich  beide  Autoren  durch  Erwei- 
terung des  Parameters  a  in  J^ix)  auf  gebrochene  Werthe  von 
der  ursprünglichen  Betrachtungsweise  abweichen. 

Der  Satz  H.  Neumann's,  dass 

jXx + y) = JV)  Ay) + 2  li^Q-iyJK^yKy:! 

ist,  erfährt  hier  die  Erweiterung: 
wobei 

n.)=(f)>{^-(f)") 

zu  nehmen  ist. 

Für  die  Neumann^sche  Funktion  0*,  deren  Diflferentialglei- 
chung  unter  Voraussetzung  eines  graden  oder  ungraden  n  bei 
ihrem  Erfinder  verschieden  lautet,  wird  die  GoUectivform  an- 
gegeben: 

,d'0"(aj)  ,  ^  d(y*(x)         ,       «  ,  4N/i«^  N  '»«  ,       •   '»'» 

a;---^H  +  3^--^-^  +  (a?'~n'+l)0«(a?)  =  a:cos-^+ns 

es  wird 

eingeführt,  und  der  Satz 

0-(a?  +  y)=  ^2  0--\x^J\y^ 


i=-« 
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durch  den  folgenden  erweitert: 

WO  a  eine  ganze  positive  Zahl,  und 

S«(aj)  =  —  (xO^Qc)  -  cos  ^) 
bedeutet. 

Dann  wird  die  Gleichung 

n 

F(ji^x) .  F(b,x)=  —  /  (2  cos  (py-^^  cos  [(a— 6)<ip] .  F(a+6,4a;  cos  »dr/j 

0 

abgeleitet,  welche  eine  von  H.  Neumann  ausgerührte  Darstellung 
von  [JX^W  i^  sich  enthält,  und  die  Funktion  Y  aus  vier  Theilen 
r*=loga?.J"-f  ß^  +  ff^  +  JB*  zusammengesetzt,  die  einzeln  be- 
stimmt werden. 

Im  Nachtrage   zeigt  der  Verfasser,   wie  seine  in  Brioschi 
Ann.  I.  (s.  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  112)  gegebene  Formel 

J<'(x)  =  — /cos  (2a? sin  (p—a(p)d<p yg-^-^'^ny-oyrfy 

ü  0 

einfacher  bewiesen  werden  könne,  als  dort  geschehen  ist. 

Wy. 


C.  Neümann.   Ueber  Produkte  und  Quadrate  der  Besser- 
schen  Funktionen.     Clebsch  Ann.  IL  192.  1870. 

Eine  kurze  Notiz,  in  welcher  angegeben  wird,  dass 

(y  »-x»)-'  =^  ^«  ß'-Cy)  lJXx)T 

entwickeltwerden  kann,  wobei  mod  a?<  mod  y,  e^, = 1 , «,  =*,  =^3 = . .  . 
=  2  bedeutet,  und  ß"(y)  eine  ganze  rationale  Funktion  (n+1)'*" 
Grades  von  y"^  darstellt. 

Wie  aus  dieser  Gleichung  die  Entwickelung  einer  graden 
Funktion  nach  den  Quadraten  [</"(^)]'  und  der  ungraden  nach 
den  Produkten  J''C»).J*+'(«)  folgt,  findet  keine  Ausführung,  deren 
es  auch  kaum  bedarf.  Wy. 
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G.  Mehlek.  üeber  eine  mit  den  Kugel-  und  Cylinder- 
funktionen  verwandte  Funktion  und  ihre  Anwendung 
in  der  Theorie  der  Electricitätsvertheilung.     Pr.  Bibing 

1870. 
Verfasser  behandelt  die  „Kugelfunktion" 

^        ü  1^2(008  ai  —  cos  6) 
welehe  der  Differentialgleichung 

genügt.    Das  allgemeine  Integral  der  letzteren  ist 
K = AK/'  (cos  Ö)  +  BK"  C-  cos  ö). 
Er   zeigt  den   Zusammenhang   der  Funktion   Kf"   mit  den 
Engel-  und  Cylinderfunktionen  und  entwickelt  dieselbe  ftlr  ein 
zusammengesetztes  Argument  (Additionstheorem).  Wj. 

J.  Thomae«     Beitrag  zur  Theorie  der  Funktion 

Schlömilch  Z.  XIY.  48-61.  1869. 

Die  Arbeit  verfolgt  den.  Zweck,  direkt  zu  zeigen  —  was 
Riemann  in  der  Abhandlung  über  die  durch  die  Gauss'sche  Keihe 
F(a,  /?,  y,  x)  darstellbaren  Funktionen  (Göttingen  1857)  nicht  aus- 
führt —  dass  das  von  einem  der  vier  Werthe  0,1, — ,  oo  bis 
za  einem  andern  erstreckte  Integral 

/i*(l  -^x)Ys-^'-ß-r.  (1  sy'-ß'-Y.  (1  -xsy^-ß-rds 

jede  der  sechs  Funktionen  P", P«',  ..,Pf  darstellt. 

Nach  einer   für  einzelne  Fälle   nöthigen,   in   vortheilhafter 

Weise  gewählten  Definition  von  /,  erschliesst  sich  der  Zusammen- 

a 

bang  mit  den  Euler'schen  Integralen  und  den  Gauss'schen  Funk- 

/-»oo 
s^e-'^ds  ohne  Zwang. 
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Auf  die  Einzelheiten  der  Ausführung  Iftsst  sieh  ohne  zu 
grosse  Breite  nieht  eingehen.  Es  mag  nur  noeh  erwähnt  wer- 
den, dass  am  Schluss  die  Werthe  sämmtlicher  24  Gonstanten  aß 
dureh  /Z- Funktionen  ausgedrückt  sind,  welche  in  den  12  Gleichungen 

vorkommen.  Wy. 

AscoLi.  Dimostrazione  di  un  teorema  fondamentale 
nella    teorica    delle  funzioni    di    variabili    complesse. 

Brioschi  Ann.  (2)  IV.  31-35.  1870. 
Kurzer  Beweis  des  Satzes^  dass  die  Reihe 

wenn  sie  zugleich  mit  ihren  Gliedern  in  einem  Flächenstück  eine 
synektische  Funktion  darstellt,  gliedweise  differentiirt  und  inte- 
grirt  werden  darf.  Wy. 

P.  DU  Bois-Reymond.  Bemerkuügen  über  die  verschie- 
denen Werthe,  welche  eine  Funktion  zweier  reellen 
Variabein  erhält,  wenn  man  diese  Variabein  entweder 
nach  einander  oder  gewissen  Beziehungen  gemäss 
gleichzeitig  verschwinden  lässt.  Borchardt  J.  LXX.  10-45. 
1869 

Es  kann  vorkommen^  dass  eine  Funktion  FQc^y)  f&r  a;  =  0, 
y=0  unbestimmt  wird,  während  sie  in  der  Nähe  .von  a?=0,  y=:0 
stetig  und  bestimmt  ist  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  besitzt.  Dann  lässt  sich  fragen,  zu  welchem  Grenz- 
werthe  oder  zu  welchen  Grenzwerthen  F(a;,  y)  herantritt,  wenn 
X  und  y  entweder  nach  einander  oder  gleichzeitig  verschwinden. 
Um  eine  geometrische  Anschauung  unterzulegen,  heisst  dieses: 
Die  a-Axe  eines  orthogonalen  Coordinatensystems  kann  ganz  oder 
theilweise  in  der  Fläche  »  =  F(a?,y)  liegen.  In  diesem  Falle 
wird  die  gedachte  Fläche  sich  mit  einer  Cylinderfläche,  die  eben- 
falls durch  die  as-Axe  hindurch  geht,  in  einer  Curve  sehneiden, 
welche ;  je  nachdem  man  die  Gestalt  der  Cylinderbasis  ändert, 
in  verschiedenen  Punkten  —  oder  auch  in  einem  und  demselben 
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Punkte  —  an  die  a-Axe  herantritt.  Nimmt  man  sogleich  hinzu, 
dass  die  Fläche  s  =  F(rr,  y)  an  der  a-Axe  faltig  angeheftet  sein 
kann,  so  dass  man,  auf  ihr  bei  der  i&-Axe  yorbeischreitend,  über 
Berge  und  Thäler  hintiber  gelangt,  welche  an  dieser  Axe  ent- 
weder endliche  oder  unendliche  Höhe  und  Tiefe  zeigen  können, 
so  sieht  man  femer,  dass  die  Durchschnitte  mit  den  Gylinder- 
flächen,  selbst  wenn  diese  sich  in  der  «-Axe  berühren,  möglicher 
Weise  zu  ganz  verschiedenen  Punkten  derselben  führen,  und  er- 
kennt, dass  sich  die  Entscheidung  hierüber  aus  den  Gleichungen 
der  Fläche  Ä  =  F(a?,  y)  und  der  Cylinderfläche  fp(x,y)=0  ohne 
wesentliche  Schwierigkeiten  des  Galculs  treffen  lässt. 

Den  fraglichen  Punkt  (x  =  o,  y=Q)  nennt  der  Verfasser 
„Stetigvieldeutigkeitspunkt"  und  die  Grenzgestalt  der  Projection 
des  Schnitts  einer  der  s-Axe  unendlich  nahen  Cylinderfläche  und 
der  Fläche  a  =  F(ar,y)  auf  eine  feste  Fläche  „Limitale". 

Anwendung  auf  Integrale  /y(a;,Ä)rfj;,  in  denen  k  und  h 
yerschwinden,  und  viele  andere  Beispiele.  Wy. 

L.  Pochhammer.     Ueber  hypergeometrische  Funktionen 

«'"   Ordnung.      Borchardt  J.  LXXI.  316-352.  1870. 

Unter  dieser  Bezeichnung  werden  Funktionen  yerstanden, 
welche  für  «=2  in  die  bekannten  6auss*8chen  hypergeometrischen 
Funktionen  Obergehen  und,  auch  hiervon  abgesehen,  ein  ihnen 
analoges  Verhalten  zeigen. 

Sie  laissen  sich  durch  die  Differentialgleichung 

definiren,  in  welcher  (p(x)  eine  ganze  Funktion  »***",  tp(^x)  eine^ 
ganze  Funktion  (n— 1)'''"  Grades  und  X  eine  Gonstante  bedeutet. 
Sie  besitzen  ausser  x=^  noch  n  endliche  singulare  (Unendlich- 
keits-  und  Verzweigungs-)  Punkte  a,,a,,...aM,  und  ihre  ver- 
schiedenen Zweige  sind  gleich  Integralen  von  der  Form: 
/•/i 
ConstyCM-a,  )''•->  (iu—a,y^-',..(u'-a„yn-\u'-xy-'  du, 

o 

Foruthr.  d.  Maih.  II.  1.  18 
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WO  g  und  h  je  zwei  der  (n-f-i)  Grössen  a^Ja^,,..a^  und  x  b^ 
deuten.  Für  jeden  der  n  8ing;ulären  Punkte  a^,a^y...an  e^- 
sliren  je  (n—i)  wesentlich  Ton  einander  yerschiedene  particuUlre 
Integrale,  welche  convergent  entwickelbar  sind,  und  je  ein  n^, 
welches  durch  Division  mit  einer  Potenz  von  (x—Oy')  eindeutig 
und  von  Null  verschieden  wird;  ähnlich  flir  a:  =  oo.       Wy. 

L.  Fuchs.     Bemerkungen  zu  der  Abhandlung:    „lieber 
hypergeometrische  Funktionen  n***'  Ordnung",  in  diesem 

Journal   LXXI.    316.      Borchardt  J.  LXXII.  255-262.  1870. 

Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Bande  im  Zusammenhange 
mit  der  Antwort  des  Herrn  Pochhammer.  Wy. 
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Geschichte  und  Philosophie. 

Capitel  1. 
Geschichte. 

JoüGLET.     Le  mattre   de  Descartes ;  ses   theories.     0.  R. 

LXX.  728-729.  1870. 
Notiz  über  ein  bisher  unbekanntes  Manuscript:  „In  univer- 
sam  logieam  nioralenique  philosophiam  commentarius  autore 
celeberrimo  professore  Grandillonio"  vom  Jahre  1619,  das  sich 
in  der  Bibliothek  von  Tours  findet  und  den  Lehrer  Descartes', 
„Grandillonius  ex  convictu  regio  Flexensi"  zum  Verfasser  hat, 
nebst  einer  kurzen  Bemerkung  über  die  Anschauungen  desselben 
und  über  das  Jahr,  in  welchem  Descartes  das  Institut  zu  La  Flertö 
verlassen  hat.  0. 

L.  FiGüiER.    Vies  des  savants  ilhistres  du  XVII'"®  sifecle. 
L.  FiQüiER.    Vies  des  savants  ilhistres  du  XYIIP"*  sifecle. 

Paris,  Libr.  Internat.  1869  u  1870. 
Der  erste  der  beiden  Bände,  der  4***  des  Gesammtwerkes, 
enthält  nach  einem  üeberblick  Über  den  Stand  der  Wissen- 
schaften beim  Beginn  des  17**'"  Jahrhunderts  die  Lebensbeschrei- 
bungen von  Keppler,  Galilei,  Descartes,  Bacon,  Huygbens,  Pascal, 
Format,  Dßsargues,  Cassini,  der  zweite  die  von  Newton,  Leib- 
niz.  Euler,  d'Alembert,  Jacques,  Jean  und  Daniel  BemouUi^ 
endlich  Condoroet.  Des  Nähern  auf  die  einzelnen  Arbeiten  ein- 
zugeben, die  sich  meist  mehr  mit  dem  äusseren  Lebensgange 
als  mit  der  wissenschaftlichen  Entwickelung  beschäftigen,  er- 
laubt der  hier  gestattete  Baum  nicht,  zumal  da  die  Darstellungen 
theilweise  eine  ernste  Kritik  erfordern  würden.  0. 

ForUcbr.  d.  Math.  U.  2.  19 
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Chasles,   Le  Vemer,  Bertrand  et  c^t.    Newton,  Pascal 

et  Galil^e.     C.  R.  LXVIII.  17-42.  256-264.  710-713.  740-761.  774-778. 

793-796.807-808.  862-864.  885-894.  957-959.  969-973.  993-1006.  1071-1077. 

1093-1095.   1239-1243.  1425-1433.  1533.    -    C.  R.  LXIX.  5-28.  62-95. 

103-105.  145-152.  213-248.  305-315.  369-380.  391-392.  429-436.  646-650. 

677-684.  1869. 
Abdruck  der  von  H.  Chasles  der  Pariser  Akademie  vorge- 
legten Manuscripte  Pascars  etc.  nebst  dem  sich  daran  knüpfen- 
den Streit  über  die  Echtheit  derselben.  Einen  Ueberblick  Aber 
den  Verlauf  der  Angelegenheit  findet  man  bei  Hankel,  Schlömilch 
Z.  XIV.  165-173  und  Pisco,  Newton  und  Pascal.  Pr.  Wien.  1869. 
Siehe  p.  13.  ^  O. 

J.    HoUel.      Vie    de    Biemann.      M^m.  de  Bordeaux.  VIII.  6-8. 

1869. 
Notizen  Über  das  äussere  Leben  Riemann's,  die  theils  aus 
den  Göttinger  Nachrichten  1867,  theils  aus  Mittheilungen  des 
Prof.  Angelo  Forti  geschöpft  sind.  —  Georg  Friedrich  Bernhard 
Biemann,  geb.  17.  Sept.  1826  zu  Breselenz  an  der  Elbe,  stu- 
dirte  1846—1849  zu  Göttingen  und  Berlin,  war  1849—1862  Do- 
cent  in  Göttingen;  1862—1865  aus  Gesundheitsrücksichten  in 
Italien,  namentlich  in  Pisa;  starb  20.  Juli  1866  zu  Selasca  am  Lago 
maggiore.  —  Verzeichnisse  seiner  Schriften  finden  sich  in  den 
Göttinger  Nachrichten  1867  und  in  Boncompagni  Bulletino  III.  418. 
(1870.)  Wn. 

Bertrand  bt  Combes.     Discouis   prononc^s  aux  fun^ 

railles  de  Lam^.     inst  l.  eect.  XXXVIII.  175.176.  1870.    Bull. 

Math.  I.  183-194.  1870. 
Während  Herr  Bertrand,  ohne  historische  Daten  zn  geben, 
ttber  die  Methode  Lamö's  spricht,  geht  Herr  Combes  vorzugsweise 
auf  Lam^'s  Arbeiten  über  Gegenstände  der  practischen  Medianik 
und  auf  seine  Verdienste  um  die  Elasticitätstheorie  ein,  wobei 
einige  der  hauptsächlichsten  Arbeiten  Lamö's  angeführt  werden. 

Wa. 
E.  DE  Beaümont.     Eloge  bistorique  de  Paissant.     inat. 

1.  86ct.  XXXVII.  201-206  209-214.217-223.225-281. 288-287.241-244. 1869. 
Eine  Lebensbeschreibung  Puissant's  mit  besonderer  Hervorhe- 
bung seiner  Verdienste  um  die  Triangulation  und  Geodäsie.  O. 
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(ÜN  Bibliophile),    Sur  T^tymologie  du  mot  Algorithme. 

Nony.  Ann.  (2)  VIII.  188-191.  1869. 

Der  Verfasser  leitet  das  Wort  Algorithmus  her  von  dem 
Mathematiker  Mohammed -ben-Moussa  mit  dem  Beinamen  Al- 
Kharizmi  von  seinem  Geburtslande  Kharizm  oder  Khovarezm. 
Er  lebte  im  9^**"  Jahrhundert  und  schrieb  ausser  einer  Algebra 
ein  Buch  über  indische  Rechnungsmethoden.  (Vgl.  B.  Boncom- 
pagni:  Trattati  d*Arithmetiea.  Rom  1857).  M. 

L.  Beziat.     Notice  sur  Piaton  de  Tivoli,  traducteur  du 

XIP  sifecle.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  145-162.  1870. 

Nach  einer  Notiz  des  Fürsten  Boncompagni  (Nouv.  Ann.  (2) 
IX.  286-5^87)  nur  ein  Auszug  aus  seiner  Schrift:  Delle  Versioni 
fatte  da  Piatone  Tiburtino,  traduttore  del  secolo  duodecimo. 
Roma  1851  (auch  Atti  d.  Acc.  pont.  dei  Nuovi  Lincei  IV.  254-286)* 

M. 

J.  HoüEL*     Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  N.-J* 

Lobatschefsky.      Bull.  Math.  I.  66-71.  324-328.  384-388.  1870. 

Der  erste  Artikel  enthält  das  Wichtigste  aus  dem  Leben 
Lobatschefsky 's,  nach  der  Rede  Janichefsky's ,  die  von  Potocki 
in's  Französische  übersetzt  und  in  Boncompagni  Bull.  IL  223 
veröffentlicht  ist.  (S.  Fortschr.  d.  M.  U.  p.  22.)  Im  zweiten  Ar- 
tikel sind  die  Arbeiten  L.'s  zusammengestellt  und  mit  kurzen 
Referaten  versehen  mit  Ausnahme  der  geometrischen,  welche  im 
dritten  Artikel  ausftlbrlicher  besprochen  sind.  HeiT  Janichefsky 
zu  Kazan  veröffentlicht  gegenwärtig  eine  neue  Ausgabe  der 
Oeuvres  gäomätriques  de  N.-J.  Lobatchefsky.  M. 

V.  PüISEÜX.     DisCOHrs   sur  Lamd    BuU.  Math.  I.  194-195.  1870. 

Die  drei  Beden,  welche  am  3.  Mai  1870  am  Sarge  Lamö's 
von  den  Herren  Bertrand,  Combes  (S.  vor.  Seite)  und  Puiseux 
gehalten  worden  sind,  heben  die  Verdienste  des  Verstorbenen 
um  die  Mathematik  und  die  mathemathische  Physik  hervor.  Die 
Redaktion  des  Bulletin  des  sciences  math^atiques  etc.  veröffent- 
licht im  Ansehluss  daran  eine  kurze  Uebersicht  über  die  Haupt- 

19* 
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momente  in  Lamö's  Leben  und  ein  Verzeichniss  seiner  Schriften 
unter  dem  Titel:  „Gabriel  Lam6.  Liste  de  ses  travaux  et  des 
fonctions  quil  a  occupöes''.    Bull.  Math.  I.  224-228.  1870. 

M. 


Capitel  2. 
Philosophie. 
J.  M.  C.  Duhamel.    Sur  les  principes  de   la  science  des 

forces.      C.  R.  LXIX.  773-779.  1868. 

Der  Verfasser  legt  die  Grundsätze  dar,  nach  welchen  er 
sein  Werk:  Sur  les  Sciences  de  raisonnemeut,  geschrieben  hat 
Von  diesem  waren  die  zwei  ersten  Theile,  Science  des  nombres 
und  Science  de  T^tendue,  bereits  erschienen.  Der  gegenwärtige 
Artikel  begleitet  das  Erscheinen  des  dritten  Theils,  Science  des 
forces. 

Bedingung  einer  reinen  Verstandeswissenschaft  (science  de 
raisonnement,  welche  der  experimentellen  Wissenschaft  gegen- 
über gestellt  wird)  ist  die  Nothwendigkeit  in  der  Folgerung 
aller  Beziehungen  zwischen  den  Gegenständen.  Die  wirkliche 
Welt  hat  keine  Nothwendigkeit.  Wir  bedürfen  erst  vieler  Beob- 
achtung, ehe  wir  die  erforderlichen  Data  gewinnen,  aus  denen 
die  Theorie  mit  Nothwendigkeit  abgeleitet  werden  kann.  Eine 
absolute  Gewissheit  kommt  diesen  nie  zu;  doch  können  wir  uns 
befriedigt  finden.  Die  allgemeinsten  und  einfachsten  Gesetze 
liefert  die  Bewegung;  sie  muss  daher  erster  Gegenstand  des 
Studiums  der  Materie  sein.  Durch  sie  werden  die  Begriffe  der 
Zeit  und  der  Gausalität  eingeführt.  Die  Zeit  ist  von  Natur  keine 
Grösse.  Wir  machen  sie  dazu^  indem  wir  diejenigen  Zeiten 
gleich  setzen,  in  denen  unter  gleichen  Bedingungen  gleiche  Be- 
wegungen stattfinden.  Bewegung  ist  stets  relativ  und  bleibt  es 
in  aller  Rechnung.  Es  ist  daher  unnütz,  einen  absolut  ruhenden 
Baum  anzunehmen,  um  ihn  gleich  nachher  wieder  fallen  zu 
lassen. 
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Es  wird  dann  weiter  die  Eintbeilung  der  Mechanik  in  die 
Lehre  vom  Gleichgewicht  und  von  den  Bewegungsgesetzen  be- 
sprochen und  das  Vorausgehen  der  ersteren  gerechtfertigt,  end* 
lieh  von  der  Aufgabe,  die  Kräfte  aus  der  Bewegung  zu  finden 
und  von  der  Erleichterung,  welche  Newton  durch  Kepler's  Ent- 
deckung bei  der  Lösung  zu  Theil  ward,  gehandelt.  Die  Klar- 
heit der  Darlegung  rechtfertigt  die  besten  Erwartungen  in  Be- 
treff des  Werkes.  H. 

J.  HoüEL.     L'enseignement  de  la  g^omdtrie  ^l^mentaire 

en   Italic*      Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  278-281.  1869. 

Notizen  über  die  Discussion,  die  sich  in  Folge  des  Be- 
schlusses der  italienischen  Regierung,  den  Euclid  als  Lehrbuch 
der  Geometrie  einzuführen,  über  die  Zweckmässigkeit  dieser  Ein- 
führung erhoben  hat.  0. 

» 
B.  RiEMANN.   Sur  les  hypothfeses  qui  servent  de  fondement 

k  la  geom^trie.     Trad.   par  J.  Hoüel.     Brioschi  (2)  iii. 

309-327.  1870. 
Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  22.  '  Wn. 

CoFFiN.    M^taphysique  du  calcul  diffdrential.    Arras.  1869. 

J.  Bertrand.     Sur  la  somme  des  angles  d'un  triangle. 

C.  R.  LXIX.  1265-1269  1869. 

J.  Bertrand.    Sur  la  d^monstration  relative  k  la  somme 
des  angles  d'un  triangle.     C  R.  LXX.  17-20.  1870. 

Im  ersten  Artikel  theilt  der  Verfasser  einen  von  Carton  ge- 
lieferten Beweis  ftlr  den  Satz  von  der  Summe  der  Dreiecks- 
winkel mit.  Dieser  stützt  sich  auf  zwei  Sätze,  welche  nach 
seiner  Behauptung  bereits  bewiesen  sein  sollen;  Legendre  habe 
bewiesen,  dass  die  Summe  der  Dreieckswinkel  nie  >2Ä  ist; 
Lobatschefsky,  dass,  wenn  die  Winkelsumme  in  einem  Dreieck  2R 
oder  in  einem  Viereck  4ß  beträgt,  das  gleiche  von  allen  gilt.  Es  ist 
hierzu  zu  bemerken,  dass  schon  der  erstere  Satz  das  Gebiet  der- 
jenigen Sätze  ttberschreitet,  welche  für  sphärische  Flächen  gelten, 
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die  daher  ohne  specifische,  die  Ebene  charakterisirende  Annahmen 
beweisbar  sind.  Es  kam  daher  vor  allem  darauf  an,  über  Le- 
gendre's  Annahmen  Rechenschaft  zu  geben,  was  nicht  ge- 
schehen ist. 

Der  zweite  Artikel  spricht  von  Einwürfen  der  Anhänger 
imaginärer  Geometrie  gegen  Carton's  Beweis,  deren  Discussion 
jedoch  zu  keinem  klaren  Ergebniss  fährt.  Am  Schluss  findet 
sich  die  Notiz,  dass  Minarelli  in  den  Ann.  de  Terquem  1849 
einen  ähnlichen  Beweis  aufgestellt  hat.  H. 
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Algebra. 

Capitel  1. 

Gleichungen. 

C.  Jordan.  Sur  les  equations  de  la  g^omdtrie.  C.  R  Lxvm. 

656-659.  1869. 

Die  versohiedenen  Lösungen  geometriBcher  Probleme  geben 
Beziehungen^  welche  eine  Untersuchung  der  Gruppe  der  in  Frage 
kommenden  Gleichung  möglich  machen  und  umgekehrt:  aus  dem 
algebraischen  Besultate  können  geometrische  Eigenschaften  ab- 
geleitet werden.  —  Die  merkwürdigsten  Gleichungen  dieser  Art 
Bind  von  „hyperelliptischem  Typus";  sie  sind  vom  Grade  p'"  (p 
ißt  Primzahl);  und  wenn  ihre  Wurzeln  x^,y^,  ,..Xn,yn  sind,  so 
ist  ihre  Gruppe  durch  die  Substitutionen 

gebildet,  wobei 

JSa^r)Sr)^b^)c^^=l,  ^a(.0d(^*)-6(j)c(^0=o,  ^a(;)c(.*)-a(;)cC;)=0, 

^6(r)dC^^)-6(;)d(r)=o  (modp), 

wie  Hermite  gezeigt  hat.  Am  Schluss  werden  einige  bierher- 
gehörige  Gleichungen  besprochen.  —  Dieser,  sowie  der  fol- 
gende Aufsatz  steht  in  enger  Beziehung  zu  dem  Werke  des 
Verfassers  über  Substitutionen  und  algebraische  Gleichungen, 
auf  welches  wir  erst  im  nächsten  Jahrgange  ausführlich  werden 
eingehen  können.  No. 
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C.  Jordan.  Tli^orfemes  sur  les  dquations  alg^riques.    c.  R. 

LXVIII.  257-258  1869. 
Die  Ordnung  einer  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  Substita- 
tionen  der  Gruppe.  Die  Lösung  zusammengeBetzter  Gleichungen 
kann  auf  diejenige  einer  Reihe  einfacher  zurUckgeHlhrt  werden; 
die  Ordnung  der  ersten  ist  gleich  dem  Produkt  der  Ordnungen 
der  letzteren.  Diese  „Faktoren  der  Zusammensetzungen''  können 
in  verschiedener  Aufeinanderfolge  auftreten,  sind  aber  stets  die> 
selben.  Der  Gleichung  F(a;)  =  o  siud  diejenigen  irreductiblen 
Gleichungen  y^„  =  ü  „subordinirt",  durch  welche  Xy  als  Funk- 
tion Yon  x^  bestimmt  wird;  jeder  Faktor  der  Zusammensetzung 
von  qp^,y  muss  dann  Theiler  eines  der  Faktoren  der  Zusammen- 
setzung von  (pfi'.y'  sein.  No. 

C.  Jordan.     Thdorfemes   sur  les   equations   alg^briques. 

Liouville  J.  (2)  XIV.  139-146.  1869. 

Diese  Theoreme  finden  sich  am  Schlüsse  des  ersten  Capitels 
vom  3.  Buche  in  dem  Werke  des  Herrn  Verfassers  über  Sub- 
stitutionen und  Gleichungen.  Bei  der  Besprechung  dieser  Schrift 
werden  wir  die  Grundzttge  auch  dieses  Theiles  derselben  geben. 

No. 

C.  Jordan.  Sur  la  trisection  des  fonctioiis  ab^iennes 
et  sur  les  vingt-sept  droites  des  surfaces  du  troisifeme 

ordre.      0.  R.  LXVIII.  865-869.  1869. 

C.  Jordan.  Sur  une  nouvelle  combinaison  des  27  droites 
d'une  surface  du  troisifeme  ordre.    0.  R.  LXX.  326-328. 1870. 

C.  Jordan.  Sur  T^quation  aux  vingt-sept  droites  des 
surfaces  du  troisifeme  degr^.  Liouville  J.  (2)  XIV.  147-166. 
1869. 

Hermite  hat  aus  der  Erniedrigung  der  Modulargleichungen 
für  die  Transformation  5**",  7*^",  ll***"  Grades  bemerkenswerthe 
Resultate  gezogen,  und  Clebsch  und  Gordan  haben  eine  ähnliche 
Erniedrigung  für  die  Perioden -Gleichungen  nachgewiesen,  von 
denen    die   Zweitheilung    der  Aberschen   Funktionen   abhängt 
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Aehnliches  wird  hier  durchgeflthrt  ftlr  die  Gleichung,  welche  die 
Dreitheilung  der  Aberschen  Funktionen  giebt.  Diese  Oleichung 
ist  vom  80*^"  Grade  und  lässt  sich  höchstens  auf  eine  Gleichung 
vom  27*^"  Grade  zurückführen,  identisch  mit  dei*  für  die  27  Ge- 
raden der  Fläche  dritten  Grades.  In  der  zweiten  Arbeit  unter- 
sucht der  Verfasser  umgekehrt,  welches  ist  die  Combination  der 
27  Geraden,  die;  als  unbekannt  angesehen,  von  einer  der  Thei- 
lungsgleichung  der  Abel'schen  Funktionen  analogen  Gleichung 
abhängt.  In  der  dritten  Arbeit  ist  der  Beweis  für  die  Unmög- 
lichkeit der  Reduktion  der  Gleichung  27**^"  Grades  auf  eine 
niedere  vollständig  durchgeführt.  Alle  hierher  gehörigen  Unter- 
suchungen sind  übrigens  jetzt  im  Zusammenhange  dargestellt  in 
des  Verfassers  ^Trait6  des  substitutions  et  des  6quations  algö- 
briques.    Paris  1870"  (Livre  III.  Ch.  III.  §  5  und  Ch.  IV.  §  3). 

M. 

L.  Kroneckeiu    Sur  le  thdorfeme  de  Sturm,    c.  R.  LXViii. 

1078-1082.  1869. 
Ist  F(a?)  =  0  vom  n**"  Grade  mit  den  Wurzeln  aj,,a;,,  ...a?„; 
F,(a?)  vom  w— 1***"  Grade;  F^(jx) . . .  Fn(x)  durch  den  Algorithmus 
Fh--i  =  (^AhX+Bh)Fh—Fk^i  abgeleitet,  so  besteht  die  charakte- 
ristische Gleichung 

und  aus  dieser  folgt  für  ungleiche  h  und  t, 

Sind  Z^^..,Zn  Veränderliche  und  setzt  man  Zk=^£ZyFy(xk)^ 
8o  wird  '"'* 

l^iF'(ix,)F,ix,)''^ri:^,FXxk).F,ixi:)^^,A; 
Auf  diese  Gleichung  wird  die  Methode  Hermite's  angewendet  und 
das  Sesultat  auf  Grund  einer  Arbeit  Kronecker's  in  den  Berl.  Mo- 
natsber.  1869  März  (s.  p.  20e?  u.  f.),  einer  geometrischen  Deutung 
unterzogen.  Dasselbe  Resultat  liefert  für  F^  =  F'  eine  Beziehung 
zwischen  der  Zahl  der  reellen  Wurzeln  von  F  und  den  Zeichen 
der  Ar.  '  No. 
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F.  Brioschi.     Sur  les  fonctions  de  Sturm.    0.  R.  LXVIII. 

1318-1321.  1869. 

Anknüpfend  an  eine  frühere  Note  in  den  Nouv.  Ann.  1856 
XV.  leitet  der  Verfasser  die  eben  besprochenen  Resultate  auf 
anderem  Wege  her.    Bezeichnen  wir  Ahx  +  Bh  mit  0A(a?),  ferner 

l 

die  Nenner  der  Näherungswerthe  von  1  mit  I>j(a;), 

D,(x)...,  »0  i8t^D.(««)^^  =  0,  ^/>.(a!.)ör(a'«)^^=0, 

i^,(a?m)i'«(a?m)i  und  hieraus  folgen  die  oben  abgeleiteten  Glei- 
chungen. No. 

Parpaitk.     Note  sur  la  rfegle  des  signes  de  Descartes. 

Nou7.  Ann.  (2)  Vni.  269-272.  1869. 

Eine  Gleichung  hat  wenigstens  2n  complexe  Wurzeln; 
1)  wenn  zwischen  2  Gliedern  2n  ausgefallen  sind;  2)  wenn 
zwischen  2  Gliedern  von  entgegengesetzten  Zeichen  2n  +  1  aus- 
gefallen sind;  3)  wenn  zwischen  2  Gliedern  von  demselben 
Zeichen  2«  — 1  ausgefallen  sind.  No. 

Le  Besgue.     Sur  r^quation   du   3.  degr^.     Nonv.  Ann.  (2) 

IX.  529-530.  1870. 

Wenn  a'(p'— 3g)  -f-  a(pq—qr)  +  q*—3pr  =  0  ist,  so  wird 
a?'+pa?'+ga?+r  =  0  für 

3a:  +  p=l/(p'-3g)(3a  +  p)-3 P'""^^  No. 

}f(y^3q)(da  +  p) 

Laguerre.     Sur   rÄjuation    du    troisifeme  degr^.     Nouv. 

Ann.  (2)  IX.  342-847.  1870. 

Bezeichnen  FQxi)  und  fQß')  Polynome,  welche  in  Beziehung 
auf  X  vom  3***"  Grade  sind,  bezeichnet  y  eine  beliebige  Grösse 
und  ist  femer  F=0  die  Discriminante  der  Gleichung:  F(pß)  + 
y.f(x)^0^  dann  kann  man  stets  (und  zwar  auf '4  Weisen)  die 
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Gleichung  F(ix)-{-y.f(x)  =  0  mit  Httlfe  von  drei  der  Wurzeln 
a,byC,d  der  Gleichung  F=0  in  eine  irrationale  Form: 

setzen.  Betrachtet  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Goordinaten 
eines  Punktes,  der  sich  in  der  Ebene  bewegt,  dann  repräsentirt 

die  Gleichung  il]/?—— -f  •••etc.  =0  eine  Curve,  welche  gleich- 
zeitig die  Curve  F(x)-]-y,f(x)  =  0  und  eine  gleichseitige  Hyperbel 
darstellt y  deren   Asymptoten  Parallele  zu   den  Coordinatenaxen 

sind.    Ist  die  Gleichung  iiy^^^+*"=0  gegeben,  dann  kann 

man  stets  eine  Belation  unter  den  Coefficienten  der  Gleichung 
angeben,  so  dass  die  durch  die  Gleichung  dargestellte  Curve  in 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen laufen,  und  in  eine  andere  Curve  zerfällt,  deren 
Gleichutig  die  Form  F(x)  -f  y .  f(x')  =  0  hat.  Diese  Betrachtungen 
lassen  sich  auch  auf  Gleichungen  ausdehnen,  deren  Grad  höher 
als  der  dritte  ist.  T. 

E.  Oatalan.    Note  sur  Tarticle  de  M.  Alexandre,    Nouv. 

Ann.  (2)  IX.  379-380.  1870. 

Die  Besultate  des  Herrn  Alexandre  sind  bereits  in  einem 
Briefe  des  Herrn  Le  Besgue  vom  22.  Februar  1838  enthalten. 

M. 

A.  EoGBR.  Methode  et  formule  pour  la  r^solution  des 
^uations  du  troisifeme  degrd.  Nouy.  Ann.  (2)  ix.  293-302. 
1870. 

Die  Gleichung  dritten  Grades:  a:'+paj'+ga?  +  r=0  gestattet 
eine  unmittelbare  Auflösung,  wenn  die  Bedingung  p'— 3g  =  0  er- 
füllt ist.  Um  die  Gleichung  nun  auch  für  den  Fall  au&ulösen, 
dass  p'^3g  ißt,  wird  sie  durch  die  Substitution  x  =  y+h  in  eine 

solche  umgewandelt,  welche  in  Beziehung  auf  —  als  Wurzel  der 

Bedingung  p*^3q^0  genügt,  so  dass  diese  neue  also  in  Be- 
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Ziehung  auf  —  zu  lösen  ist.     Die  Bedingungsgteichung  liefert 

den  bestimmten  Werth  fUr  A,  so  dass  also  nun  auch  x  bekannt 
ist.  In  den  speciellen  Fällen,  dass  einer  der  CoeilBeienten  der 
Bedingungsgleichung  für  h  versebwindet,  werden  die  Resultate 
einfacher;  einen  dieser  Fälle,  nämlich  qr—pq^O^  kann  man 
aber  doch  noch  zur  allgemeinen  Lösung  einer  Gleichung  dritten 
Grades  benutzen.  Denn  ist  in  der  ursprünglichen  Gleichung  die 
Bedingung  qr—pq  nicht  erfüllt,  dann  kann  man  sie  stets  durch 
Substitution  in  eine  andere  umformen,  welche  dieser  Bedingung 
genügt.  Die  Annahme,  dass  in  der  ursprünglichen  Gleichung 
p  =  0  sei,  führt  zur  Cardani'schen  Formel,  (Litt. :  Nouv.  Ann.  (2) 
V.  358  u.  527.  Serret.  Cours  d*alg6bre  supirieure.  3.  Ausg. 
I.  n.  57  f.  n.  63  n.  183  n.  191).  T. 

Darboux.    Sur  la  m^thode  d'approximation  de  Newton; 

Note   de  Gerono.      Nouv.  Ann.  (2)  VlII.  17-27.  1869. 

Nachweis,  auf  welche  der  beiden  Grenz -Näherungswerthe 
einer  Wurzel  die  Newton'sche  Formel  anzuwenden  sei.  In  der 
Note  ein  numerisches  Beispiel.  No. 

H.  MoNTUcci.    Sur  la  m^thode  de  Gauss  pour  Tabaisse- 
ment  des  dquations  trinomes.     C.  R.  LXX.  445-446.  1870. 

Der  Verfasser  hatte  eine  Notiz  über  trinomische  Gleichungen 
veröffentlicht^  ohne  die  Gauss'sche  Arbeit  gekannt  zu  haben. 
Wir  wiesen  (S.  48)  darauf  hin.  Hier  folgt  die  Angabe,  dass 
Verfasser  von  dem  Gauss'schen  Aufsatze  Kenntniss  genommen 
habe.  No. 

* 
Hermann.    Methode  de  r^limination  des  intervalles  pour 

servir  k    la  r^solution    des    ^quations   alg^briques    et 
transcendentes.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  180.  1870. 

Cauchy  hat  zur  numerischen  Berechnung  der  kleinsten  po- 
sitiven Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  eine  wichtige  Nähe- 
rungsforniel  gegeben,  welche  im  Zusammenhange  mit  einigen 
Sätzen  über  Elimination  vom  Verfasser  entwickelt,  und  deren 
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Anwendung  von  ihm  Eliminationsmethode  der  Intervalle  genannt 

¥rird.    Ist  nämlich  /(aj)  =  0 

eine  gegebene  Gleichung,  so  wird  sie  geschrieben: 

wo  €p(x)  alle  positiven,  v^C^)  alle  negativen  Glieder  umfasst. 
Sind  nun  /(a),  fQi)  von  gleichem  Vorzeichen,  z.  B.  positiv,  und 
ist  es  ebenso  mit  ?(»)  — VW» 

80  hat  die  Gleichung  keine  Wurzel  zwischen  a  und  b.  Diese 
Bemerkung  reicht  zur  numerischen  Auflösung  von  algebraischen 
Gleichungen  hin,  und  kann  auch  mit  einer  gewissen  Modifikation, 
die  der  Verfasser  angiebt^  zur  numerischen  Auflösung  transcen- 
denter  Gleichungen  angewandt  werden. 

Weiterhin  zeigt  der  Verfasser,  dass,  wenn  f{a)  und  f(b) 
gleiche  Vorzeichen  haben,  und  dieses  Vorzeichen  dasselbe  ist, 
vrie  dasjenige  einer  der  drei  Funktionen: 

die  Gleichung  f(x)  =  0  keine  Wurzel  zwischen  a  und  6  hat. 
Ist  aber  das  Vorzeichen  jeder  dieser  drei  Funktionen  von  f(a) 
und  f(b)  verschieden,  so  hat  die  Gleichung  keine  Wurzel  zwischen 

Diese  Bemerkungen  sind  auf  zwei  numerische  Gleichungen 
angewandt  Mz. 

G.  Darboux.  Discussioji  de  la  fraction   f^  .  ,  ,^, .  ^  >.    Nouv. 

Ann.  (2)  VIII.  81-86.  1869  ^        ^ 

Die  Werthe  dieses  Ausdrucks  werden  in  den  3  Fällen,  wo 
(2ac'+2ca'-660'-(ft'— 4ac)(6'*— 4a'c0  <0,  =0,  >0  betrach- 
tet, was  auf  bekannte  geometrische  Sätze  fHbrt.  M. 

E.  Pellet.    Solution  d'une  question  (869).     Nouv.  Ann.  (2) 

EX.  42(0-422.  1870. 

IfA  Ux^  =  l  +  {^yx  +  ('^^^^^  so   haben 

/•^(a?)==0,  /t(^)  — 0, ...  /«(a?)  =  0  reelle  und  verschiedene  Wurzeln, 
und  die  Wurzeln  von  fmCpci)  =  0  liegen  einzeln  zwischen  den  ein- 
zelnen Wurzeln  von  /»+i(a;)=0.  M. 
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E.  Pellet.     Solution  d'une  question  (890).    Nony.  Ann.  (2) 

IX.  329-330.  1870. 
Die  Gleichungen  «(n  +  l)^»  ~-(l~a:OX*=0,  in  derX«  das 
Legendre'sche  Polynom   bezeichnet,   hat  nur   reelle,   ungleiche, 
zwischen  +  i  und  —  1  liegende  Wurzeln.  M. 


Capitel  3. 

Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 

Invarianten,  Covarianten  und  symmetrische 

Funktionen. 

C.  Jordan.  Trait^  des  substitutions  algdbriques.  Paris  1870. 
Das  Beferat  folgt  wegen  verspäteten  Eintreffens  im  nächsten 
Bande.  Red. 

E.  Radau.     Sur  la  rdsultante  de  3  formes  quadratiques 

temaires.      Nouv.  Ann.  (2)  Vm.  358-362.   1869.     0.  B,  LXVIII. 

327-329.  1869. 
Es  sei  2+  a,  6,  c,  =  (a,  6,  c).  Ist  gegeben  a, aj'+  6,  y'+  c^  ä'-|- 
/'jy»+fl'i»^  +  Aj^y;  «t^'+'S  <^t^*+'*  und  bildet  man  (a,6,A) 
(a,  by  +  hx  +  ß,  ca  +  gx)  —  (a,  6,  ^)(o,  6,  Äary +  /»»  +  •■)  -  («,  Ä,ff) 
(Ä,  a,  6y'+/y»  +  -)?  so  ist  diese  quadratische  Form  durch  «  theil- 
bar.  Bildet  man  die  ähnlichen  Ausdrücke,  dividirt  durch  s,y,x 
bez.,  so  erhält  man  die  Resultante  der  obigen  3  Formen  als 
3 zeilige  Determinante.  Diese  ist  (P+^/.p,  0+-^.g,  ß+^/.r)  für 
J  =  (a,  6,  A),  wobei  (P,  0,  Ä)  =  0,  (pQR  +  gRP+  rPQ^  =  ^/*(p,  g,  r) 
und  2^/(p,  9,  r)  +  (Pgr)  +  ^Qrp)  +  (Äpg)  =  0.  No. 

Abonne.    Expos^  des  principes  ^^mentaires  de  la  th^orie 
des  ddterminants.     Nouv.  Ann.  (2)  vm.  97.  1869. 
Bekannte  Determinantensätze  nebst  bekannten  Anwendungen. 

No. 
Geroko.     Sur  une  application  de  la  th^orie   des  ddter- 

minants.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  392-398.  1870. 
Mit  Hülfe  der   Determinantensätze  wird   die   rechtwinklige 
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Coordinaten-TransfonDation  ausgeftthrt,  und  eine  geometrische 
Deutung  der  Formeln  gegeben.  No. 

F.  Lucas.    Sur  une  forraule  d'analyse.    c.  R.  Lxx.  1 167-1168. 

1870. 

Mittbeilung  folgenden  Satzes  ohne  Beweis: 

„Sind  a,,  a^, ...,  a»,  ...^  a^v  beliebige  Grössen,  bezeichnet  man 
femer  ihre  Summe  mit  S  uiid  Air  einen  beliebigen  Index  m 
Am^S—Ornj  so  ist  die  Determinante 

— -4, +^«*"     öf        ••••     ^«       '•••     ^^ 
a^        .... — A^-^x,.,.     a«        ....     ay^ 


.... — Am-]-^""     öiV 
....      Om         ....—Ay+X 


=xix-S)^-'\ 
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Zahlentheorie. 

Capitel  1. 

Allgemeines. 

Andre.     Solution   des  questions  912  et  913  nebst  einer 

Note  von   Gerono.      Nouv.  Ann.  (2)  VIU.  7881.  1869. 
2  Beweise  des  Satzes:  „Entsprechen  sich  die  Glieder  zweier 
Reihen  von  n  ganzen  Zahlen  a  und  b  der  Art,  dass 

so  ist,  wenn  D„,  Df,  resp.  den  grössten  Theiler,  Ma,  Mf,  resp.  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  n  Zahlen  der  betreffen- 
den Reihen  bezeichnen, 

Ma.Do  =  Mb.Da  =  P.  0. 

J.  LiouviLLE.    Th^orfeme  concernant  les  nombres  entiers 

^=5   (mod.  12).      Liouvüle  J.  (2)  XIV.  7-8.  1869. 
Siehe  Abschnitt  III.  (Nachtrag)  Cap.  2. 

Laisant  et  Beaüjeux.    Memoire  sur  certaines  propri^tfe 
des  rdsidus  numdriques.    Nouv.  Ann.  (2)  IX.  221,  271,  302. 854. 
1870. 
Sind  r^.r^j..  die  Reste  von  ^d^, /!*,..  bei  der  Division  mit 

D,  so  folgen  die  Gleichungen  ct^  +  a^q+ — f-apgP  =  Z>.m  und 

«0  ^n  +  «1  Tn+i  ^ h  «p  fn-^p  =  D ,  m'  gegenseitig  aus  einander. 

Hieraus  wird  eine  Reihe  von  Schlüssen  gezogen.  No. 

E.  Catalan.     Note  sur  la  partition  des  nombres.     Nouv. 

Ann.  (2)  Vm.  407-414.  1869. 
Behandlung  des  Theorems :  auf  wieviel  Arten  kann  man  aus 
q  ganzen,  gleichen  oder  ungleichen  Zahlen  eine  Summe  n  bilden? 

No. 
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Gerono.      Note    sur   une    d^nionstration    de    Legendre. 

Nouv.  Ann.  c2)  VIIL  451  1869. 
Der  Legeudre*8che  Beweis  des  Satzes^  dass  jeder  Theiler, 
von  der  Form  a;*+  1,  zweier  Quadrate,  welche  theilerfremd  sind, 
gleichfalls  die  Summe   zweier  theilerfremden  Quadrate  sei,    ist 
fehlerhaft.  No. 

E.  Sanchis  Barrachina.    Note  sur  les  racines  des  nom- 

bres.      Noav.  Ann.  (2)  VIII.  265.  1869. 

Die  m'^"  Wurzeln  aller  ganzen  Zahlen,  welche  »tw, fw«— 1,.. 
ifirt— (m— 1)  Ziffern  haben,  von  denen  die  nicht  identischen  Zahlen 
von  rechts  gerechnet  nicht  die  (n— l)(/w— 1)"*  Stelle  überschreiten, 
unterscheiden  sich  um  weniger  als  1.  No. 

Pepin.    Sur  la  ddcomposition  d\iii  nombre  entier  en  une 
somme  de   deux   cubes    ratioiincls.     Liouville.  J.  (2)  xv. 
217-237.  1870. 
Bezeichnet  man  mit  p  und  q  zwei  Primzahlen,  deren  Formen 
bezüglich  18m-f5,  18m+ll  sind,  so  ist  es  unmöglich,  die  Zah- 
len von  den  Formen  p«,  ^«,  2p''"+S  ^y'»+^  4p^"*+',  4^^**+*,  V"*^S 
99^«-* »,  V-^+'j  gg^''-^^  5p^'«+^  r,gf^'"+',  2:V"'^  S  Sög^""*"'  als  Summe 
zweier  rationaler  Guben  darzustellen;  m  ist  ganz,  positiv  oder  0. 
Dagegen  ist  das  Doppelte  einer  Triangularzahl  stets  als  Summe 
zweier  Guben  darstellbar.     Wenn  die  Summe  oder  die  Differenz 
zweier  Zahlen  ein  Gubus  ist,  so  ist  ihr  Produkt  die  algebraische 
Summe  zweier  rationaler  Guben.  No. 

Le  Besgüe.     Demonstration   de   la   m^thode   de   Jacobi 
pour  la  fomiation  de  la  p^riode  d'une  racine  primitive. 
C.  R.  LXX.  1243-1251.  1870. 
Der  Beweis  Stützt  sich  auf  folgende  Theoreme:  „Jede  Wurzel 

r  der  Congruenz  x'^^a,  wo  tn  =  n'  oder  ein  Theiler  von  n'  ist, 

und  a  zum  Exponenten   ii  =  ^^  gehört,  hat  eine  Periode  von 

iw.ft  Gliedern,  wenn  keiner  der  Reste  von  rjr^,.,r'^'^  sich  in 
der  Periode  von  a  findet".  —  ,,l8t  6^==aS  wobei  b  nicht  in  der 
Periode  von  a  enthalten  ist,  und  $  die  kleinste  Zahl  ist,  welche 

Fortscbr.  d.  Math.  II.  2.  20 
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dieser  Gongruenz  genügt,  80  wird  cc^^a  befriedigt  durch  a^=a'fr^ 
« <  w,  ti  <  g  und  ^i + «14—  1  =  nv.  Sind  u  und  fj  theilerfremd,  und 
nur  dann,  so  gehören  die  Wurzeln  zum  Exponenten  ng".  — 
„Wenn  (immer  bei  denselben  Bezeichnungen)  alle  Primtheiler 
von  m  auch  n  theilen,  so  haben  die  m  Wurzeln  von  x'^^a  eine 
Periode  von  mn  Gliedern;   sind  die  Primtheiler  g,  r, ...  von  m 

keine  Theiler  von  w,  so  haben  nur  m(l j[l j...  Wur- 
zeln eine  Periode  von  mn  Gliedern".  No. 

J.  BoüRGET.    Sur  la  throne  des  racines.    Nouv.  Ann.  (2)  IX. 

505-513.  1870. 
Beweis,  dass  die  Tausender  einer  Wurzel  von  den  6  letzten 
Stellen  der  Zahl  unabhängig  sind,  und  ähnliches  mehr.    No. 

J.  BouRGET.     Note  sur  la  racine   carr^e   des   nombres 

approcll^S.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  541-545.  1870. 

Der  Verfasser  erinnert  daran,  dass  im  Allgemeinen  die 
Quadratwurzel  aus  einer  angenälierten  Zahl  auf  eben  so  viele 
Stellen  richtig  sei,  wie  die  Zahl  selbst  M. 

J.  LiouviLLE.    Nouveau  th^orfeme  concernant  la  fonction 

num^rique  F{k).      Liouville  J.  (2)  XIV.  260-263.  1869. 

Ist  m  eine  ungrade  Zahl,  relativ  prim  zu  5,  so  bat  man 
ftlr  alle  Zahlen  f,  wofür  10m  — 25<'>0,  die  Gleichung 

F(10m)  -  2^,F(10m-25O  =  2S;(m), 
wo   F(Ä)   die  Anzahl   der   binären   quadratischen   Formen   der 
Determinante  —  ä,  in  denen  wenigstens  ein  äusserer  Coefficient 
ungrade  ist,   und  ^^m)  die  Summe  der  Divisoren  von  m  be- 
deutet. M. 

J.  Liouville.     Remarque  au   sujet  de  la  fonction  ^,(it) 
qui  exprime  la  somme  des  diviseurs  de  n.    Liouville  J. 

(2)  XIV.  263-264.  1869. 
Ist  71=09  ^^^  9  wieder  durch  a  theilbar,  so  hat  man 
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WO  Cßt  die  Summe  der  /i*^'*  Potenzen  der  Divisoren  von  m  be- 
deutet. Diese  Formel  ist  von  Bedeutung,  da  Cft  in  dem  Aus- 
druck flir  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  ganzen  Zahl  durch 
eine  Summe  von  4  Quadraten  erscheint  M. 

J.  LioüviLLE.     Thdorfeme  concemant  la  fonction  num^- 

rique  p2(»).      Liouville  J.  (2)  XIV.  302-304   18€9. 
Zerlegt  man  die  ungrade  Zahl  n  in  irgend  zwei  Factoren 

d.d,  BO  bedeutet  g^n)  die  Summe  ^(—1)  ^  .  d\  Bedeutet  m 
irgend  eine  Zahl  von  der  Form  8^4-7,  mit  Ausnahme  der  Qua- 
drate i*  von  ungraden  Zahlen,  so  ist: 


^^Ji^-^^':)'e.(-2^)=o.  M. 


E.  Pellet.     Sur  les  fonctions  irrdductibles  suivant  un 
modale  premier  et  une  fonction  modnlaire.    C.  R.  Lxx. 

328-330.  1870. 

Es  sei  t  eine  Wurzel  einer  irreductiblen  Gongruenz  i^*^"  Gra- 
des mit  rationalen  Coefficienten,  dann  bestimmt  der  Verfasser 
die  Anzahl  der  ganzen  (nach  einem  Modul)  irreductiblen  Poly- 
nome, deren  CoefBcienten  rationale  Funktionen  von  t  von  be- 
stimmtem Grade  sind,  und  giebt  Sätze  über  die  Zerlegung  eines 
nach  einem  Modul  irreductiblen  Polynoms  mit  reellen  CoefiS- 
cienten  in  irreductible  Faktoren  mit  rationalen  Goefficienten, 
femer  über  die  Zerlegung  einer  irreductiblen  Funktion  mit  ra- 
tionalen Goefficienten  nach  der  Substitution  x^  für  Xy  und  über 
die  Zerlegung  der  Funktion  a^—x  —  g,  wo  g  eine  rationale 
Funktion  von  •  ist.  M. 

L,  BiGNON.    Solution  d'une  question  (826).    Nouv.  Ann.  (2) 

Vm.  415-417.  1869. 

Ist  n  irgend  eine  ganze  Zahl,  so  ist  eine  der  Zahlen  n', 
n'— 1,  n'— 4,  n'4-3  durch  12  theilbar,  und  der  Quotient  giebt 
die  Zahl  der  verschiedenen  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung 
x  +  y+«=nin  ganzen,  positiven,  von  Null  verschiedenen  Zahlen. 

M. 
20* 
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A.  Laisant.     Solution  d'une   questiöii   (902).     Nouv.  Ann. 

(2)  VIII.  315-317.  1869 

Beweis  des  Satzes:  ^ Jeder  vollstftndige  Cubos,  vermehrt  um 
3,  4,  5  oder  6  beliebige  Potenzen  von  10,  ist  kein  vollständiger 
Cubus",  mit  Folgerungen.  M. 

S.Morel.  Solution  d'une  question  (914).  Nouv.  Ann.  (2)  viii. 

238-240.  1869. 

Sind  a  und  6  relative  Primzahlen,  so  enthält  ax-]-b  nur  re- 
lative Primzahlen  zu  iti,  wenn  alle  Primfactoren  von  m  Theiler 
des  a  sind.  Sind  aber  p^q^r^...  Primfactoren  von  m  und  nicht 
Theiler  des  a,  so  giebt  es  unter  m  auf  einander  folgenden  Zahlen 

rta:+6(j?=a,a+l,...a+m-l)  genau  ot(^)(5~)(--^)... 

relative  Primzahlen  zu  m.  M. 

V.  Schlegel.    Solution  d'une  question  (889).    Nouv.  Ann.  (2) 

VIII.  91-93   1869. 

lieber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung 
x-\-y  +  z=-N  in  ganzen  positiven  Zahlen.  Hinzugefügt  ist  die 
Note  eines  Ungenannten  über  die  verschiedenen  Lösungen  der 
allgemeinen  Gleichung  x^  +  x^-] [- a?«  =  JV.  M. 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 

J.  LiouviLLE.    Thdorfeme  concernant  las  noinbres  entiers 

^E  5   (mod.  12).      Liouville  J.  (2)  XIV.  7-8.  1869. 

^F(?^-)=i-^(i-)d,  wenn  m  =  dJ=5  (mod.  12)  und 

f  ttber  die  ungraden  Zahlen  sich  erstreckt,  welche  /2m  und  zu 
3  theilerfremd  sind,  wenn  F(A)  die  Klassenanzahl  quadratischer 
binärer  Formen  von  der  Determinante  —k  bezeichne.t.    No. 
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J.  LioüviLLE.    Sur  la  forme  ternaire  x'^  +  2y'^  +  3z^.    Liou- 

ville  J.  (2)  XIV.  359-360.  1869. 
Die  Anzahl  der  Darstellungen  von  m  =  6fi+i  unter  der  an- 
gegebenen Form  ist  =F(6m),   wobei  F  die  oben   angegebene 
Bedeutung  hat.  No. 

J.  LiouviLLE.     Extrait    d'uue   lettre   adress^e   k  M.  Le 

Bcsge.      Liouville  J.  (2)  XIV.  1-6.  1869. 
•—1 
2:C— 1)  ^  fF(4»i-0  =  ^(a'— 46');  wenn  m  auf  alle  mög- 

liehen  Arten  in  a'-|-46'  zerlegt  wird,  wobei  a  ungrade  und 
positiv  ist,  b  grade  positiv,  null  oder  negativ;  und  i  alle  un- 
graden   Zahlen   ^4^  durchläuft.  No. 

J.  Liouville.     Extrait    d'une  lettre   adress^e  k  M.  Le 

Besge.      Liouville  J.  (2)  XV.  298-302.  1870. 
Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  4  (Nachtrag). 

N.  DE  Khanikof.     Proc^d^  pour  r^soudre,  en  nombres 
entiers,  l'^quation  inddterminde  A-{'Bt'^  =  u'^.   C.  R.  Lxix. 

185-188.  1869. 
Einfache  Methode  zur  praktischen  Lösung  obiger  Gleichung, 
gegründet  auf  einige  Eigenschaften  der   beiden  letzten  Stellen 
von  Quadraten.  No. 

Gekono.     Sur  la  r^solution   en  nombres  entiers  et  po- 
sitifs  de  r^juation  a;'"  =  y"H- 1.     Nouv.  Ann.  (2)  IX.  469-471. 
1870. 
Wenn  x  Primzahl  ist,  sind  nur  die  Lösungen  a;  =  3,  m=:2; 

y  =  2j  11  =  3  möglich.  No. 

Le  Besgue.    Note  sur  quelques  ^quations  ind^termin^es. 

Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  452.  1869. 
Manche  Gleichungen,   wie  a:'+y'  =  (4a  +  3)»;  aj*=y*4-7; 
a:'+y'=9»+r(r  =  3, 4,  5, 6)  lassen  sich  auf  die  Form  mt-\'r  = 
mu-{-r'(r'^r'')  bringen,  können  also  nicht  in  ganzen  Zahlen  auf- 
gelöst werden.    An  diesen  Aufsatz  schliesst  sich  an: 
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J.  LiouviLLE.  Extrait  d'une  lettre  adress^  ä  M.  Le  Besge. 

Liouv.  J.  XV.  183-136.  1870. 

WO  %  eine  beliebige  algebraische  oder  numerische  Funktion  ist 
und  «^  t,  *,,f,  den  Gleichungen  4m +  1  =*'+©'+ 16«';  4fi»-j-l  = 
i^  + ^1+3^1  genügen,  in  denen  %  ungrade  und  positiv,  m  grade, 
positiv,  null  oder  negativ  und  s  willkürlich  sein  kann.    No. 
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Vierter  Abschnitt  (Nachtrag). 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und 
Combinationslehre. 

J.  A.  Serbet.      Sur    un    problfeme    de    calcul   integral, 

Ann.  de  Tfic.  Norm.  VI.  177-185.  1869.    Q.  R.  LXVIII.  1132-37.  1869. 

Herr  Crofton  hat  der  Pariser  Akademie  (C.  ß.  LXV.  p.  994) 
folgenden  Satz  mitgetheilt: 

„Eine  Fläche  Si  werde  von  einer  eonvexen  Grenzlinie  von 
beliebiger  Gestalt  und  der  totalen  Länge  L  umschlossen;  nennt 
man  &  den  Winkel,  welchen  die  beiden  von  einem  äusseren 
Punkte  (x,  y)  an  diese  Grenzlinie  gezogenen  Tangenten  mit  ein- 
ander bilden,  so  ist 


/ß 


(&-Bin&)dxdy==^V^nSi, 


2 

wenn  das  Doppelintegral  über  die  ganze  Ebene  ausserhalb  der 
Grenzlinie  erstreckt  wird"..    S.  Fortschr.  d.  M.  I.  75. 

X  und  y  bedeuten  hier  rechtwinklige  Coordinaten. 

Von  diesem  Satze,  auf  welchen  Crofton  Betrachtungen,  die 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entnommen  sind,  geführt  haben, 
giebt  der  Verfasser  einen  analytischen  Beweis ,  nachdem  er  zu- 
vor angemerkt,  dass  die  Formel  bestehen  bleibt,  wenn  die  Grenz- 
linie, statt  eine  continuirliche  Gurve  zu  sein,  aus  geraden  und 
krummen  Linien  zusammengesetzt  ist,  die  einen  beliebigen  Winkel 
mit  einander  bilden,  wofern  man  alsdann  unter  &  denjenigen 
Winkel  versteht,  unter  welchem  die  Grenzlinie  L  vom  Punkte 
(xyy)  aus  erscheint.  Es  genügt  offenbar,  um  diese  Formel  in 
ihrer  ganzen  Allgemeinheit  abzuleiten,  die  Beschränkung  auf 
den  Fall,  dass  der  Umfang  L  ein  geradliniges  convexes  Polygon 
von  beliebig  vielen  Seiten  ist.    Der  für  diesen  Fall  geführte  Be- 
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weis,  so  elegant  er  Übrigens  ist,  lässt  sich  in  Kürze  nicbt  wieder- 
geben. Es  sei  nur  angedeutet,  dass  das  Integral  der  Art  in 
Theilintegrale  zerlegt  wird,  dass  ein  solcher  Theil  sich  über  alle 
die  Punkte  (x,y)  ausserhalb  L  erstreckt,  deren  äusserste  Ge- 
sichtslinien durch  dieselben  zwei  Ecken  des  Polygons  hindurch 
gehen,  und  darauf  die  allen  möglichen  Combinationen  der  vor- 
handenen Eckpunkte  zu  je  zweien  entsprechenden  Theilinte- 
grale summirt  werden.  Statt  der  Goordinaten  x^y  werden  die 
Winkel  er,  ß  als  Variable  eingeführt,  welche  die  vom  Coordinaten- 
ursprung  —  der  im  Innern  von  L  angenommen  ist  —  auf  die 
beiden  äussersten  Gesicbtslinien  des  Punktes  (Xj  y)  gefällten 
Senkrechten  mit  der  positiven  Abscissenachse  bilden.  Im  zwei- 
ten Theil  des  Memoire  wird  in  ähnlicher  Weise  ein  anderer  eben- 
falls von  Crofton  aufgestellter  Satz  abgeleitet,  des  Inhalts,  dass, 
wenn  in  einer  eine  Fläche  Sl  umschliessenden  convexen  Grenz- 
linie C  eine  Sehne,  p  die  Distanz  dieser  Sehne  von  einem  festen 
Punkt  0,  &  den  Winkel  zwischen  der  Geraden  p  und  einer 
festen  Geraden  OK  bedeutet,  die  Formel  gilt: 

wo  die  Integration  sich  auf  alle  Werthe  von  p  und  &  erstreckt, 
welche  eine  reelle  Sehne  C  geben.  Hr. 

W.  Crofton.     Sur  quelques  th^orfemes    de   calcul  inte- 
gral.     C.  R.  LXVIIL  1469-1470.  1869.- 
Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  3  (Nachtrag). 

A.  G.  Melon.     Sur  les  combinaisons  complfetes.     Noav. 

Ann,  (2)  VIII.  168.  1869. 
Ein  bekannter  Satz  weitläufig  abgeleitet.  No. 

De  St.  Germain.     Lettre  k  M.  Bourget  sur  un  article 
des  Nouvelles  Annales.     Nouv.  Ann.  (2)  ix.  84-85.  1870. 
Kurzer   Beweis   des    von    Melon    (VIII.    18G9)    bewiesenen 
Satzes  aus  der  Combinationslehre.  M. 
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Reihen. 

Capitel  1. 

Allgemeines. 

E.  Lemoine.      Note    sur    une    question    dWithmtitique. 

Noav.  Ann.  (2)  IX.  368-369,  1870. 
Es  wird  bewiesen,  dass  die  f*^^  Potenz  einer  ganzen  Zahl  l 
als  Summe  von  /*  auf  einander  folgenden  Gliedern  der  Keihe 
der  ungraden  Zahlen  dargestellt  werden  kann,  wenn  ft,  /,  k 
ganze  positive  Zahlen  sind  und  fi^2k  ist.  Der  allgemeine 
Satz  wird  dann  beispielsweise  auf  ^  =  2*  und  fi  =  5,  *  =  2  an- 
gewandt. T. 

E.  Catalan.  Note  sur  le  th^orfeme  de  M.  Lemoine  (Nouv. 

Ann.  (2)  VIII.  2G6).      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  90-91.  1870. 

Das  von  Doucet  bewiesene  Theorem  ist  enthalten  .in  einem 
von  Herrn  Catalan  bereits  1841  gefundenen,  aber  nicht  veröffent- 
lichten Satze,  der  wieder  ein  specieller  Fall  der  Bertrand'schen 
Regeln  ftlr  die  Convergenz  ist  (vgl.  Bertrand*s  Memoire,  Liou- 
ville  J.  VII.  und  Catalan,  traitä  Ü6m.  des  söries  p.  17).    M. 

P.  Doucet.    Note  sur  un  caractfere  de  convergence  des  s^- 

ries.  -  Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  266-269.  1869. 

Es  wird  mit  Hülfe  eines  bekannten  Gauss'schen  Satzes  der 
aus  Laurents  Algebra  (S.  229)  eitirte  Satz  bewiesen,  dass  die 

Reihe  tt7*4-«7*  +  «*r'  + •• 

convergirt,  wenn  die  Grösse  ««+2— 2fi»+i  +  M„  constant  ist  oder 

w&chst.  Wy. 
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Ch.  Brisse.     Demonstration    d'un    tli^or^me    de   Gauss 
relatif  aux  s^ries.     Nouv.  Ann.  (2)  IX.  36-37.  1870. 

Beweis  des  bekannten  Gauss'schen  Satzes  über  die  Conver- 
genz  der  Beihen,  deren  Yermehrungsfaetor  eine  gebrochene  al- 
gebraische Funktion  der  Gliednummer  ist  Wy, 

UNGENANNTER.    Note  relative  k  quelques  cas  de  conver- 
gence  ou  divergence  des  s^ries.    Nouv.  Ann.  (2)  E.  107-113. 

1870. 

Beweis  eines  besonderen  Falls  desselben  Gauss'schen  Satzes. 

Wy. 

E.  Catalan.  Sur  quelques  d^veloppements  en  s^ries.   Nouv. 

Ann.  (2)  IX.  199-202.  1870. 

Beweis  und  Anwendung  der  fUr 

F(ai)  =  aF(bx)  +  a(p(je) 
geltenden.  Reihen 

auf  Ereisfunktionen,  wenn 

A  =  lim.  a"f(6*a:), 

,  Kf) 

u  =  hm.  — --- 
bedeutet.  Wy. 

Bailland.    Note  sur  les  s^ries  de  termes  positifs.    Ann. 

de  rfic.  Norm.  VI.  185-202.  1869. 
Beproduction  bekannter  Sätze.  Wy. 

A.  Genocchi.     Sur  la  throne  ^l^mentaire  des  produits 

infinis.      Nouv.  Ann.  (2)  Vin.  121-133.  1869. 

Der  Verfasser  giebt  eine  elementare  Herleitung  der  allge- 
meinen Sätze  über  Gonvergenz  unendlicher  Produkte  nach  dem 
von  Weierstrass  (Grelle  J.  LI.  18-33)  angegebenen  Verfahren. 
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Er  legt  die  von  Nicole  (Nonv.  Ann.  (2)  VI)  gefundene  Identität  : 

za  Grunde,  welche  sich  durch  die  Substitution  ■  '^  =tin  in 
folgende  umwandeln  lässt:  ** 

Die  Reihe  rechts  wird  fUr  reelle,  imaginäre  und  complexe 
Uu  untersucht.  M. 

F.  DrooN.    Sur  certains  systfemes  de  polynomes  associds* 

Ann.  de  V6c.  Norm.  VI.  111-127.  1869. 
Es  seien  Uo^x  Ui^x  üi,a...  U^^x 

Polynome  von  den  resp.  Graden  0,  iy2j3 ...fi,  so  werden  die 
Polynome  der  Beihe: 

den  ersteren  zugeordnet  (associto)  genannt,   wenn  f&r  /a^v 

jU^,iVy,xdx=0  ist. 

»  Die  verschiedenen  Werthe  des  Index  X  bezeichnen  verschie- 
dene Arten  der  Zuordnung,  die  wir  der  Kttrze  wegen  folgender- 
massen  zusammenfassen: 

Es  werde  C/]u,2  durch  die  /i  Bedingungen  definirt: 

Ü  U  ü  0 

dann  ergiebt  sich  fhr  üf,^x  bis  auf  einen  constanten  Faktor: 

^^^'-'^^-'^^ i.2.3...iA.2.3...fA-i  '^• 

Die  zugeordneten  Polynome  Vu,i  erhält  man  dann,  wenn 
man  setzt: 

dxf* 
Fttr  ;i  =  l  erhält  man 

df(oDf(x--iy) 
dxM 

eine  Funktion,  welche  in  die  Legendre'sche  X^  ttbergeht,  wenn 
X  durch  -— -  ersetzt  wird. 
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Die  P^,jb  haben  folgende  Eigenschaften: 

1)  Die  Wurzeln  der  Gleichung  ü^,;i  =  0  (desgl.  von  F^,i=0) 
gind  sämmtlich  reell  und  liegen  zwischen  0  und  1. 

2)  In  der  Entwickelung  von  r^,ilogM j  nach  fallenden 

Potenzen  von  x  fehlen  die  mit 

l^   J_      1         1^_ 

behafteten  Glieder. 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  obigen  Bedingungs- 
gleiehungen  für  l/^,;. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann,  wenn  der  Kürze  wegen  (p(x) 
fftr  Ufj^i  gesetzt  wird: 

3)  ^K^)  log  (l  - 1)  +  acpiax:^  log  (l  ^  1) ...  -f 

+  a^-<p(a^-.)log(l  -^)  =  P+^f-  +  .., 

wenn  a  eine  primitive  Ä**  Wurzel  der  Einheit  und  P  eine  ganze 
Funktion  von  x  bedeutet. 

4)  Uf,^x  (desgl.  Viu^j)  genUgt  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung Ä+ *'"  Ordnung,  welche  eine  Verallgemeinerung 
der  Differentialgleichung  2*^*^  Ordnung  für  die  hypergeometrische 
Reihe  bildet.  Aus  dieser  wird  die  Eigenschaft  (2)  von  Neuem 
abgeleitet. 

Als  erzeugende  Funktion  ftlr  das  System 

Uo,x  Ui^i  U2,i  Us^i ...  oder  fÜr'l^V  t/^,^ 

wird  mit  HUlfe  der  Lagrange'schen  Reihe  der  Ausdruck  — -r- 

a  dx 

dX 

gefunden,  wo  «  die  Wurzelnder  Gleichung:  z  =  a  —  j be- 
deutet.                                                                            /T^Ii 
Für  das  System 

F«,zF,,;iFv... 

erhält  man  als  erzeugende  Funktion   j-«   ^^  ^  ^^^  Gleichung 

«  =  a;  -f  a»  (a^—  1 )  genUgt.  Hr. 
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Capitel  2. 
Besondere  Reihen. 

G.  Darboux.  Sur  la  st^rie  de  Laplace,  c.  R.  Lxviil.  324.  1869. 

Die  von  Laplace  verallgemeinerte  Lagrange'sche  Reihe  wird 
in  eine  übersichtliche  Reihe  gebracht  und  Gonvergenzbedingungen 
aufgestellt.  Wy. 

P.  Tardy.    Note  sur  une  formule  de  Leibniz.    Nouv.  Ann. 

(2)  VIII.  69-77.  1869. 
Identisch  mit  der  im  1***"  Bande  dieses  Jahrbuchs  p.  85  be- 
sprochenen Arbeit.  Wy. 

J.  BouRGET.  Note  sur  les  s^ries  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

Nonv.  Ann.  (2)  IX.  537-540.  1870. 
Nichts  Neues.  Wy. 

E.    Lucas.      Note    sur    les    coefficients    du    binome    de 

Newton,      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  308-310.  1870. 

Man  weiss,  dass  ftir  irgend  eine  Potenz  des  Binoms  die 
Summe  der  Coefficienten  der  graden  Stellen  gleich  der  der 
Coefficienten  der  ungraden  Stellen  ist.  Der  Verfasser  leitet  für 
diß  Summen  der  Coefficienten  der  Stellen,  von  drei  zu  drei  ge- 
nommen, ähnliche  Gesetze  ab.  M.. 

De  VmiEU.     Solution   d'une   question   (615).     Nouv.  Ann. 

.2)  IX.  231-234.  1870. 
lieber  die  Produkte  entsprechender  Glieder  in  arithmetischen 
Reihen  höherer  Ordnung.  M. 

J.  Chatelain  und  Moret-Blanc  Solutions  de  la  question 

951.      Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  533-535.  1869  und  IX.  89-90.  1870. 
Beweis  der  Formel 
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S.  Realis.    Identit^s  arithmdtiques.     Nouv.  Ann.  (2)  ix.  546 

bis  547.  1870. 
I.  Der  Ausdruck 

worin  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  Ti  den  Coefficienten  von 
üc^  in  der  Entwickelung  von  (1— a?)^"-^*  bedeutet,  ist  =0,  sobald 
k  eine  ungrade  positive  Zahl  ^2n— 1;  aber  =2**,  wenn 
A  =  2n+1. 

n.  Der  Ausdruck 

+  T^.3*+r»_2.2*+3;_x.l*, 
worin  n  eine  ganze  Zahl  >  1 ,  und  T»  der  CoeiScient  von  af  in 
der  Entwickelung  von  (1— a?)'*,  ist  =0,  wenn  *  ein.e  grade  Zahl 

zwischen  0  und  2n;  aber  =-5-  fllr  k  =  2n.  M. 

Ph.  Gilbert.  Sur  la  somme  des  puissances  semblables 
des  termes  d'une  progression  arithm^tique.  Nonv.  Ann. 
(2)  VIII.  434-437.  1869. 

Es  wird 

On,p  =  fiP  +  (fi  +  ay>  +  Cfi  +  2ay-{^-+(fi  +  nay, 
wo  n  und  p  ganze  Zahlen  bedeuten,  als  Funktion  von  <F»,p-7, 
a»,p^4  etc.  ausgedruckt  II. 

S.  Pellet.     Solution  d'une  question  (853).     Nonv.  Ann. 

(2)  IX.  417-419.  1870. 
Es  handelt  sich  um  die  Summe  der  Reihen  JS  s  ^o  — j 
wo  q>  ein  Polynom  p*^"  Grades,  und  JS^-^j  wo 

/Cn)  =  (n  +  a)(fi  +  a  +  l)...(«  +  ö+P) 
und  qp  ein  Polynom  vom  (p— 1)*«"  Grade  höchstens.         M. 

Desire  Andre.    Solution  d'une  queslion  (838).    Noav.  Ann. 

(2)  IX.  86^.  1870. 

Bezeichnet  p  I  9^  das  Produkt  von  p  auf  einander  folgenden 
Zahlen,  deren  erste  (a— l)p  ist;  femer  p\q^  ein  eben  solches 
Produkt  von  Zahlen,  deren  erste  (a— l)p— o;  plj,  ein  drittes 
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mit  dem  Anfangsgliede  (a—l)p—2a  u.  s.  f.^  bis  man  null  oder 
eine  negative  Zahl  erhält,  so  ist 


aP~l=:j,-^ga 


pcp-n. 


etc. 


M. 


S.  Realis.  Demonstration  d'une  formule  de  trigonom^trie. 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  12-20.  1870. 
Neuer  Beweis   der  von  Euler   (Nov.   Gomm.  Petrop»  VIII. 
157)  gegebenen  Formel: 


T .  X  X  X  X      9\nx 

Lun  cosyCOSgi-co8  2i--cos25'="-^» 


2  ^2 
mit  Hülfe  der  Belation 


x       X        X         X        \   Y      X  ,       3x,^,       (2*— 1>1 
cosy»co8^co8gr"Cos^=:^;;:3-,[cos^+cos^+.»+cos^    2^      J^ 


nnd  Folgemngen. 


M. 


E.  Lucas.    Note  sur  las  sommes   des  puissances  sem- 
blables  des   n   premiers    nombres    entiers.     Nouv.  Ann. 

(2)  IX.  49-53.  1870. 
Durch  Gruppirung  der  n*  Glieder  in  Zahlenquadraten ,  die 
eine  Verallgemeinerung  des  Quadrates 


1  1 

i 

i 
i 

i  1  1 

i 

sind,  gewinnt  der  Verfasser  einfache  Belationen  zwischen  den 
Summen  gleich  hoher  Potenzen.  Die  Verallgemeinerung  be- 
steht darin,  dass  Horizontal-  und  Verticalreihen  andere  gesetz- 
massig  fortschreitende  Zahlenreihen  sind.  M. 
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Sechster  Abschnitt  (Nachtrag). 
Differential-  und  Integral  -  Rechnung. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

J.  liERTRAND.     Trait^  de  calcul  diflp^rentiel  et  de  calcul 

integral.      Paris  Gauthier-Villars.    Calcul  diff^reDtiel  1864.  —  Cal- 
cal  integral.    Integrales  d^finies  et  ind^finies.  1870. 

Die  beiden  ersten  Theile  des  vorliegenden  Werkes  enthalten 
eine  grosse  Fülle  und  Mannigfaltigkeit  des  Stoffes  und  unter- 
scheiden  sich  dadurch,  sowie  durch  Reichhaltigkeit  von  Bei- 
spielen von  den  bekannten  Werken  über  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung. Aber  gerade  diese  Mannigfaltigkeit  verbietet  uns, 
das  Einzelne  einer  wenn  auch  rein  Bachlichen  Kritik  zu  unter- 
werfen. Wir  verweisen  desshalb  auf  die  Kritiken  von  Stern  in 
den  Göttinger  Gelehrten  Anzeigen  1865,  St.  18  und  1870,  St.  4:'. 
Der  dritte  Band  des  Werkes  wird  die  Differentialgleichungen  be- 
handeln. M. 

Debacq.     Theorie  des  infiniment  petits.     Mondes  (2)  xix 

487.  XX.  77-86.  173-176.  368-373.  761-765.  1869. 
Fortsetzung  der  Arbeiten,  die  im  1'*""  Bande  der  Fortacbr. 
p.  94  angeführt  worden  sind.  Sie  enthalten  weitere  Reflexionen 
über  die  vom  Herrn  Verfasser  gegebene  Definition  des  unendlich 
Kleinen,  Vertheidigungen  gegen  Angriffe,  und  zum  Schluss  eine 
Ableitung  der  bekannten  Resultate  über  Funktionen,  die  für  spe- 

cielle  Werthe  die  Form  —  annehmen.  Der  letzte  Artikel  ent- 
hält ein  Resumä  über  die  Arbeiten  des  Verfassers  mit  einer 
Kritik  der  Duhamerschen  Differentialrechnung.  0. 
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A.  Genocchi,     Sur  le  passage  des  difG^rences  aux  diff^- 

rentielles.      Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  385-388.  1869. 

Die  Beweise  fUr  den  Satz 

lim. --^=^-^, 

wie  sie  sieh  in  den  bestempfohlenen  Lebrbttehern  der  Differential- 
rechnung  finden,   scheinen  dem  Verfasser   wenig  befriedigend. 
Sein  Beweis  des  Theorems,  in  welchem  er  behufs  grösserer  All- 
gemeinheit annimmt,  dass  die  successiven  Zuwachse  von  x  die 
gleichen  oder  ungleichen  Grössen  A,  &,,  A^  etc.  seien,  ist  folgender: 
Es  ergiebt  sieb  unmittelbar  durch  die  Definition  der  J  und  d 
d(i^y)^Jdy\ 
dx  ^  dx^ 

und  hieraus  durch  Schluss  von  n  auf  n+l: 

Es  sei  nan  <  eine  mit  h  Terechwindende  Grdsse,  dann  ist 
durch  Definition: 

h  ~(te'^  • 
und  wenn  ^V  _       ^V  _  t 

gesetzt  wird :         dy^  _dy,  J^  _  dy' 

"Ä.       5^+  "  X~d^       ' 
wo  e,  und  t'  ebenfalls  mit  h  verschwindende  Grössen  sind. 

Aber  dy^^ 1  dC^y)      i    .fdy\_Jy' 

dx~  h     dx        h     Vrfx/~  A ' 

X~d^^^  '' 
d.h.  ^'y_^j.xf., 

und  hieraus:  ,.     J'y     d'y 

Durcb  Schluss  von  n  auf  n-\-i  wird  dann  die  allgemeine 
Formel  bewiesen: 

lim.       ^"y       _  ^  gy^ 

AA|...Aii_i     dx^ 

FoTtscbr.  d.  Math.  IL  3.  21 
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F.  TissERAND.    Sur  un  point   du  calcul  des  difiF^ärences. 

C.  R.  LXX.  678.  1870. 
Sind  die  Werthe  von  fXx)  für  die  aequidistanten  Wcrthe 
von  Xj  die  in  dem  Ausdruck  x^+pto  (p  eine  ganze  positive  oder 
negative  Zahl)  enthalten  sind,  bekannt,  so  handelt  es  sich  darum, 
die  Werthe  der  auf  einander  folgenden  Derivirten  und  Integrale 
von  /"(a?)  als  Funktion  der  Diflferenzen  /"'»r«-«  ^^  bestimmen, 
für  welche  die  Gleichungen  gelten: 

r(^o+p»+y)=r(^o+p«o+«p)--r(«o+p«p), 
r(^a+pt^+y)=r(^o+P«>+|-)--r(a^o+ptr~|.). 

Dieselben  sind  in  gleicher  Weise  nach  den  negativen  Indices 
der  f  hin  fortzusetzen.  Zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe 
werden  ohne  weitere  Ableitung  3  Gruppen  von  Formeln  mitge- 
theilt. 

In  den  ersten  beiden  Gruppen  sind  die  Integrale  zwischen 

Xq  und  X,  in  der  letzten  zwischen  x^  und  ^-\"2   genommen, 

und  in  dieser  der  Werth  der  Derivirten  fllr  das  Argument  x+^ 

angegeben.  In  allen  3  Gruppen  lassen  sich  die  Ausdrücke  fbr 
die  n**"  Integrale,  aus  denen  für  die  «**"  Derivirten  durch  Ver- 
tauschung von  n  mit  —n  ableiten.  Endlich  ergeben  sich  sowohl 
zwischen  den  numerischen  Coefficienten  in  den  Integralen  als 
zwischen  denen  in  den  Derivirten  gewisse  die  successive  Berech- 
nung erleichternde  Relationen.  Hr. 


Capitel  2. 

DifFerentialrechnung. 

E.  Lemoine  et  Gerono.    Note  sur  la  fonction  y=a'— «. 

Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  526-527.  1869. 
Berichtigung  einer  Stelle  in  Serret's  Trait6  de  Calcul  diff«- 
rentiel  I.  55,  betreffs  der  Wurzeln  der  Gleichung  a*— a?=0.     M. 
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E.    CoMBESCüKE.      Sur    quelques    formes    diff^rentiellcß. 

C.  R.  LXX.  1164-1167.  1870. 

Bestehen  zwischen  den  Variablen  x^x^.,.Xn  die  m  Gleichungen: 

wo  m^fi,  and  ersetzt  man  dieselben  durch: 

wo  die  1^  beliebige  Funktionen  bedeuten,  so  kann  man  die  tp 
durch  die  Bedingung  bestimmen,  dass 

i^i  dxi  dxi        ' 
wenn  r'^s\  man  erhält  alsdann,  zur  Bestimmung  von  &[f\&^j^K.. 
i^(i>)^  p^^  in  diesen  Grössen  lineare  Gleichungen,  wodurch  die  tp 
bestimmt  sind.    Setzt  man  nun 

und 

wo  die  /4  beliebige  Funktionen  sind,  welche  die  Relationen: 

erf&Uen,  so  erhält  man  die  allgemeinste  Transformation  der  f 
in  solche  Funktionen  F,  dass 

je  nachdem  g  und  h  verschieden  oder  gleich  sind. 

Dies  wird   auf  die  Bestimmung   der  Sif ultiplikatoren  l  in 
den  Gleichungen  der  Dynamik  angewandt.    Man  findet: 

^"^'^dXi'^fjdXidXjdi    dt' 

wo  X^  ...  Xn  die  Eraftcomponenten  und  f^  (a?,  . . .  a?0  =  0, . . . 
f^^x^  ...«»)  =  0  die  Bedingungsgleichungen  in  der  oben  be- 
zeichneten transformirten  Gestalt  darstellen.  Hr. 


y^+(^)'+-"+(£)" 


21* 
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Capltel  3. 
Integralrechnung. 

F.  DiDON.  Sur  une  integrale  double.   Ann.  de  rfic.  Norm.  vii. 

89-96.  1870. 
Eb  handelt  sich  um  den  Werth  des  Doppelintegrals: 


#' 


-^  --"  /* 


hr-l 


^(1^2ax+a')    Vl-26y+6')    «(l-aj'-y«)^     dxdyj    . 

wo  fi  eine  ganze  positive  Zahl,  a<iiyb<:i,  und  die  Integration 
sich  auf  alle  Werthe  von  x  und  y  erstreckt,  welche  der  Bedin- 
gung a?'+y'^l  genügen.    Setzt  man: 

wo  X  eine  positive  ganze  Zahl,  so  erhält  man  durch  Amalige 
Differentiation  von 

die  Beziehung: 

pr^>,^  *     d^Xn+x(x) 

"^^~1.3.5...(2i-i)        dx^      ' 

Es  wird  nun  vermittelst  bekannter  Eigenschaften  der  Legendre'- 
Bchen  Funktionen  X»(fl;)  abgeleitet,  dass 

ausser  wenn  n  =  n'=2m,  und  indem  zugleich  für  diesen  aus- 
geschlossenen Fall  der  Werth  des  Doppelintegrals  ermittelt  wird, 
erhält  man: 

/T(i  -  2aic  +  a'y^-i  (l-26y +6*)-'^"*  0  -x'-yy-^  dxdy, 

durch  eine  unendliche  Reihe  ausgedrückt,  welche  summirt  durch 
das  bestimmte  Integral 

u 
dargestellt  werden  kann,  wo  a  =  ab. 

Indem  das  nämliche  Verfahren  auf  die  Entwickelung : 
^  log(l— 2aa;-f  a')  =  22'a"Än(a?) 
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angewandt  wird,  aus  welcher  man  durch  ilmaliges  Differentiiren 

nach  X  die  Beziehung: 

Or^^ L_  ä^Rnu_i^) 

^•^"^^-j  2.3...(;t-l):P="*       dx^  ~ 

erhält,  wo  QnQD)  den  Goef&cienten  von  a"  in  der  Entwickelung 

von  (1— 2aa:  +  öJ')"^  bedeutet,  ergiebt  sich  für  das  Doppelintegral 


fß 


(i  -2aa;  +  a»)-^  (i  -26y  +  6')-^  (i  -a?'-y')^-»  dxdy 


eine  Reihe,  deren  Summe  gefunden  wird: 

"'i.2.3...(A-l)'da^-"*' 
wo  a  =  ab^  und  U  abgesehen  vom  Vorzeichen  entweder  gleich 

arctg  a  vermindert  um  die  —^  ersten  Glieder  der  Entwickelung 

von   arctg  a   nach  wachsenden  Potenzen   von  |/a,  oder  gleich 

•7rlog(i-\-a)  vermindert  um  die  Hälfte  der  -«-  — 1  ersten  Glie- 

der  der  Entwickelung  von  log  (1  +  ot)  nach  wachsenden  Potenzen 
von  op,  je  nachdem  X  ungrade  oder  grade  ist.  Hr. 

TissoT.    Öur  rint^gration  d'une  classe  de  fonctions  trans- 

Cendantes.      J.  de  r£c.  Pol.  Gab.  43.  201-213.  1870. 
Es  handelt  sich  um  die  Integrale 


/ 


...?»^, 


1^ 

in  denen  F{pS)  und  X  ganze  Funktionen  vorstellen,  oder  f{x) 
wenigstens  rational  ist:  im  Wesentlichen  um  zu  ermitteln^  wann 
sich  dieselben  in  endlicher  Form  darstellen  lassen,  und  den 
Werth  der  Integrale  zu  extrahiren.  Wy. 

J.  A.  Seeret.      Sur    un   problfeme   de   calcul    integral. 

Ann.  de  Vßc.  Korm.  VI.  177-185.  1869.  —  C.  B.  LXVIII.  1132-1134. 
1869. 

Siehe  Abschnitt  IV.  (Nachtrag)  p.  289. 
W.  Crofton.    Sur  quelques  th^orfemes  de  calcul  integral. 

0.  R.  LXVIII.  1469-1470.  1869. 
Eine  Fortsetzung  der  durch  die  Methoden  der  geometrischen 
Wahrscheinliehkeit  gewonnenen  Sätze  über  Doppelintegrale  (s. 
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Fortschritte  I.  75).  „Zieht  man  in  einer  convexen,  die  Fl&die 
Sl  umscblieBBenden  Gurve  eine  Sehne  und  nennt  p  das  von  einem 
festen  Punkte  0  auf  C  gefällte  Loth  und  t*  den  Winkel,  welchen 
p  mit  einer  festen  Geraden  OX  macht,  so  kann  man  C  als 
Funktion  von  p  und  19*  ansehen,  und  hat 

erstreckt  über  alle  p  und  t*,  welche  eine  reelle  Sehne  C  geben".  — 
Zu  erwähnen  ist  noch  der  Satz:  „Die  mittlere  Länge  einer  Sehne, 
welche  man  willkürlich  in  einer  geschlossenen  Gurve  L  gezogen 

hat,  ist  ~\  M. 

E.    Hoppe.      CoroUaire    au    th^orfeme    de   M.    Crofton. 

0.  R.  LXX.  1394-1397.  1870. 
AusSerret's  analytischem  Beweise  des  Grofton'schenTbeoremfl: 


# 


Ct?  ~  sin  *)  dxdy  =  4"  ^'~  ^^ 


2 

(s.  Fortschr.  L  75,  IL  289  und  Ann.  de  FEc.  Norm.  VI.  177),  lassen 
sich  3  ähnliche  besondere  Theoreme  gleichzeitig  herleiten,  da  das 
Integral  in  3  irreductible  Theile:   eine  Summe  von  Polygonen 

\=="-^^ji  ^^^^  Summe  von  Ereissectoren  (=--j»Ä)  und  eine 

Summe  von  Produkten  aus  einem  Logarithmus  und  einem  Poly- 
gone (=0)  zerfällt.  M. 

F.  DiDON.    D^veloppements  sur  certaines  s^ries  de  poly- 
nomes  k  un  nombre  quelconque  de  variables.     Ann. 
de  rÄc.  Norm.  VII.  247-268.  1870. 
Wird  das  Polynom  P«,,  definirt  als: 

worin  hn,,%  eine  Gonstante  bezeichnet,  so  betrachtet  der  Ver- 
fasser das  Doppelintegral 


ffi- 


fPm,nPm',n'dxdy, 

erstreokt  über  alle   Punkte  innerhalb  des  Kreises  a;*-{-y'=^* 
Diese  Funktionen  P^^n,  die  das  Doppelintegral  unter  der  Be- 
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dingung,  dass  (m— ifiO'+(n— w')'  von  Null  verschieden  iat,  ver- 
schwinden machte,  haben  die  gröBste  Analogie  mit  den  Kugel- 
funktionen;  jede  beliebige  Funktion  zweier  Yariabeln  kann  durch 
sie  annähernd  ausgedrückt  werden.  Femer  untersucht  der  Ver- 
fasser eine  Reihe  von  Polynomen  P^,»,  welche  der  allgemeineren 
Gleichung  ^P.,.P.,../-(x,y)Ardy  =  0, 

mit  der  Bedingung,  dass  nicht  zugleich  m==m\  n=zn'  ist,  genügen. 
Die  Integration  kann  hier  innerhalb  irgend  eines  Bereiches  ge- 
macht werden.    Solche  Funktionen  hängen  zusammen  mit  dem 

Integral  1 1 1^'  V^  ^  ^,^  und  führen  zu  einer  Verallgemeinerung 

der  Theorie  des  Integrals  /    ^^3— •    Die  Ausdehnung  der  ge- 

a 

wonnenen  Resultate  auf  beliebig  viele  Variable  ist  sehr  einfach. 

M. 


Capitel  4. 

Bestimmte  Integrale. 

J.    LiouviLLE.     Exti'ait   d'une   lettre   adress^e  k   M.  Le 

Besge.     Liouvüle  J.  (2)  XV.  7-8.  1870. 

/;(,+i).,*,f=f>X»+i)f.  NO. 

ü  ü- 

J.    LioüviLLE.     Extrait  d'une   lettre  adressee  k  M.  Le 

Besge.      Liouville  J.  (2)  XV.  298-302.  1870. 

Anmerkung  über  ein  bestimmtes  Integral.  —  lieber  qua- 
dratische Formen,  deren  Determinante  mit  verändertem  Zeichen 
>  0  und  ^3  (med.  8)  ist>    Endlich  die  Relation 

u  0 

F.  TissEKAND.    Sur  rinterpolation.     0.  R.  Lxvm.  iioi.  1869. 
Wenn  man  in  dem  Integrale  /      ^^7====^  fipi)  aus  n  +  l 
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Werthen  a,a^^a^.,,an  in  dem  Intervalle  zwischen  —1  und  +1 
interpolirt^  so  hat  Jacobi  gezeigt,  dass^  um  bei  der  mechanischen 
Quadratur  dieses  Integrals  denselben  Grad  der  Annäherung  zu 

f(x)dx   die  Anwendung  der 
— i 
Wurzeln  der  Gleichung  P"(a7)=0  ergiebt,  die  Zahlen  a.a^^a^.., 

die  Wurzeln  der  Gleichung:  cos  (n  +  i  arccos  aj)  =  0  sein  müssen. 
Es  wird  nun  weiter  nachgewiesen,  dass  die  Goefficienten  R  in 

dem  Ausdrucke  £Ruf(aa)y  der  alsdann  für  ^ die  Quadratur  er- 

halten  wird,  sämratlich  einander  gleich  und  zwar  =  — —7  werden 
und  folglich  die  Quadratur  selbst  den  Ausdruck 

erhält.    Dies  Resultat  lässt  sich  leicht  geometrisch  deuten. 
Setzt  man  a?  =  co8f,  so  wird  das  Integral 

und  die  entsprechende  Quadratur: 

Die  Fläche  der  Curve  {/  =  (f(f)  zwischen  ^=0  und  ^=n 
wird  also  durch  einfache  Zerlegung  in  Rechtecke  erhalten  und 
der  Fehler  hängt  nur  ab  von  d^m  Goefficienten  von  cos^*^^'t 
(oder  von  cos(2n-|-l)^)  und  den'folgenden  in  der  Entwickelung 
von  /(cos  0- 

Dies  wird  auf  die  Interpolation  der  graden  periodischen 
Funktionen  angewandt. 

Sei  /*v;0  =  -o"*o+-S*«<50ä«S,  wo  bekanntlich 

ist,  so  erhält  man  die  sehr  angenäherte  Bestimmung  von  Bi  bei 
w+1  gegebenen  Werthen  der  Funktion  durch; 

Der  Fehler  ist  nur  von  dem  Goefficienten  von  cos  (2n+2—i% 
und  den  folgenden  in  der  Entwickelung  von  f(S)  abhängig* 
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Für  den  Fall  einer  graden  periodischen  Funktion  von  2 
Yariabeln,  in  welchem  man  hat: 

fi^  eO  =  -i  ßo,o  +  2:  Ä,*  cos  t£  cos  A^, 
«•B<,t  =  4yi!08  H'  dc/fh  ^')  cos  ttdS, 

bestimmt   man   die   («+!)'   Werthe   von  /"(Si  COi   welche   den 

Werthen:    — r-r,  — r-j  -  •  -  ^.     .  A     von  t  und  L'  entsprechen, 

und  der  Werth  von  ß,,*  wird  genau  sein  bis  auf  Glieder,  welche 
von  dem  Coefficienten  von  cos  (2»  +  2— t'O  •  cos  (2n  +  2— iri;')  und 
den  folgenden  in  der  Entwickelung  von  /*(£  f')  abhängen. 

Die  Formeln  fllr  Ä,  und  ß..*  fallen  mit  denen  zusammen, 
welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  die  Entwickelungen 
von  ^(J)  und  /*(^S0  auf  ihre  n+1  bez.  (n-\-iy  ersten  Glieder 
einschränkte,  indem  man  ^,  bez.  f  und  S'  dl©  obigen  Werthe 
ertheilte  und  die  erhaltenen  Gleichungen  auflöste.  Hr. 

Ch.  Hermite.    Sur  Tint^grale  f.^\^^^"^% — i-    Bnll.  Math. 
1.820-323.1870.  ^  l-2a.  COS  « +0. 

Dieses  Integral  ist,  als  Funktion  von  a  angesehen,  periodisch, 

da  ^(a  +  ;r)  ==  — /(«)  isf,  und  man  findet  seinen  Werth  =+-ö- 

oder  — o">  J®  nachdem   a  zwischen  2n7i  und  (2n-{-i)n  oder 

zwischen  (2«— l);i  und  2n7i  liegt.  Dies  führt  auf  die  Darstellung 
dieser   discontinuirlichen   Funktion   durch    die   trigonometrische 

Reihe    sin  a  -| ^ 1 ^ 1-  •  •  •      Dieselbe    discontinuirliche 

Funktion  ergiebt  auch  das  Integral  / , M. 
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Capitel  5. 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

Andrejewsky.     Sur  Tint^gration  de  quelques  Äjuations 
diiFdrentielles    du    second    ordre  par   la  m^thode  da 

facteur.      C  R  LXVII.  716-720    1869. 
Für  DiflFerentialgleichungen  von  der  Form: 

wo  AyBy  ..,E  Funktionen  von  x  und  y  sind,  m  irgend  eine  yon 
Null  verschiedene  Zahl  ist,  erhält  man  das  erste  Integral  durch 
Quadratur,  wenn  die  Coefficienten  den  beiden  Bedingungen  gc- 

K-e)     K-e)  ,      fAD-^BC\     ^ 


-^=-1^  =  0. 
dy  dx 

Der  integrirende  Faktor  wird: 
und  das  erste  Integral  lautet: 


wo 


/' 


MCAdx-]-  Bdy)  +  ^y'»  =  a. 


Ein  besonderer  Fall  ist  il  =  0,  B=0;   man  kann  dann  un- 
beschadet der  Allgemeinheit  m  =  l  nehmen  und  man  hat: 
Cy'+Dy'^  +  Ey^'^O. 

Da  die  erste  Bedingung  von  selbst  erfüllt  ist,  so  ist  diese 
Gleichung  integrirbar^  wenn 

C  D        ^^  *^   ' 

Für  -^=f(x\  '-cr  =  (f'(j/)  gelangt  man  zu  einer  Gleichung, 

die  bereits  Liouville  in  seinem  Journal  (1)  VII.  p,  134  integrirt 
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hat  Der  Verfasser  wendet  seine  Methode  noeh  auf  eine  Reihe 
complicirterer  Fälle  an,  bei  denen  er  sich  darauf  beschränkt, 
die  Resultate  ohne  weitere  Ableitung  mitzutheilen.  Hr. 

CoLLET.  Theorie  du  facteur  pour  rint^gratioa  des  ex- 
pressions  differentielles  du  premier  ordre.  (Extrait 
par  l'auteur.)     o.  R.  lxviii.  799-803. 1869. 

J.  Bertrand.  Rapport  sur  un  Memoire  de  M.  Collet  in- 
tituld:  Theorie  du  facteur  etc.     C.  R.  LXVIII.  1534.  1869. 

Nach  der  Analyse,  die  der  Verfasser  von  diesem  Memoire 
giebt,  ist  der  Inhalt  desselben  mit  einigen  Erweiterungen  vom 
Verfasser  in  der  weiter  unten  besprochenen  Schrift:  Du  facteur 
intögrant  etc.  (Ann.  de  TEc.  Norm.  VIL)  reproducirt  worden. 

Hr. 

Collet.  Du  facteur  int^graiit  pour  les  expressions  diflK- 
rentielles  du  premier  ordre  renfermant  un  nombre 
quelconque  de  variables    inddpendantes.     Add.  de  rfic. 

Norm.  VIL  59-88.  1870. 
Den  Gegenstand   der  Untersuchung   bildet  die  Integration 
der  totalen  Differentialgleichung: 

X,dx,  +  X,dx,  + '.'  +Xndxn  =  0  (1) 

in  den  Fällen,  wo  sie  möglich  ist,  durch  die  Bestimmung  des 
Faktors  fi,  der  die  linke  Seite  integrabel  macht.    Derselbe  muss 

T     Gleichungen  und  die  Coeflicienten  X^ ,  J^^, . . .  X»  —  "7  i  q"" 

Bedingungsgleichungen  genügen.    Die  Zahl  der  letzteren  reducirt 

sich  auf  > ~ -'^;  sind  diese  erftlUt,  so  findet  sich  ft  de- 

finirt  durch  n  —  i  simultane  partielle  Differentialgleichungen, 
welehe,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Form  annefamen: 

ifi  =  2, 3 .  •  •  II. 
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Die  IntegrabilitätfibediDgungen  für  diese  sind,  wie  auf  di- 
rektem Wege  bewiesen  wird,  eine  unmittelbare  Folge  der  er- 
wähnten  ^^ Y Bedingungsgleichungen    für   die   Coeffi- 

eienten  der  Gleichung  (1). 

Die  Integration  des  Gleichungssystems  (2)  geschieht  nach 
den  beiden  Methoden,  die  der  Verfasser  in  der  vorher  be- 
sprochenen Arbeit  entwickelt  hat,  nach  der  allgemeinen  Jacobi'- 
sehen  und  nach  der  von  Boole  fdr  die  Integration  linearer  Glei- 
chungen angegebenen  Methode,  für  welche  letztere  die  Glei- 
chungen für  fi  zuvor  in  homogene  verwandelt  werden.  Es 
folgen  dann  einige  bekannte  allgemeine  Theoreme  über  den  in- 
tegrirenden  Faktor,  und  darauf  die  Untersuchung  des  besonderen 
Falls,  wo  derselbe  in  ein  Produkt  von  Funktionen  zerlegbar  ist, 
deren  jede  nur  eine  einzige  Variable  enthält.  Als  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  hierfür  wird  gefunden^  dass 

dx^       dxm 
sich  für  alle  Werthe  des  Index  m  auf  die  Form  X^r^ «(a?«)— JL^PiCa?,) 
bringen  lasse,  dergestalt,   dass  für  alle  solche  Zerlegungen  die 
Gleichung  identisch  ist.    Es  wird  alsdann 

rn=ii       /* 
-Z     /  (pm(Xfn)dXn,. 

11  =  Ae 

Den  Schluss  der  Betrachtungen  bildet  das  Problem:  Wenn 
m  Funktionen  X,,X,, .. .  X,n  von  n  Variablen  gegeben  sind,  zwischen 
denen  die  zu  Anfang  erwähnten  Bedingungsgleichungen  bestehen, 
n--m  neue  Funktionen:  X^+it  •  •  •  X»  zu  finden,  so  dass 

X,  dx^-\-X, dx^ H \- Xndxn 

durch  einen  Faktor  integrabel  wird. 

Jede  der  neuen  Funktionen  muss  einem  System  linearer 
partieller  Differentialgleichungen  gleichzeitig  genügen,  und  es 
wird  der  erforderliche  Nachweis  geliefert,  dass  diese  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  den  Integrabilitätsbedingungen  genügen. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  werden  hierauf  an  4  Bei- 
spielen erläutert,  auf  welche  übrigens  nur  die  allgemeine  Methode 
angewandt  wird.  Hr. 
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Capitel  6. 
Partielle  Differentialgleichungen. 

E.  KoRKiNE.  Sur  les  Äjuations  simultan^es  aux  diff^rences 
partielles  du  prämier  ordre.     C.  R.  LXVUI.  1460-1467. 1669. 

Der  Verfasser  entwickelt  auf  Grund  einer  von  Bour  in  seiner 
Abhandlung  über  Differentialgleichungen  (J.  de  VEc.  Polyt.  cah.  39) 
unter  der  Bezeichnung :  Seeondem^thode  d'abaissementmitgetheilten 
Methode,  deren  erste  Idee  von  Bour  selbst  Jaeobi  zugeschrieben 
wird,  ein  allgemeines  Verfahren  für  die  simultane  Integration  eines 
Systems  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche 
den  Integrabilitätsbedingungen  identisch  genügen.  Die  Methode 
beruht  darauf,  vermittelst  einer  vollständigen  Lösung  einer 
Gleichung  das  System  in  ein  anderes  zu  transformiren,  in 
welchem  sowohl  die  Zahl  der  unabhängigen  Variablen,  als  die 
der  Gleichungen  um  1  vermindert  ist.  Sind  nämlich  9,  9«  •••^9« 
die  ursprünglichen  Independenten,  PiP,  ...p«  die  entsprechenden 
Derivirten  und  stellt  V=^F(q^...q^;  a^...a^)  eine  vollständige 
Lösung  der  ersten  Gleichung  des  Systems  dar,  dann  bilden 
im  transformirten  System  die  «—  1  Constanten  «,«,...  a„_i  die 
neuen  unabhängigen  Variablen,  während  die  Grössen 
^  don  don  dan 
da^  da^  da„^i 
an  die  Stelle  der  ursprünglichen  Funktion  V  und  der  Derivirten 
p  treten^  wobei  die  willkürlichen  Constanten  a^a^  ...a„  in  dem 
Sinne  unabhängig  von  einander  angenommen  werden,  dass  aus 
den  Gleichungen: 

dF       dF  dan^^  dF  dF      da,   ^^ 

dttj       dan  da^         '       da^«i      rfa^_i  rfa„_i 
durch  Elimination  der  q  keine  Relation  von  der  Form: 

fl(.,.....^^....^)=0 

ableitbar  ist. 

Das  neue  System  von  n— 1  Gleichungen  besitzt  die  wichtige 
£igeDB6hafty  ebenfalls  die  Integrabilitätsbedingungen  zu  erftlllen. 
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Der  Fortgang  dieses  Verfahrens  führt  schliesslich  zu  einer  ein- 
zigen Gleichung,  durch  deren  yoUst&ndige  Integration  die  Auf- 
gabe gelöst  ist. 

Eine  leichte  Modifikation  tritt;. ein,  wenn  in  der  Gleiehung 
des  ursprünglichen  Systems,  von  der  man  ausgegangen  ist,  einige 
der  Derivirten  p  fehlen.  —  Wie  man  Übrigens  sieht,  ist  die  vor- 
stehende Methode  dadurch  complicirt,  dass  sie  bei  jedem  Schritte 
eine  vollständige  Lösung  erfordert,  während  die  Jacobi'sche 
Methode,  wie  aus  den  Arbeiten  Bour's  zu  ersehen,  auf  ein  Ver- 
fahren führt,  welches  jedesmal  nur  partikuläre  Lösungen 
linearer  Gleichungen  nöthig  macht.  Hr. 

CoLLBT.    Integration  des  ^quations  simultanes  aox  dd- 
riv^es  partielles  du  prämier  ordre  d'une  senle  fonction. 

Ann.  de  Tfic.  Norm.  VII.  7-57.  1870. 

Die  Arbeit  ist  im  Wesentlichen  eine  Anwendung  der  von 
Jacobi  gegebenen  Methode  fbr  die  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  auf  die  simultane  Integration 
eines  Systems  solcher  Gleichungen. 

Die  Aufgabe  ist  folgende: 

Gegeben  sind  m  Relationen: 

ri=o,  A=o,.../'*=o  (1) 

zwischen  den  Variablen  fi?,...?»  und  PiP,  •••p»)  es  werden 
n  —  m  andere  Relationen  zwischen  den  nämlichen  Grössen  ge- 
sucht, welche  in  Verbindung  mit  den  ersteren  bewirken,  dass 
Pi  ^9i  +  Pt  ^9«  +  •  •  •  +  P»  ^?»    ®i^  vollständiges   Differential  wird. 

Die  Integration  dieses  Ausdruckes  giebt  alsdann  die  Funk- 
tion F,  deren  partielle  Derivirte  in  Beziehung  auf  die  q  die  ent- 
sprechenden p  sind. 

Es  wird  zunächst  der  Beweis  für  den  Jacobi'schen  Satz  re- 
producirt,  dass  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
ftlr  die  Integrabilität  obigen  Ausdrucks  durch  die  Gleichungen: 

gegeben  sei  fttr  alle  Werthe  der  Indices  «  und  k. 

Die  Möglichkeit  einer  gemeinsamen  Lösung  des  Systemr  (1) 
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ist  dadurch  Boeh  nicht  auBgegchlossen,  dass  ftlr  irgend  zwei 
Gleichungen  desselben  die  Bedingung  (2)  nicht  unmittelbar,  sei 
es  identisch,  oder  in  Folge  der  gegebenen  Gleichungen  erfüllt 
ist  Fügt  man  nftmUch  zu  den  m  gegebenen  noch  die  Gleichung 
(fif^')z=if,^i=:0  hinzu,  so  kann  es  geschehen,  dass  gleichzeitig 
Cfi  fm+i)  =  0  för  t  =  1 , 2, . . .  m  ist,  sollte  dies  aber  för  ein  i  nicht  der 
Fall  sein,  so  fttge  man  noch  die  Gleichung  (/'•/»+i)=/*«+2=0 
hinzu  und  fahre  so  fort,  bis  man  zu  einem  System 

ri=o,  A  =  0,...A.'=0 
gelangt,  welches  der  Bedingung  (2)  genügt. 

Ist  m'>nj  dann  ist  das  Problem  offenbar  unmöglich;  ist 
aber  m'^n,  dann  ist  es  lösbar,  nur  dass  durch  die  EinfUhrung 
der  neuen  Relationen  die  Allgemeinheit  der  Lösung  eingeschränkt 
wird^  indem  die  Anzahl  der  willküNichen  Constanten  durch  jede 
neue  Relation  um  1  vermindert  wird. 

Es  seien  nun 

f.=o,  r.=o,.../;=o 

die  Gleichungen,  welche  der  Bedingung  (2)  Genüge  leisten,  so 
erseheinen  die  gesuchten  n—s  anderen  Relationen: 

A+i  =  ö*+i«  A+2  =  ö«-!-?, . . .  ^«  =  ö*, 
als  simultane  Lösungen  von  eben  so  vielen  Hülfssystemen,  von 
denen  das  Air  /«^.^  aus  den  54-t— 1  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen :  (/*,  fg^i')  =  0,  k=i,  2  . . . «  + 1—  1 ;  und  zwar 
wählt  der  Verfasser  ftr  /i  die  Form  qt—Pk,  worin  «y*  mit  Hülfe 
der  bereits  gefundenen  Gleichungen  als  Funktion  der  Grössen 
p«444j,  p«+<+2, '  ••  p»  und  9i  9t .  ••  9f»  ausgedrückt  ist  Die  Auflösung 
geschieht  nach  dem  Jacobi'schen  Verfahren,  und  man  erhält  schliess- 
lich p,  p, . . .  p»  als  Funktionen  der  q  mit  n—s  willkürlichen  Con- 
stanten. Der  Verfasser  knüpft  daran  die  Bemerkung,  dass  wenn 
die  Gleichungen  (1)  dieselben  bleiben,  die  Aufgabe  aber  dahin  ab- 
geändert wird,  dass 

^Pidqi-  ^qhdph 

%  i  h 

integrabel  werden  soll,  wo  «  irgend  welche  Wertfae  aus  deir 
Reihe  1,2,  ...n,  h  die  übrigen  annimmt,  nicht  blos  die  Integra- 
bilitätsbedingungen,  sondern  auch  die  zu  suchenden  neuen  Re- 
lationen dieselben  sind,  wie  im  vorigen  Fall;  nur  die  seUiess- 
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liehe  Quadratur  wird  in  beiden  Fällen  versehieden.  Unseres 
Erachtens  ergiebt  sieh  dies  unmittelbar  dureh  einen  Blick  auf 
die  canonische  Form  des  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen, durch  welches  jede  Gleichung  (g^i,  9^0=0  ersetzt 
werden  kann,  und  welches  bekanntlich  durch  Vertauschung  von 
qh  in  ph  und  von  ph  in  —  qn  ungeändert  bleibt. 

Es  erfolgen  dann  Betrachtungen  Ober  die  verschiedenen 
Klassen  der  simultanen  Lösungen  eines  Systems  m  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von  n  Variablen.  Eine 
Lösung  wird  vollständig  genannt,  wenn  sie  so  viele  willkürliche 
CoDstanten  enthält,  dass  deren  Elimination  aus  der  Integral- 
funktion und  ihren  n  Ableitungen  erster  Ordnung  ein  Gleichungs- 
system ergiebt,  welches  dem  gegebenen  äquivalent  ist 

Die  Zahl  der  Constanten  ist  n— m-f-1.  Aus  der  vollstän- 
digen Lösung  werden  dann  die  allgemeinen  singulären  und  ge- 
mischten Lösungen  in  bekannter  Weise  abgeleitet. 

Die  dargelegte  Integrationsmethode  wird  auf  das  folgende 
System  angewandt: 

Als  vollständige  simultane  Lösung  erhält  man  ftlr  zwei  da- 
bei zu  unterscheidende  Fälle: 

Es  wird  darauf  der  besondere  Fall  eines  Systems  linearer 
homogener  Gleichungen,  die  den  Integrabilitätsbedingungen  ge- 
nügen, nach  der  Methode  Boole's  behandelt,  die  darin  besteht, 
durch  die  vollständige  Lösung  einer  derselben  das  gegebene 
System  in  ein  anderes  zu  transformiren,  in  welchem  die  Zahl 
der  Gleichungen,  sowie  die  der  Variablen  um  1  vermindert  ist. 
Sie  erfordert  daher  beständig  vollständige  Lösungen,  während 
für  die  nach  der  allgemeinen  Methode  eingeführten  Hülfssysteme 
jedes  Mal  nur  eine  partikuläre  gemeinsame  Lösung  nöthig  war. 
Es  werden  nach  beiden  Methoden  hierher  gehörige  Beispiele 
berechnet,  deren  Anführung  wir  uns  versagen  müssen.  Zum 
Schluss  stellen  wir  die  citirte  Literatur  zusammen: 

Gauchy,  Exercices  d'analyse  et  de  mathömatiques  1. 11. 

Pfaff,  Abh.  d.  berliner  Akademie  1814. 
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Jacobi,  Crelle's  Journal,  IL  17,  60, 

JacobijYorlesnngen  ober  Dynamik,  herausgeg.  vonClebsch,  1866, 

Bour,  M^moires  des  Savants  ätrangers  1856, 

Boole,  Philosophical  transactions  1863.  Hr. 

Laguerre.  Note  sur  une  classe  d'Äjuations  diffdren- 
tielles  du  second  ordre.     C.  R.  LXix.  ii25  1869. 

Lagkjerre.  Sur  rint^gration  d'une  certaine  classe  d'dqua- 
tions  dififerentielles  simultandes  du  premier  ordre.  Inet. 
1.  sect.  XXXVn.  397.  1869. 

Laguerre.  Sur  rint^gration  d'une  dquation  diflP^rentielle 
du  second  ordre.     Inst,  l  sect.  XXXVIII.  245.  1870. 

Mit  Bezugnahme  auf  eine  frühere  Mittheilung  des  Verfassers 
in  den  C.  R.  7.  Dec.  1868  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  119)  wird 
folgender  Satz  bewiesen: 

Sind  2  Polynome  2'®"  Grades  in  x  und  y  gegeben,  die  sich 
nur  in  den  Gliedern  ersten  Grades  und  der  Constante  unter- 
scheiden : 

f(x,  y)  =  ax*-{-bxy  +  cy^+  dx  +  ey  +  hj 

VO^^  y)  =  ö^*+  bxy  +  cy'+  3x+€y  + 1?, 
und  man  kennt  von  der  Differentialgleichung: 

d^^^U^  (1) 

wo  F  eine  beliebige  Funktion  von  ^  bedeutet,  ein  partikuläres 
Integral  i7  =  i9'(^),  so  kann  man  daraus  von  der  Gleichung: 

d^y  _     ^dxJ  (2) 

ein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Constante 
finden,  nur  darf  i*(|)  nicht  von  der  linearen  Form  m|  +  ft  sein. 
Alle  Lösungen  der  letzteren  Gleichung  werden  nämlich  erhalten, 
wenn  man  alle  abwickelbaren  Flächen  aufsucht,  deren  Rückkehr- 
kante auf  irgend  einer  der  durch  die  Gleichung: 

FortM:br..d.  Math.  U.  2.  22 
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definirten  Oberflächen  liegt,  und  die  ausserdem  durch  die  ebene 
Curve  i?=:i*(|)  hindurchgehen.  Die  Curven  nun,  in  welchen 
die  £bene  2=1  von  den  abwickelbaren  Flächen  geschnitten 
wird,  sind  sämmtlich  Lösungen  der  Gleichung  (2).  Es  führt 
aber  die  Bestimmung  dieser  Flächen  auf  eine  Difl'erentialgleichang 
erster  Ordnung  mit  der  willkürlichen  Constanten  X. 

Man  erhält  also  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 
für  die  Gleichung  (2). 

Indem  f(x,  y)  und  rp(x^  y)  identisch  angenommen  werden, 
ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Kennt  man  von  der  Gleichung: 

eine  partikuläre  Lösung,  die  nicht  von  der  Form  y==mx-\-n  ist, 
so  kann  man  aus  dieser  stets  ein  Integral  erster  Ordnung  mit 
einer  willkürlichen  Constante  herleiten. 

In  der  2'*''  Note  wird  ein  allgemeiner  Fall  mitgetheilt,  wo 
die  Differentialgleichung  obiger  Form  sich  algebraisch  integriren 
lässt. 

In  der  3**"  Note  wird  mitgetheilt,  dass  die  mehrerwähnte 
Differentialgleichung  (2)  sich  immer  yoUständig  integriren  läset, 
mit  dem  Bemerken,  dass  dieses  Resultat  sich  aus  der  Jacobi- 
schen Theorie  des  letzten  Multiplikators  ergebe.  Es  folgt 
daraus  unter  Anderem,  dass  die  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  auf  die  man  bei  der  Aufsuchung  obenerwähnter  ab- 
wickelbarer Oberflächen  geführt  wird,  sich  stets  durch  blosse 
Quadraturen  lösen  lässt.  Hr. 

G.  Darboux.     Sur  les  dquations  aux  d^riv^es  partielles 

du   second   ordre.      Ann.  de  rßc.  Norm.  VII.  163-173.  1870. 

G.  Darboux.     Sur  les  dquations  aux  d^riv^es  partielles 
du  second  ordre  I.     0.  R.  LXX.  673.  1870. 

G.  Darboux.    Sur  la  thdorie  des  dquations  aux  d^rivdes 
partielles  IL     c.  R.  LXX.  746.  1870. 
Die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  2*"  Ord- 
nung, wie  sie  durch  die  Arbeiten  Ampöre's  im  Journal  de  l'Ecole 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  6.    Partielle  DifTerentialgleicbnDgen.  317 

Polytecbnique  cah.  17  und  18  dargelegt  ist,  bat,  abgesehen  von 
einer  Bemerkung  Bour's  daselbst  cab.  39  pag.  186-189  (das  Eri- 
terinm  betreffend,  wann  die  Gleichungen  Monge's  und  Amp^re's 
integrable  Combinationen  liefern),  keine  wesentliche  Erweiterung 
erfahren.  Der  Verfasser  deutet  nun  in  der  vorliegenden  Arbeit 
nur  die  Principien  zu  einer  neuen  Methode  an,  welche  sich  auf 
Gleichungen  aller  Ordnungen  mit  beliebig  vielen  Variablen  und 
selbst  auf  simultane  Gleichungen  ausdehnen  lassen  soll. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 
(1)  /'(^jyi«,P,9»^*>0  =  0 

und  ihr  totales  Differential: 

Xdx  +  Ydy  +  Zd^  +  Pdp  +  Qdq+Rdr-^-Sds  +  Tdt^O. 

Ersetzt  man  nach  dem  Vorgange  Ampöre's  und  Caucby's 
X  und  y  durch  die  Variablen  x  und  y^,  wo  y^  eine  passend  zu 
bestimmende  Funktion  von  x  und  y  bedeutet,  so  gelten  die  Be- 
lationen: 

_d»^_     rfy^    Jp__^_dy_^     dg  _    dy 
^^^  dy.-^Uy,^  dy.'-'dy,^  dy.-^'dy.^ 

(*)  d^-P+^5i'  di-'^+*5^'  d^=*+'rf^' 

femer  nehmen  die  Integrabilitätsbedingungen  die  Form  an: 

Idp  _  dg   dy        dg  dy      dr  _  ds  dy        ds   dy 
dy«  "dx  dy^       dy^  Ix'  dy^  ""  d^"^""c^"5»' 
ds  ^  dt   dy        dt    dy 
dyo  '^dx  dy^       dy^  dx' 
Hierzu  kommt  die  Ableitung  von  (1)  nach  y^: 

(5)  r#-+z-^+...  +  r-*^-- 


Die  drei  Gleichangen  (3)   »od  von  y,  frei.    Wählt  man 
non  die  Funktion  y^  so,  dass  die  Gleichung: 

befriedigt  wird,  so  zerfllllt  die  Gleichung  (5),  wenn  man  in  ihr 
vermittelst  der  Gleichungen  (2)  (3)  (4)  sämmtliche  Derivirte  nach 

y,  bis  auf  ^  und  ^  eliminirt,  in  zwei  Gleichungen,  die  eben- 

22* 
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di 
falls  von  y^  frei  sind,  nämlich  in  (6),  welche  mit  ;p-  multiplicirt 

dl/ 
ist,  and  in  die  mit  j^  multiplicirte  Gleichung: 

Nimmt  man  endlich  noch  die  gegebene  Gleichung,  oder 
ihre  partielle  Ableitung  nach  x,  welche  wegen  (7)  die  Form  hat: 

(8)  X+Zp  +  Pr+Q,  +  R^  +  S^  =  0, 

hinzu,  so  haben  wir  6  Gleichungen,  welche  von  y„  frei  sind; 
da  aber  7  Unbekannte:  y^ «,  p^  9,  r,  5,  f  als  Funktionen  Ton  x 
und  y^  2^  bestimmen  sind,  so  erhält  man  hierdurch  nicht  die 
Yollständige  Lösung  des  Problems. 

In  dem  speciellen  Falle,   der  fast  allein  bisher  betrachtet 
worden  ist,  wo  die  Gleichung  von  der  Form  ist: 
nr  +  2Ks  +  Lt  +  M+N(rt^s*)  =  0, 
n,Ky...  Funktionen  von  a;,  y, »,  p,  q  sind,  gestattet  die  besondere  Form 
der  Gleichung  die  Elimination  der  Derivirten  r,  5,  t  und  man  er- 
hält 3  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  4  Unbekannten  y, «,  p,  q. 

Es  zeigt  sich  hiernach  eine  Grundverschiedenheit  zwischen 
den  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  denen 
höherer  Ordnungen  darin,  dass,  während  in  den  ersteren  die 
Methode  der  Vertauschung  der  Variablen  das  Problem  auf  die 
Integration  eines  vollständigen  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen reducirt,  dieselbe  Methode  bei  den  letzteren  eine 
Gleichung  weniger  ergiebt,  als  zur  Lösung  des  Problems  noth- 
wendig  ist.  Der  Verfasser  bemerkt  ferner  als  eine  bisher  noch 
nicht  betrachtete  Thatsache,  dass,  wenn  man  im  vorliegenden 
Falle,  um  die  hinreichende  Anzahl  von  Gleichungen  zu  erhalten, 
die  partiellen  Ableitungen  höherer  Ordnung  zur  Zahl  der  Unbe- 
kannten hinzunimmt,  die  Zahl  der  Gleichungen,  zu  denen  man 
gelangt,  so  weit  man  auch  gehen  mag,  stets  um  eine  Einheit  ge- 
ringer ist,  als  die  Zahl  der  Unbekannten. 

Int  Anschlüsse  nun  an  das  Verfahren,  welches  bei  den 
Monge'schen  Gleichungen  angewandt  wird,  giebt  der  Verfasser 
folgende  erste  Methode  der  Lösung: 
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Man  suche,  ausBer  der  gegebenen  Gleichung,  zwei  integrable 
Corobinationen  der  Gleichuogen  in  y,  Zy  p,  q,  r,  «,  t;   sind  diese 

in  beiden  Systemen,  welche  den  beiden  Wurzeln  für  -^  ent- 
sprechen, vorhanden,  so  ist  das  Problem  als  gelöst  zu  betrachten; 
giebt  es  keine  integrable  Combination,  so  gehe  man  zu  den 
Gleichungen  fort,  welche  die  Derivirton  S'**'  Ordnung  enthalten; 
diese  kann  dann  integrable  Combinationen  liefern,  im  entgegen- 
gesetzten Falle  gehe  man  zu  den  Gleichungen  mit  Derivirten 
4'*'  Ordnung  über,  u.  s.  f. 

Gesetzt  nun,  eines  dieser  Systeme  fbhre  zu  zwei  integrablen 
Combinationen : 

^(^1  y>  »>  P»  9,  •  •  0  =  coiwt.,  F,  (x,  y, »,  p,  ?, . .  0  =  const. 

Die  beiden  Constanten  sind  als  unbekannte  Funktionen  von 
y^  zu  betracliten  und  die  Elimination  von  y^  fllhrt  zu  einer 
Gleichung  von  der  Gestalt: 

F=  willkürliche  Funktion  von  F^. 

Diese  neue  Differentialgleichung  muss  mit  der  vorgelegten 
verträglich  sein  und  mit  ihr  ein  Integral  mit  einer  willkürlichen 
Funktion  gemein  haben.  Hiernach  stellt  sich  die  Aufgabe  in 
folgender  Weise: 

Eine  Differentialgleichung  V=  a  der  «'«"  Ordnung  zu  finden, 
vrelche  mit  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  eine  Lösung  mit  we- 
nigstens einer  willkürlichen  Funktion  gemein  hat. 

Zu  dem  Ende  bilde  man  von  der  Gleichung  (1)  die  n  Ab- 
leitungen «—!*"  Ordnung  und  von  V=a  die  beiden  Ableitungen 
erster  Ordnung  nach  x  und  y,  dann  erhält  man  im  Ganzen  n4-2 
Gleichungen,  welche  die  n-\-2  Derivirten  n-f  1*"  Ordnullg  von 
»  linear  enthalten.  Dieses  Gleichungssystem  darf  aber  nicht  so 
beschaffen  sein,  dass  es  für  die  Derivirten  n-f  1*^*^  Ordnung  be- 
stimmte Werthe  als  Funktionen  derer  niederer  Ordnung  liefert, 
denn  sonst  könnte  die  gemeinsame  Lösung,  falls  sie  existirte, 
nur  eine  begrenzte  Zahl  willkürlicher  Constanten,  aber  keine 
willkürliche  Funktion  enthalten. 

Die  n  +  2  Gleichungen  müssen  also  ein  unbestimmtes  System 
bilden,  was  2  Bedingungsgleichungen  ergiebt,  welche  offenbar 
die  ersten  Derivirten  von  V  nach  x,  y,  z  und  nach  allen  paiüellen 
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Ableitungen  von  s  bis  zur  n^^"  Ordnung  im  2*^"  Grade  enthalten ; 
Bie  sind  daher  als  zwei  homogene  partielle  Differentialgleiehungen 
l*«*'  Ordnung  und  2**"  Grades  zu  betrachten,  denen  V  gleich- 
zeitig genügen  muss. 

Dieses  Resultat  wird  noch  weiter  durch  die  Bestimmung 
vervollständigt,  dass  die  Gleichung  irntt*+Ä;,-iM*-^  +  -.  =  0  mit 
der  Gleichung  Ru*  +  Su  +  T=0  eine  Wurzel  gemeinschaftlich 
haben  müsse.  ir„,  ÄTn-i...  bezeichnen  die  Derivirten  erster  Ord- 
nung von  V  in  Beziehung  auf  die  Ableitungen  «**'  Ordnung  von 
»,  und  die  Gleichung  n*^"  Grades  nennt  der  Verfasser  die 
charakteristische  Gleichung  der  partiellen  Differentialgleichung 
n^"  Ordnung,  wonach  die  andere  Gleichung  die  charakteristische 
Gleichung  der  Differentialgleichung  (1)  ist. 

Nach  den  beiden  Wurzeln  der  letzteren  zerfallen  die  Glei- 
chungen r=  a  in  zwei  Klassen.  Zur  vollständigen  Lösung  reicht 
es  bin,  eine  Gleichung  von  jeder  Klasse  zu  haben,  welche  eine 
willkürliche  Funktion  enthält. 

Die  beiden  vorstehenden  Methoden  entsprechen  einerseits 
der  Cauchy* sehen,  andererseits  der  Jacobi'schen  Methode  zur 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Sie  führen  alle  Mal  zum  Ziel,  wo  die  Integrale  zu  denen 
gehören,  welche  Ampere  Integrale  der  ersten  Art  nennt. 

Die  Beispiele,  auf  welche  der  Verfasser  seine  Methode  an- 
gewandt hat,  sind: 

1)  Die  lineare  Laplace'sche  Gleichung.  Die  verschiedenen 
von  Laplace  angegebenen  Fälle  der  Integrabilität  entsprechen 
obigen  successiven  Systemen  von  Gleichungen; 

27  Die  Gleichung:  «  =  c**,  die  von  Liouville  integrirt  ist 
(Journ.  de  Math.  118  p.  71); 

3)  Die  von  Bour  gegebene  Differentialgleichung  fär  die  auf 
die  Oberflächen,  in  welcher  das  Quadrat  des  Liuienelements  durch 
die  Gleichung  ds^^iXdxdy  gegeben  ist,  abwickelbaren  Flächen : 

»<''-'^^/-'-+(-/-s-)('-'^-)=<>- 

Zum  Schluss  weist  der  Verfasser  auf  die  Schwierigkeiten 
hin,  welche  die  Aufgabe  bietet,  aus  dem  vollständigen  Integral 
Oiner  partiellen  Differentialgleichung  2*'''  Ordnung  mit  5  C<m- 
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stallten  das  allgeni^ine  Integral  mit  2  willkttrlicben  Funktionen 
herznetellen,  und  bemerkt,  dass  man  dagegen  leicht  zum  allge- 
meinen Integrale  gelangen  könne,  wenn  man  zunächst  ein  In- 
tegral der  ersten  Ordnung  mit  2  Constanten: 

kennt,  und  aus  diesem  nach  der  Lagrange'schen  Methode  ein 
solches  Zwischenintegral  mit  einer  willkürlichen  Funktion  her- 
leitet. 

Das  Integral  rp=^0  muss  so  beschaffen  sein,  dass  man  durch 
Elimination  von  a  und  b  zwischen  dieser  Gleichung  und  ihren 
beiden  ersten  Derivirten  wieder  auf  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung zurückkommt. 

Die  beiden  letzten  Noten  enthalten  im  Wesentlichen  dasselbe, 
wie  die  erstere  Abhandlung.  Hr. 

MouTARD.  Recherches  sur  las  ^quations  aux  d^rivdes 
partielles  du  second  ordre  ä  deux  variables  inddpen- 
dantes.     C.  B.  LXX.  834.  1870. 

J.  Bertrand.  Rapport  sur  un  Memoire  de  M.  Moutard 
r^latif  k  la  thdorie  des  ^uatioiis  diflfdrentielles  par- 
tielles du  second  ordre.     0.  R.  LXX.  1068.  1870. 

Da  von  der  Arbeit  selbst  uns  nur  der  Theil,  der  die  Ein- 
leitung enthält,  vorliegt,  so  beschränken  wir  uns  hier  auf  die 
Wiedergabe  des  Bertrand'schen  Berichts. 

Unter  den  verschiedenen  von  Ampere  aufgestellten  Formen, 
welche  die  Integrale  partieller  Differentialgleichungen  2****^  Ord- 
nung annehmen  können^  wählt  der  Verfasser  die  einfachste  und 
untersucht  die  Gleichungen,  denen  sie  genügen  kann.  Sind 
«,  V  die  unabhängigen  Variablen,  von  denen  die  Funktion  a  ab- 
hängt^ so  wird  angenommen,  dass  von  den  beiden  willkürlichen 
Funktionen  im  allgemeinen  Integral^  die  eine  nur  u,  die  andere 
nur  V  enthält.  Die  dieser  Voraussetzung  entsprechenden  Glei- 
chungen werden   in  fünf  verschiedene  Formen   classificirt,    die 

rf'cr 
alle  möglichen  Fälle  umfassen.    In  ihnen  allen  erscheint  ;t-j- 

als  die  einzige  Derivirte  zweiter  Ordnung.    Zwei  von  ihnen  sind 
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unmittelbar  integrabel,  die  dritte  ist  bereits  ron  Liouyille  inte- 

grirt,  die  beiden  übrigen  lassen  sich  auf  einander  reduciren,  es 

erübrigt  also  die  Untersuchung  einer  einzigen  Form,  nämlich  der 

folgenden:  ,,  ,,  .   , 

d^a        dlA  da  .     .-, 


du  de       du  dv 

wo  die  Funktionen  A  und  B  gewisse  der  obigen  Voraussetzung 
entsprechende  Bedingungen  erfüllen  müssen.  Das  Studium 
dieser  letzteren  und  die  Aufsuchung  des  allgemeinen  Integrals, 
falls  sie  erfüllt  sind,  bildet  den  Gegenstand  des  zweiten  Theils 
der  Abhandlung.  Die  Lösung  der  ersteren  Aufgabe  gelingt  mit 
Hülfe  einer  von  Laplace  (Memoire  de  TAcadfemie  des  Sciences 
1773)  gegebenen  Reihe  von  Ausdrücken,  die  aus  den  Coeffi- 
cienten  der  vorliegenden  Gleichung  abgeleitet  sind. 

Damit  nun  die  angenommene  Form  des  Integrals  möglich 
sei,  ist  es  noth wendig  und  hinreichend,  dass  einer  dieser  Aus- 
drücke verschwinde,  und  die  Stelle,  die  derselbe  in  der  Reihe 
einnimmt,  giebt  die  Anzahl  der  Derivirten  einer  der  willkürlichen 
Funktionen  an,  die  im  Integral  vorkommen.  Im  Verfolg  dieser 
Methode  gelangt  der  Verfasser  zur  allgemeinsten  Form  der  be- 
trachteten Gleichungen. 

Der  dritte  Theil  der  Abhandlung  enthält  in  grösster  Voll- 
ständigkeit die  Untersuchung  der  Gleichung: 

welche  einen  besonderen  Fall  der  bisher  betrachteten  allge- 
meinen Gleichung  bildet,  auf  den  die  vorhin  erhaltenen  Resultate 
nicht  anwendbar  sind.  Nachdem  die  einzige  Gleichung  für 
7(^1  y)  9  A^^  welche  die  zwei  Bedingungsgleichungen  im  allge- 
meinen Falle  sich  hier  reduciren,  aufgestellt  ist,  wird  die  Inte- 
gration der  betrachteten  Gleichung  ausgeführt.  Hr. 

F.  DiDON.    Sur  une  dquation  aux  d^riv^es  partielles.    Ann. 

de  rfic.  Norm.  VI.  377-380.  1869. 
Es   handelt  sich   darum,   für  die   bekannte  Legendre'sche 
partielle  Differentialgleichung: 
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welcher  der  Ausdruck  (l—2ax  +  a*yi  genügt,  allgemeinere 
Lösungen  zu  finden.  Indem  zunftcbst  ftlr  »  eine  nach  aufstei- 
genden Potenzen  von  a  fortgehende  Beihe  gesucht  wird^  erhält 
man  für  die  Coefficienten  derselben  als  allgemeine  Lösung,  wie 
bekannt, 

CnXnCx)  +  ClQn(ix%    WO    Xn^x)    UUd    O-C^j) 

die  Kugelfunktionen  erster  und  zweiter  Art  sind.  Folglich  ge- 
nügt der  obigen  Gleichung  die  Wurzel: 

On(^x)    ist    hier    in   der    nach   Heine's   Angabe    von   Neumann 

/+!  X  (f) 
"  ■  '  dt  gegeben  (vgl.  Heine,  Hand- 
X"—  I 

-i 
buch  der  Kugelfunktionen,  1861,  p.  85-86). 

Vermittelst  der  Laplace'schen  Formel: 

Xn(x)  =  —  /(x  —  cos  (p  jfx^^^y  d(p 
u 

lassen  sich  die  beiden  Summen  durch  die  bestimmten  Integrale 
darstellen : 

/»n  /•+!  di       rn  

«==//(aa?~aco8<;p]V~i)d(/i+y       -—  /V'(a'-acosqpV«'-.1)dy). 

0  -1  'o 

Indem   ferner  für  %  eine   nach  Potenzen  von  —  aufsteigende 

Beihe  gesucht  wird,  deren  Coefficienten  bekanntlich  ebenfalls 
Kugelfunktiouen  sind,  giebt  eine  ähnliehe  Summirung  die  neuen 
Lösungen: 


-4-/^"( 


Va;  — eoBqPlV— 1 


)rf<lp 


—  I  0 

wo  /;  V,  X^  ^  willkürliche  Funktionen. 

Als  bemerkenswerth  heben  wir  noch  hervor,  dass  als  er- 
zeugende Funktion  der  QJ^x^  der  elegante  Ausdruck 


w 


log  {(^-«)^+l| 
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WO  «  =  (i— 2aa?4-a')-lr,  erhalten  wird,  sofern  er  nach  steigen- 
den Potenzen  von  a  entwickelt  wird.    Es  ist  nämlich: 

a/  X — t  J  X — t 


—1  -1 


der  Werth  des  letzteren  Integrals  ist  aber  obiger  Ausdruck.  Die 
von  Heine  (a.a.O. p.57)  durch  ein  bestimmtes  Integral  dargestellte 
erzeugende  Funktion  U  giebt  die  0„(ic)  als  Coefficienten  einer  nach 

Potenzen  von  —  fortschreitenden  Entwickelung.    Wenn  übrigens 

der  Verfasser  in  der  Einleitung  bemerkt,  dass  seines  Wissens 
bisher  von  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichung 
ausser  w  keine  Lösung  gegeben  worden  sei,  so  wird  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  eben  erwähnte  von  Heine  gegebene  Funktion 
U  eine  solche  von  w  verschiedene  Lösung  ist.  Hr. 

F.  DiDON.     Sur  deux  systfemes  d'dquations  aux  ddriv^s 
partielles.      Ann.  de  rfic.  Norm.  VI.  1-25.  1869. 

In  einer  früheren  Arbeit:  Etüde  de  certaines  fonctions  ana- 
logues  aux  fonctions  Xn  etc.,  welche  der  Verfasser  vor  Kurzem 
in  demselben  Journal  veröffentlicht  hat,  war  für  jede  der  Funk- 
tionen Um,n  und  F„,„  ein  System  zweier  linearer  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen 2*^'  Ordnung  entwickelt  und  für  das  erste 
dieser  Systeme  waren  zwei  Polynome  als  Lösungen  gegeben 
worden.  Im  ersten  Theile  der  vorliegenden  Abhandlung  wird 
die  eine  dieser  Lösungen  unter  der  Form  eines  bestimmten 
Doppelintegrals  gegeben,  und  eine  neue  Lösung  hinzugefügt, 
welche  unter  der  Form  eines  einfachen  bestimmten  Integrals  er- 
scheint, und  alsdann  für  jede  Keihe,  welche  aus  den  beiden  Reihen 
entsteht,  wenn  man  m  und  n  alle  möglichen  positiven  ganzzahligen 
Werthe  ertheilt,  mit  Hülfe  der  Lagrange'schen  Umkehrungs- 
formel in  ihrer  auf  zwei  Variable  erweiterten  Gestalt,  die  ent- 
sprechende erzeugende  Funktion  hergestellt. 

Im  zweiten  Teile  wird  die  vollständige  Lösung  des  Systems 
der  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  denen 
Vm,n  genügt,  gegeben  und  nachgewiesen,  dass  dasselbe  nur  eine 
einzige  Lösung  zulässt,    welche  ein  Polynom  ist,   nämlich  den 
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Coeffieienten  von  xr'^y'*  in  der  Reihenentwickelang  von 

(1  -2ar  +  2by  +  a'+  6')-\ 
wodurch  F»,»  ursprünglich  definirt  war.  Fttr  die  3  anderen 
Funktionen,  denen  das  System  noch  genügt^  werden  ebenfalls 
die  erzeugenden  Funktionen  entwickelt,  und  einer  der  letzteren 
einige  merkwürdige  Umformungen  gegeben.  Im  3*®"  Theile 
wird  F«^,  unter  der  Form  eines  bestimmten  Doppelintegrals  und 
för  sehr  grosse  Werthe  von  m  +  n  in  annähernder  Weise  durch 
ein  einfaches  bestimmtes  Integral  dargestellt.  Schliesslich  wird 
zwischen  der  Legendre'schen  Funktion  Xn  und  J/«,,,  eine  Ana- 
logie aufgewiesen,  die  darin  besteht,  dass,  wie 
^_        1.2. ..71.2" 

unter  allen  Polynomen  n*^"  Grades,  mit  dem  Coeffieienten  1  in 
X*,  dasjenige  ist,  welches  das  bestimmte  Integral 


y''' 
f 


+1 
f\x)dx 


—1 
zu  einem  Minimum  macht,  so 

,      ._ mUr2«+» m\n\ 

*''^'*''''^~(m+l)(m+2)...2m(n+1)(n+2)...2n'l.2...(iii+70^"''* 
unter  allen  Polynomen  m  +  n*«"  Grades,  mit  dem  Coeffieienten 
1  in  «*y»,  dasjenige  ist,  welches  das  Integral 

'q>\xjy)dx 


fß 


zu   einem  Minimum   macht,   wo   die  Variablen   der  Bedingung 
^'  +  y*  =  l  genügen.  Hr. 


Capitel  7. 
Variationsrechnung. 

F.  DiDON.    Sur  une  mode  d'approximation  des  fonctions  de 
plusieurs  variables.    C.  R.  LXX.  749.  1870. 

Die  Aufgabe:  „Das  Polynom  <jp(ir,  y,  :j,  . . .  w)  vom  ^'«"  Grade 
zu  finden,  welches  dem  Integral 

y^...lF(ix,y,9,.,.ü)-(p(^x^y,z,.,.u)Ydxdydi6.,.du 
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unter  der  Bedingung  a;'-f  y'4-»'+  — -f  u'^l    einen  mö^ 
kleinen  Werth  ertheilt",  wird  für  den  Fall  zweier  Variabeln  ge- 
löst. Wy. 

F.  DiDON.     Sur  deux  systfemes  d'Äjuations  aux  d^riv^ 

partielles.     Ann.  de  rfic.  Norm.  VI.  1-25.  1869. 
Siehe  Abschnitt  VI  (Nachtrag)  Cap.  6,  p.  324. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Siebenter  Abschnitt  (Nachtrag). 
Funktlonentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

J.   LiouviLLE.    Extrait  d'une  lettre   adress^e   ä  M,   Le 

Besge.      Liouville  J.  XV.  133-136.  1870. 
Siehe  Absebnitt  III  (Nachtrag)  Cap.  2,  p.  288. 

E.  Catalan.     Sur  un  paradoxe  alg^brique..     Nouv.  Ann. 
(2)  VIII.  456-458.  1869. 
Die  Bemerkung  des  Verfassers  richtet  sich  gegen  die  Formel 

a^  

(—1)'»  =  COS  a  -f  y— 1 .  sin«, 
welche  ValWs  (Des  fonnes  imaginaires,  Paris  1869  p.  257)  der 
Euler'schen  Formel  vorziehen  will,   und  gegen   eine  von  dem- 
selben (ib.  p.  254)  aus  der  Gleichung  c2''»^~'  =  e*^^--*  gemachte 
unrichtige  Folgerung.  M. 

De    Saint -Germain.     Note    sur   la   d^composition  des 
fractions  rationnelles.    Nottv.  Ann.  (2)  viii  369-372.  1869. 

Das  bekannte  Resultat  der  Zerlegung  eines  rationalen  Bruches, 
dessen  Nenner  verschiedene  Faktoren  enthält,  wird  auf  den  Fall 
fibertragen,  in  welchem  mehrere  Faktoren  gleich  werden,  und 
die  gewonnene  Gleichung  auf  den  Fall  vielfacher  imaginärer 
Wurzeln  ausgedehnt  (vgl.  Vieille  C.  R.  1859).  M. 

C.  Jordan.    Thdorfeme  sur  les  fonctions  doublement  p^- 

riodiques.      0.  R  LXX.  1128-1130.  1870. 
Sind  F^J...Fn  doppeltperiodische  Funktionen,   deren  jede 
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nur  eine  endliche  Anzahl  von  Unendlichkeitswerthen  in  jedem 
Periodenparallelogramm  besitzt,  und  C^y,..C»  willkttrliehe  Con- 
stanten, so  ist  die  Bedingung,  dass  die  Funktion  9)  =  CjF^ +  *** 
+  CnFn  eine  Periode  Si  bat,  die  Reibe  von  Gleichungen: 

qp  =  /,  F,  H ['lpFp  +  const, 

Ip^iFp^i  +  —  +  /5F,  =  eon8t, 
Ig^i  Fj+i  -f  ...  +  /;. Fr  =  const.  etc., 
wo  die  Funktionen  F^y,..Fp  eine  gemeinsame  Periode  haben, 
die  ein  Vielfaches  von  Si  ist,  während  die  in  den  andern  Glei- 
chungen auftretenden  Funktionen  2  gemeinsame  Perioden  haben, 
also  algebraisch  von  einander  abhängen.  M. 

J.  HoüEL,    Theorie  c^l^mentaire  des  quantit^s  complexes. 
I'*'®  Partie :  Algfebre  des  quantit^  complexes.    M6m.  de 

Bordeaux  V.  1-64  und  Paris,  Gauthier-ViUars  1869.      ir*"*  Partie: 
Theorie    des    fonctions   uniformes.      M6in.  de  Bordeaux  7L 
1-144.  1868  and  Paris,  Gautbier-Vinars  1869. 
Das  Referat  über  das  ganze  Werk  geben  wir  nach  dem  Er- 
scheinen des  dritten  Bandes.    Eine  Analyse  der  beiden  ersten 
Theile  findet  sich  in  den  Nouv.  Ann.  (2)  Vin.  136-143.  1869- 

M. 


Capitel  2. 
Besondere  Funktionen. 

ZsuTHSN.     Sur  les  points  fondamentaux  de  deux  sor- 
faces  dont  les  point  se  correspondent  un  ä  an.    G.B. 

LXX.  742.  1870. 
Siehe  Abschnitt  Vm.  Cap.  5B. 

C.  G.  J.  Jacobi.     Lettres  sur  la  th^orie  des   fonctions 

elliptiques.      Ann.  de  rfic.  Norm.  VI.  127-175.  1869. 

Herr  J.  Bertrand  yerdffentlicht  hier  11,  bisher  ungedruckte 
Briefe  Jacobi's  an  Legendre,  aus  den  Jahren  1827-32.  Sie  zei- 
gen uns,  wie  Jacobi  durch  das  Studium  der  Arbeiten  Legendre's 
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naeh  and  nach  zu  den  glänzenden  Entdeckungen  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  geführt  worden  ist,  die  wir  aus  den 
„Fundamenta",  aus  den  Astronomischen  Nachrichten  und  aus 
Crelle's  Journal  kennen.  Im  I.  Briefe  vom  5.  Aug.  1827  setzt 
Jacobi  auseinander,  wie  die  Multiplikation  der  elliptischen 
Funktionen  1.  Gattung,  welche  Legendre  in  den  Exercices  de 
eaicul  integral  I.  gegeben,  durch  eine  Reihe  successiver  Trans- 
formationen ersetzt  werden  kann.  Daran  schliessen  sich  zahlen- 
theoretische Untersuchungen,  die  Fundamentaltheoreme  ftlr  cu- 
bischC;  biquadratische  und  Reste  höherer  Potenzen,  zu  denen 
J.  durch  das  Studium  des  Legendre'schen  Reciprocitätsgesetzes 
und  der  Disquisitiones  arithm.  (sectio  YII.)  von  Gauss  geführt 
ist  Der  II.  Brief  (Jan.  1828)  giebt  eine  Analyse  von  AbeFs 
Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques  P*^®  Partie  (Grelle  II.); 
und  J.'s  Untersuchungen  Über  die  Modulargleichungen.  Brief  III. 
enthält  die  Formeln  für  die  complementäre  Transformation,  die 
Entwickelung  der  elliptischen  Funktionen  in  unendliche  Produkte 
und  die  Entwickelung  nach  sin  und  cos  der  vielfachen  Argu- 
mente. Hier  setzt  J.  den  Gedankengang  auseinander,  der  ihn 
zu  seinen  Theoremen  geführt.  lY.  Ueber  die  zahlentheoretischen 
Folgerungen  aus  der  Gleichung 

und  aus  ähnlichen  Relationen  zwischen  den  Gonstanten;  sowie  über 
die  Beziehung  der  elliptischen  Funktionen  3.  Gattung  mit  3  Va- 
riabein zu  andern  Transcendenten  von  2  Variabein.  V.  enthält 
J.'s  Untersuchungen  über  die  allgemeine  algebraische  Lösung 
der  Gleichung  vom  Grade  n^  von  der  die  Theilung  der  ellip- 
tischen Funktionen  in^n  gleiche  Theile  abhängt.  VI.  (1829.) 
Ueber  die  Auflösbarkeit  der  Gleichung  zwischen  sin  am  (u)  und 
sin  am  (nu),  welche  Abel  auf  eine  algebraische  Gleichung 
(n  +  1)**»  Grades  zurückführt.  VII.  Ueber  Legendre's  Einthei- 
lung  der  elliptischen  Integrale  3.  Gattung  in  2  Classen;  und 
über  die  geometrische  ebene  Construktion  der  Multiplikation  der 
elliptischen  Funktionen  (Grelle  m.  376).  Brief  VIII.  enthält 
nur  kurze  Notizen,  Über  AbeFs  Tod,  über  die  numerische  Aus- 
werthung   der   elliptischen  Integrale  S.  Gattung,   über   das  in 
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Schumachers  Astr.  Nachr.  No.  127  veröffentlichte  Fandamental* 
theorem  fttr  die  Transformation.  In  IX.  (1830)  steht  ausser 
persönlichen  Notizen  nur  Einiges  über  die  Bezeichnung  sin  am  etc. 
X.  (1830)  enthält  eine  Er^nzung  zu  Legendre's  Lösung  der 
Gleichung 

Im  letzten  XI.  Briefe  (v.  J.  1832)  finden  sich  einige  Notizen 
über  seine  Arbeiten  aus  der  Störungstheorie,  über  die  trigono- 
metrische Lösung  der  Peirschen  Gleichung  und  die  Verallge- 
meinerung derselben.  M. 

F.   DiDON.      Methode    de    Cauchy    pour    l'inversion    de 
rintdgrale  elliptique,     Liouviiie  J.  (2)  XIV.  230-240.  1869. 

Cauchy  hat  in  den  C.  R.  XVII.  1843  eine  Reihe  von  Ab- 
handlungen ttber  gewisse  unendliche  Produkte,  besonders  ttber 
die  von  ihm  so  genannten  reciproken  Faktoriellen  veröffentlicht, 
welche  nichts  anderes  als  Jacobi's  ^-Funktionen  sind.  In  diesen 
Abhandlungen  findet  sich  eine  äusserst  einfache  Methode  flir  die 
Umkehrang  des  elliptischen  Integrals,  welche  H.  Didon  hier 
wiedergiebt  mit  Einführung  der  Jacobi'schen  Zeichen.  Man  findet 
sin  am  o;,  cos  am  a;,  Jsjax  und  Il(x^a)  ausgedrückt  durch  9, 
F,  0|,ff|,  und  eine  Cauchy'sche  Formel,  aus  welcher  das  Addi- 
tionstheorem gefolgert  werden  kann.  M. 

P,  Mansion,    Theorie  de  la  multiplication  et  de  la  trans- 
formation  des  fonctions  elliptiques.    Essai  d'exposition 

^l^mentaire.      Paris.   Gauthier-Yiliars.   Gand.   Hoste.  1870. 

Die  Methode  des  Verfassers  basirt   auf  der  Untersuchung 

des  wahren  Werthes  der  Funktionen,  welche  unter  der  Form  — 

erscheinen.  Dieses  Princip  giebt  ihm  a  priori  den  Grad  der 
Vielfältigkeit  der  Faktoren,  welche  in  den  Transformations- 
formeln auftreten.  Dies  liefert  auch,  ohne  die  Theorie  der 
6-Funktionen,  die  Gonstanten  fttr  die  Multiplikation.  Durch  die 
genaue  Bestimmung  des  Zeichens  der  Gonstanten  weist  er  dann 
nach,  dass  die  für  die  Transformation  charakteristische  Zahl  po* 
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sitiv  ist  Der  Theorie  der  Multiplikation  und  der  Transformation 
schickt  der  Verfasser  eine  historische  Uebersicht  über  die  in 
dieses  Gebiet  einschlagenden  Arbeiten  vorauf.  Sie  zerfällt  in 
2  Capitel:  1)  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  vor  der 
Entdeckung  der  doppelten  Periode,  und  2)  die  Theorie  der  Mul- 
tiplikation und  der  Transformation  der  elliptischen  Funktionen 
seit  Entdeckung  der  doppelten  Periode.  M. 

Allegret,  Note  sur  Texistence  de  nouvelles  classes 
renfermant  chacune  un  nombre  illimit^  de  courbes 
alg^riques  planes,  dont  las  arcs  ofFrent  une  repr^sen- 
tation  exacte   de    la  fonctioii    elliptique    de  premifere 

espfece.      C.  R.  LXX.  1032-1033.  1870. 
Diese  Curven  sind  definirt  durch  die  Gleichungen: 

y— l+2iiir*— r®  yl— r* 

dÄ=:2/m(t-m)-=^.  M. 

yl— r* 

J.  A.  Serret.  Rapport  sur  un  Memoire  de  M.  Bouquet, 
relatif   k  la  thdorie    des    integrales    ultra -elliptiques. 

C.  B.  LXXI.  42-43.  1870. 
Die  Arbeit  Bouquefs   wird   in   dem   Recueil   des   Savants 
6trangers  gedruckt  werden;  desshalb  folgt  das  Referat  später. 

M. 

C.  Jordan.     Sur  la  trisection  des  fonctions  ab^liennes 
et  sur  les  vingt-sept  droites  des  surfaces  du  troisifeme 
ordre.      C.  R.  LXVIII.  865-869.  1869. 
Siehe  Abschnitt  IL  (Nachtrag.)  Cap.  1,  p.  274. 

C.  Jordan.     Sur  la  division   des   fonctions   hyperellip- 

tiques.      C.  R.  LXX.  1028-1032.  1870. 

Clebsch  hat  gezeigt,  dass  die  Reduktion  der  binären  Formen 

6'"  Ordnung  auf  die  Form  T— 17'  abhängt  von  der  Gleichung 

40*'"   Grades,    welche    die  Dreitheilung    der    hyperelliptischen 

Funktionen  giebt.    Dasselbe  Verfahren  wendet  H.  Jordan  auf 

Forttcbr.  d.  Math.  II.  2.  23 
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die    Gleichung  X„    vom    Grade   - — t~   an,   von  welcher   die 

Theilung  der  Perioden  in  den  2nfach  periodischen  Funktionen 
durch  eine  ungerade  Zahl  p  abhängt.  Aus  einer  Wurzel  dieser 
Gleichung  Xn  erhält  man  die  übrigen  durch  Auflösung:  1)  der 
entsprechenden  Gleichung  X-i  für  (2»— 2)  fach  periodische  Funk- 
tionen, 2)  einer  Aberschen  Gleichung  (p  — 1)**"  Grades;  3)  von 
2»— 1  Aberschen  Gleichungen  p^^"  Grades.  M. 

F.  Brioschi.    Sur  la  bissection  des  fonctions  hyperellip- 

tiques.      0.  R  LXX.  504-506.  1870. 

Während  das  Problem  der  Theilung  der  hyperelliptiscfaen 
Funktionen  im  Allgemeinen  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  n-p 
fuhrt,  hat  man  bei  der  Zweitheilung  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen nur  eine  Gleichung  p*«»  Grades  aufzulösen.  M. 
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Achter  Abschnitt 

Reine,  elementare  und  synthetische 
Geometrie. 

Capitel  1. 
Principien  der  Geometrie. 

A.  Cayley,     A  memoir  on  abstract  geometry.     TraDs.  of 
London.  CLX.  51-63.  1870. 

Die  Arbeit  enthftit  die  Auseinandersetzung  einiger  elemen- 
tarer Prineipien  einer  abstracten  Geometrie  mit  m  Dimensionen. 
Diese  kann  einerseits  als  eine  gesetzmässige  Erweiterung  der 
Geometrie  mit  2  und  3  Dimensionen  angesehen  werden^  anderer- 
seits ftlUt  sie  eine  in  der  Geometrie  und  der  Analjsis  allgemein 
bemerkbare  Lllcke  aus.  Denn,  haben  wir  es  überhaupt  mit 
Grössen  zu  thun,  die  auf  irgend  welche  Weise  unter  einander 
verbunden  sind,  und  welche  veränderliche  oder  bestimmbare 
Grössen  sind  oder  als  solche  angesehen  werden  können,  so  wird 
die  Natur  der  Beziehung  zwischen  diesen  Grössen  häufig  deut- 
licher gemacht,  indem  man  sie  als  Goordinaten  eines  Punktes 
in  der  Ebene  oder  im  Baume  ansieht,  sobald  ihrer  nur  2  oder 
3  vorhanden  sind;  ftlr  mehr  als  3  Grössen  hingegen  wird  einer- 
seits die  Beziehung  zu  einander  verwickelter,  andererseits  das 
Bedürfhiss  einer  solchen  Darstellung  grösser.  Dieser  Fall  kann 
einzig  erledigt  werden  durch  die  Einführung  des  Begriffs  eines 
Raumes,  der  die  erforderliche  Anzahl  Dimensionen  hat^  und  Air 
die  Darstellung  bedürfen  wir  einer  Geometrie  fUr  einen  solchen 
Rmim.  Ein  wichtiges  Beispiel  in  der  ebenen  Geometrie  hat  sich 
dargeboten  in  der  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Anzahl  von 

23* 
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Garven,  welche  gegebenen  Bedingungen  genügen;  die  Bediogangen 
geben  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten  in  der  Gleichung 
der  Curve,  und  zum  besseren  Yerständniss  dieser  Beziehungen 
war  es  vortheilhaft,  die  Coefficienten  anzusehen  als  die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  innerhalb  eines  Raumes  mit  den  erforder- 
lichen Dimensionen. 

Ein  leitender  Begriff  in  dieser  Theorie  ist  der  einer  A -fachen 
Beziehung,  welche  charakterisirt  und  zum  Ausdruck  gebracht 
wird  durch  ein  System  von  Gleichungen  (oder  einfachen  Be- 
ziehungen), und  welche  zu  dem  Problem  flihrt,  solche  Beziehung 
mit  Hülfe  eines  Systems  von  Gleichungen  (oder  einfachen  Be- 
ziehungen) auszudrücken.  Indem  der  Verfasser  die  allgemeinen 
Schlüsse  auf  den  Fall  der  körperlichen  Geometrie  anwendet,  be- 
merkt er,  dass  er  die  zweifache  Beziehung  einer  Baumcunre  ab 
vollständig  und  bestimmt  ausgedrückt  ansieht  durch  ein  System 
von  Gleichungen  P=0,  0  =  0,  ...T=0,  wenn  keine  der  Funk- 
tionen P,  0, . . .  T  eine  lineare  Funktion  mit  constanten  oder  va- 
riabeln  ^ganzzahligen"  Coefficienten  einer  der  andern  Funk- 
tionen ist,   und  wenn  jede  durch  die  Curve  hindurchgehende 

Oberfläche  einer  Gleichung  von  der  Form  AP+BQ-] 1-^^=0 

mit  Constanten  oder  variabeln  ^ganzzahligen"  CoefBcienten  ge- 
nügt. Hier  sind  alle  Funktionen  und  Coefficienten  angesehen 
als  rationale  Funktionen  der  Coordinaten  und  das  Wort  »ganz- 
zahlig" bezieht  sich  auf  die  Coordinaten.  Cly.  (M.) 

Lagoüt.    Premiers  principes  de  la  g^omdtrie.    Mondes  (2) 

XXII.  12-14.  1870. 
Versuch    einer    Entwickelung    der   ersten    Principien   der 
Geometrie.  O. 

B.  RiEMANN.     Sur  les  hypothfeses  qiii  servent  de  fonde- 
ment  k  la  g^omdtrie.     Trad.  par  J.  Hoüel.     Brioschi 

Ann.  (2)  III.  309-327. 
Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  22-24. 

E.  Beltrami.    Essai  d'interprdtation  de  la  g^m^trie  nou- 
euclid^enne.    Trad.  par  J.  Hoüel.    Ann.  de  rfic  Norm.  Vi. 

251.  1869. 

Siehe  Fortschr.  d.  M«  L  p.  276.  Mi. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  1.    Frincipien  der  Geometrie,  335 

J.  HoOel.    Sur  rimpossibilitd  de  d^montrer  par  une  con- 
struction    plane   le  postulatum  d'Euclide.     inst.  i.  sect. 

XXXVIIL  85-86.  1870. 
Beltrami  hat  in  einer  Arbeit',  welche  im  Jahre  1868  ver- 
öffentlicht ist:  ,,Saggio  di  interpretazione  della  geometria  non 
euclidea"  (cf.  Battagl.  G.  VI.  285-315;  Fortschr.  der  Math.  I. 
275-276),  eine  Geometrie  derjenigen  Oberflächen  behandelt, 
welche  eine  constante  negative  Krümmung  besitzen;  diese 
Flächen  nennt  er  pseudosphärische  Oberflächen.  Zu  gleicher 
Zeit  wurde  die  Geometrie  derselben  Flächen  erörtert  von  Lobat- 
schefsky  in  seinen  geometrischen  Studien  über  die  Theorie  der 
Parallelen  und  von  Bolyai  in  seiner  Arbeit:  „Sulla  scienza  dello 
spazio  assolutamente  vera.  Versione  dal  latino  di^G.  Battaglini" 
(cf.  Battagl.  G.  VI.  97-116;  Fortschr.  d.  Math.  L,  276).  Es  er- 
giebt  sich,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines  geodätischen 
Dreiecks  auf  diesen  Flächen  <2Ä  ist. 

Wollte  man  nun  durch  irgend  welche  ebenen  Gonstruktionen 
die  Richtigkeit  des  11.  euclidischen  Grundsatzes  beweisen,  so 
müssten  diese  Gonstruktionen  auch  unter  Voraussetzung  der 
möglichen  Richtigkeit  des  Gegentheiles  stattfinden.  In  diesem 
Falle  aber  ist  die  ebene  Geometrie,  nach  den  Arbeiten  von  Lo- 
batschefsky  und  Bolyai,  ein  specieller  Fall  der  pseudosphärischen. 
Alle  Folgerungen,  die  sich  aus  der  gegentheiligen  Annahme  er- 
geben, führen  also  nicht  zu  Widersprüchen  mit  Sätzen  der  ebenen 
Geometrie,  sondern  zu  Sätzen  der  pseudosphärischen  Geometrie. 
Demnach  kann  die  Richtigkeit  des  11.  euclidischen  Grundsatzes 
nicht  durch  irgend  welche  ebenen  Gonstruktionen  dargethan 
werden.  T. 

Flye  Sainte-Marie.    Sur  le  postulatum  d'Euclide.    inst. 

I.  sect.  XXXVin.  53-54.  1870. 

In  dieser  Note  behandelt  der  Herr  Verfasser  zunächst  die 
in  der  vorhergehenden  Nummer  erwähnten  Schriften  von  Lobat- 
schefsky  und  Bolyai;  er  erörtert,  welche  Entwickelungen  in 
diesen  Arbeiten  fehlen,  damit  der  Sehluss  gerechtfertigt  sei,  dass 
der  11.  Euclidische  Grundsatz  nicht  bewiesen  werden  könne, 
ohne  einen  andern  an  seine  Stelle  zu  setzen.    Diese  Entwicke- 
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lungen  finden  sich  in  einer  demnächst   zu  veTöffenflidienden 

Arbeit  des  Verfassers:  „Etudes  analytiques  sur  la  thöorie  des 

paralleles"  ausgeführt;  sie  werden  mit  Hülfe  der  Formeln  der 

analytischen  Geometrie  geleistet.    Es  folgt  ein  Ueberblick  über 

diese  Arbeit.  T. 

J.  HoüEL.  Note  sur  rimpossibilit^  de  d^montrer  par 
une  construction  plane  le  principe  de  la  throne  des 
paralleles,  dit  postulatum  d'Euclide.  M6m.  de  Bordeaux  vill. 
Bxtrait  des  Proces  -  verbaux  XI.-XVIIL  1870  und  Nouv.  Ann.  (2)  IX. 
93-96.  1870. 

Der  Zweck  der  Note  ist,  nachzuweisen,  dass  die  Arbeit  von 
Reltrami:  Saggio  d'interpretazione  della  Geometria  non  euclidea. 
Battaglini  G.  VI.  285  (s.  Fortschr.  d,  M.  I.  275)  zu  dem  Kesul- 
tat  führt,  dass  es  unmöglich  ist,  das  Princip  der  Parallelen  durch 
blosse  Anwendung  ebener  Constructionen  zu  beweisen.     M. 

A.  Genocchi.     Interna  ad  una  dimostrazione  di  Daviet 

de    Foncenex.       Atti  di  Torino  IV.  1869. 

Eine  kurze  historische  Notiz  über  Foncenex,  aus  der  her- 
vorgebt, dass  einige  Arbeiten  dieses  Mathematikers,  die  in  den 
ersten  Bänden  der  Miscellanea  taurinensia  publicirt  sind,  in  Wahr- 
heit Lagrange  zuzuschreiben  sind.  Es  ist  eine  Einleitung  zu  der 
Arbeit:  Dei  primi  principii  della  Meccanica  e  delia  Geometria 
in  relazione  al  postulato  d'Euclide,  auf  welche  wir  wegen  des 
Satzes  von  Foncenex  verweisen.  Jg.  (0). 

A.  Genocchi.  Dei  primi  principii  della  meccanica  e 
della   geometria  in  i'elazione  al   postulato  d'Euclide. 

Soc.  It.  dei  IL.  (3)  II.  1869. 
Die  abstracto  Untersuchung  der  Resultante  zweier  parallelen 
Kräfte  führt  dazu,  eine  Funktion  q>  zu  bestimmen,  welche  der 
Bedingung 

^(a?  +  y)  +  ?  (a?-y)  =  (f(x) .  ()p(y) 
gentigt.    Diese  schon  von  d'Alembert  im  6**"  Bande  der  Opus- 
cules  mathömatiques  p.  371  gegebene  Gleichung  ist  eine  Berich- 
tigung und  Ergänzung  einer  andern,  weniger  allgemeinen,  die  von 
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Dayiet  de  Foneenex  im  2*''"  Bande  der  Miseellanea  Taarinensia 
g:egeben  ist,  in  der  That  aber,  wie  später  Delambre  gezeigt,  von 
Lagrange  herrttbrt.  Dieser  Gleichung  nun  wird  genügt  sowohl 
durch  9)=:con8t,  als  auch  durch  (p=::k^+kr^y  wo  k  constant 
EHe  zweite  Lösung,  zuerst  von  d'Alembert,  dann  von  Laplace 
gegeben,  ist  von  den  Mechanikern  verlassen,  weil  sie  der  Wirk* 
lichkeit  nicht  entspricht,  während  die  erste  genau  mit  dem  Prin- 
cipe des  Hebel's  stimmt,  wie  es  von  Archimedes  ausgesprochen 
ist.  Herr  Genocchi  beweist  nun  mit  Klarheit  und  Genauigkeit, 
dass,  wenn  man  die  zweite  Lösung  als  zulässig  anerkennt,  man 
auch  nothwendig  jene  Geometrie  als  richtig  anerkennen  muss, 
welche  von  Gauss  als  Nicht -Euclidische,  von  Lobatschefsky  als 
imaginäre  bezeichnet  worden  ist,  und  umgekehrt.  Die  Postulate 
von  Eudid  und  Archimedes  hängen  also  dergestalt  zusammen, 
dass  die  Bejahung  oder  Verneinung  der  Richtigkeit  des  einen 
auch  die  Bejahung  oder  Verneinung  des  andern  nach  sich  ziehen 
muss.  Der  Herr  Verfasser  beweist  zu  gleicher  Zeit,  dass  die 
Theorie  der  Zusammensetzung  zweier  sich  schneidenden  Kräfte 
im  System  der  Euclidischen  Geometrie  und  im  System  der  Nicht- 
Euclidischen  identisch  ist,  was  leicht  zu  begreifen,  wenn  man 
bedenkt,  dass  im  zweiten  Falle  alles  von  der  metrischen  Bela* 
tion  abhängt,  welche  sich  in  den  unendlich  kleinen  Elementen 
der  Ebene  am  Schnittpunkt  findet,  weil  sie  bei  Zulassung  des 
Gesetzes  der  Homogeneität  durch  unendlich  kleine  Kräfte  er- 
setzt werden  können,  wenn  nur  ihr  Verhältniss  dasselbe  bleibt. 
Da  aber  andrerseits  die  Entfernung  der  Angriffspunkte  zweier 
paralleler  Kräfte  noth wendigerweise  bestimmt  ist,  so  hängt  das 
Gesetz  ihrer  Zusammensetzung  von  der  Geometrie  bestimmter 
Figuren  ab^  welche  verschieden  ist,  je  nachdem  man  das  Po- 
stulat des  Euclid  zugiebt  oder  leugnet 

Der  Herr  Verfasser  geht  dann  zu  anderen  mechanischen 
Frincipien  aber,  welche  ebenfalls  zur  Euclidischen  Geometrie 
fahren,  zu  den  unfruchtbaren  Versuchen  der  Geometer,  das 
Postulat  des  Euclid  a  priori  zu  beweisen;  und  zu  anderen  ähn- 
lichen Postulaten,  welche  als  diesem  vorzuziehen  vorgeschlagen 
worden  sind.  Wie  es  scheint,  schliesst  der  Herr  Verfasser  die 
Möglicbkeit  einen  Beweis  zu  finden  nicht  absolut  aus;  denn  wenii 
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er  von  der  willkürlichen  Gonstante  spricht,  die  in  dem  Ausdruck 
für  die  Funktion  q>Qß)  vorkommt  und  die  in  der  Tlieorie  der 
pseudosphärischen  Flächen  des  Herrn  Beltrami  eine  Deutung  er- 
fahren hat,  glaubt  er  weder,  dass  es  noth wendig  sei,  auf  die 
Erfahrung  zurtlck  zu  greifen,  um  ihren  Werth  zu  bestimmen, 
noch  dass  man  dabei  sich  an  ein  Postulat  wenden  mttsse.  Re- 
ferent hat  indessen  nicht  finden  können,  wie  er  auf  einem  an- 
deren rationellen  Wege  zu  einer  Bestimmung  derselben  oder  zu 
einem  gleiehgeltenden  Theorem  gelangen  will.  Wie  dem  auch 
sei,  der  Herr  Verfasser  erkennt  die  hohe  Schwierigkeit  an,  mit 
den  bisher  angenommenen  Principien  die  Lehre  des  Euclid  yon 
den  Parallelen  streng  durchzuführen,  billigt  aber  die  Berufung 
Lobatschefsky's  auf  die  Resultate  der  astronomischen  Beobach- 
tungen nicht.  Im  letzten  Paragraphen  der  Abhandlung  schlfigt 
er  dann  ein  neues  Postulat  vor,  welches  an  die  Stelle  des 
Euclidischen  zu  substituiren  wäre.  Es  lautet  mit  des  Herrn 
Verfassers  Worten:  „Due  linee  rette  non  possono  accostarsi  in- 
dcfinitameiite  senza  concorrere.  (Zwei  gerade  Linien  können 
sich  nicht  unendlich  nähern,  ohne  sich  zu  trefifen.)''  Offenbar 
hat  der  Herr  Verfasser  mit  diesem  Satze  die  asymptotische  An- 
näherung paralleler  Geraden  ausschliessen  wollen,  wie  sie  in  der 
Kicht-Euclidischen  Geometrie  stattfindet  Aber  wir  wissen  nicht, 
ob  es  didaktisch  angemessen  ist,  Begriffe  metrischen  Charakters 
in  ein  Postulat  zu  bringen,  welches  unter  einer  rein  graphischen 
Form  dargestellt  werden  kann.  Jg.  (0;. 

R.  Baltzer.    Ueber  die  Hypothese  der  Parallelentheorie. 

Leipz.  Ber.  95-96.  1870. 

Keflexionen  über  die  Hypothese  der  Parallelentheorie  über- 
haupt, sowie  Darlegung  des  Mangelhaften  eines  neuen  Versuches 
in  dieser  Hinsicht,  welcher  von  Bertrand  der  Pariser  Akademie 
(Gomptes  rendus  1869  Dec.  20)  unter  der  Versicherung  vorgelegt 
wurde,  dass  das  elfte  Axiom  des  Euclides  nun  bewiesen,  und 
eine  von  diesem  Axiom  unabhängige  Geometrie  ad  absurdum 
geftohrt  sei. 

Carton,  der  Verfasser  des  von  Bertrand  in  dem  Compte 
r^ndu  vertretenen  Beweises,  hat,  wie  Herr  Baltzer  mittheilt,  den 
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Fehler  begangen,  die  seinem  Beweise  za  Grunde  liegende  Hy- 
pothese stillschweigend  zuzulassen. 

Der  Herr  Verfasser  spricht  sich  gegen  den  Schluss  seiner 
Abhandlung  dahin  aus,  dass  die  von  Gauss  gehegte  Ueberzeu- 
gung:  es  sei  keine  Aussicht  vorhanden,  die  Geometrie  ohne  eine 
dem  elften  Axiom  von  Euclides  äquivalente  Hypothese  zu  be* 
gründen,  ihre  Bestätigung  durch  die  Existenz  einer  widerspruchs- 
freien, abstracten  Geometrie,  welche  Gauss,  Bolyai,  Lobatschefsky 
unter  Zulassung  einer  Minderzahl  von  Hypothesen  erbaut  haben, 
finde.  Wtn. 

Laguerre.     Sur  Teniploi  des  imaginaires   en  gdom^trie. 

Nou7.  Ann.  ,2)  IX.  163-175.  241-254.  1870. 

Die  zuerst  genannte  Arbeit  ist  eine  Reproduction  der  ersten 
der  Vorlesungen,  welche  Laguerre  über  höhere  Geometrie  ge- 
halten hat.  Die  zweite  ist  der  erste  einer  Reihe  von  Artikeln, 
welche  einige  Punkte  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  die  in  den 
zuerst  erwähnten  Vorlesungen  nicht  erörtert  sind,  behandeln 
sollen. 

Denkt  man  sich  um  den  Punkt  A  (a,  ß)  einer  reellen  Ebene 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  q  beschrieben,  dann  zerfällt  die 
Gleichung  dieses  Kreises  für  den  Fall  (»  =  0  in  die  Gleichungen 
zweier  Graden: 

Diese  Geraden  werden  die  isotropen  Geraden  (ersten 
und  zweiten  Systems)  genannt,  welche  durch 'den  Punkt  A  gehen. 
Construirt  man  für  alle  Punkte  der  Ebene  die  isotropen  Geraden, 
80  convergiren  sämmtliche  des  ersten  Systems  gegen  einen  un- 
endlich fernen  Pnnkt  der  Ebene,  und  ebenso  die  isotropen  Ge« 
raden  des  andern  Systems  gegen  einen  andern  solchen  Punkt. 
Diese  Punkte  heissen  Nabelpunkte  der  Ebene. 

Die  beiden  durch  den  Punkt  A  gehenden  isotropen  Geraden 
haben  in  ihrer  Gesammtheit  die  Eigenschaften  eines  Kreises; 
wenn  A  ein  reeller  Punkt  ist,  ist  A  der  einzige  reelle  Punkt 
dieses  Kreises.  Wenn  aber  dieser  Punkt  imaginär  ist,  dann 
existirt  anf  jeder  der  beiden  durch  A  gehenden  isotropen  Ge- 
raden ein  reeller  Punkt  (a  und  a'),  und  diese  Punkte  sind  nur 
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von  der  Lage  des  Punktes  A  abhängig,  so  dass  also  ihre  Ver- 
bindungslinie aa'  nur  von  der  Lage  des  Pnnktes  A^  aber  oictit 
von  dem  gewählten  Goordinatensysteme  abhängig  ist,  so  dass  er 
zur  Bestimmung  eines  imaginären  Puuktes  gebraucht  werden 
kann  (darstellendes  Segment ,  segment  reprösentatif).  Es  lässt 
sich  nun  auch  der  dem  Punkte  A  imaginär  conjugirte  A'  be- 
stimmen. 

Zieht  man  in  der  Ebene  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  eine 
unbegrenzte  Gerade  Ow  (Coordinatenaxe  genannt),  dann  kann  man 
die  Lage  irgend  eines  Pimktes  A  der  Ebene  durch  die  Strecken 
Oa==u  und  Oß=w  bestimmen,  welche  die  durch  A  gehenden 
isotropen  Oeraden  auf  der  Goordinatenaxe  Oto  abschneiden,  v 
und  to  werden  die  isotropen  Coordinaten  des  Punktes  A  ge- 
nannt; mit  ihrer  Hülfe  kann  man  den  Abstand  zweier  imaginärer 
Punkte  ausdrücken.    So  weit  die  erste  Vorlesung. 

Die  zweite  der  vorliegenden  Arbeiten  enthält  zunächst  all- 
gemeine Betrachtungen  über  die  Darstellung  von  imaginären 
Punkten ;  die  auf  einer  gegebenen  Gurve  liegen.  Die  Arbeit 
nimmt  ihren  Ausgangspunkt  von  der  Bestimmung  eines  beliebig 
in  der  Ebene  gelegenen  Punktes  durch  seine  isotropen  Coordi- 
naten. Sie  wendet  sich  dann  zur  Betrachtung  eines  Punktes,  der 
auf  einer  gegebenen  Gurve  liegt.  Dazu  wird  untersucht,  in 
welcher  Weise  die  darstellenden  Segmente  der  auf  der  Curve 
gelegenen  Punkte  in  der  Ebene  vertheilt  sind  (Abel  Transon: 
Application  de  Talgibre  directive  ä  la  g^omötrie.  Nouv.  Ann. 
(2)  Vn.  145-157.  193-208.  241-264.  Portschr.  d.  M.  L  p.  149.  — 
Laguerre:  Note  sur  Temploi  des  imaginaires  dans  la  gäom^trie 
de  respce.  Inst.  1.  XXXVIII.  155-160).  Die  Untersuchung  zeigt 
dann,  dass  man  einen  jeden  Punkt  einer  Curve,  er  mag  reell 
oder  imaginär  sein,  durch  einen  reellen  Punkt  (point  reprösen- 
tatif )  darstellen  kann,  dieser  ist  auf  der  durch  den  Curvenponkt 
gehenden  isotropen  Geraden  des  ersten  Systems  gelegen,  und 
ist  für  einen  reellen  Gurvenpunkt  dieser  selbst  Die  Verilnde- 
rung  der  Lage  eines  (reellen  oder  imaginären)  Gurvenpunktes 
wird  somit  durch  die  Gurve  dargestellt,  welche  der  darstellende 
Punkt  beschreibt. 

Der  letzte  Theil  der  Arbeit  ist  der  Darstellung  der  Punkte 
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gewidmet,  die  auf  einer  gegebenen  Geraden  gelegen  sind.    Die 
Behandlung  einiger  Aufgaben  schliesst  sich  an.  T. 

S.  LiE.     üeber  eine  Darstellung  des  Imaginären  in  der 

Geometrie.      Borchardt  J.  LXX.  346.  1869. 

Setzt  man  Z  =  »+pt,  X=a?  +  j/t,  wenn  a?,  y,  »,p  reelle 
Grössen  bedeuten,  so  bestimmen  x,y,z,  als  rechtwinklige  Coor- 
dhiaten  aufgefasst,  einen  Punkt  im  Räume  (Imaginär-Punkt  Z,  X); 
p  beisst  Gewicht  des  Punktes;  ist  p  =  0,  so  wird  (Z,  X)  ein 
Null-Punkt  genannt.  Die  Punkte  x,y,z,  welche  der  Gleichung 
F(Zy  X)=:0  genügen,  bilden  eine  „Imaginär- Curve",  welche  durch 
eine  gewöhnliche  Fläche  dargestellt  wird.  Auf  dieser  Fläche 
entspricht  jedem  Werthe  von  p  eine  Curve  (Streifen).  Aus  den 
in  Gleichungen  ausdrückbaren  Sätzen  der  ebenen  Geometrie, 
in  welcher  Z  und  X  auf  reelle  Werthe  beschränkt  sind,  lassen 
sich  auf  Grund  obiger  Auffassung  Analoga  für  den  Baum  ab- 
leiten, indem  man  die  Goordinaten  X,Z  und  die  Parameter  als 
complexe  Grössen  betrachtet  und  die  Theilgleichungen  inter- 
pretirt,  welche  durch  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären 
entstehen.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  werden  die  Imagi- 
när-Gerade, Büschel  solcher  Geraden,  die  durch  einen  Imaginär- 
Punkt  gehen,  die  unharmonische  Funktion  von  je  vier  solchen 
Geraden,"  femer  der  Imaginär-Kegelschnitt  einer  kurzen  Betrach- 
tung unterworfen.  Kr. 


Capitel  2. 

CoDtinuitätsbetrachtungen  (analysis  situs). 

E.  Bertini.     Sui  poliedri  Euleriani.     Tesi  per  Tesame 

di   abilitazione.      Ann.  d.  Sc.  Norm.  Pisa.  1868/69. 

In  diesen  Thesen  werden  einige  Eigenschaften  der  Euler*- 
schen  Polyeder  bezöglich  der  Anordnung  der  Ecken,  der  Seiten 
uod  Kanten  bewiesen,  indem  von  der  Betrachtung  der  ähnlichen 
Gruppirung  (aspetto),  die  von  Herrn  Jordan  (Borchardt  J.  LXVI. 
p.  22)  eingeführt  ist,  ausgegangen  wird.   Durch  Bewegung  einer 
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Kante  und  einer  ihrer  Eeken  theilt  Herr  Jordan  den  £<^en, 
Seiten  und  Kanten  Ordnungszahlen  zu  und  nennt  Gnippirung 
eines  Polyeders  (in  Bezug  auf  die  gewählte  Kante  und  Ecke) 
die  Art,  in  der  sich  die  zugetheilten  Zahlen  folgen.  Aehn- 
liehe  Gruppirungen  sind  zwei  oder  mehrere  Gruppirungen,  für 
welche  die  Reihenfolge  der  Zahlen  dieselbe  ist.  In  den  Thesen 
des  Verfassers  ist  der  Begriff  des  Cyclus  der  Elemente  (Seiten 
und  Ecken)  und  des  Cyclus  der  geodätischen  Linien  (zusammen- 
gesetzt >aus  Kanten)  u.^  s.  f.  hinzugefügt.  Cyclus  der  Elemente 
in  Bezug  auf  zwei  ähnliche  Gruppirungen  nennt  er  eine  soldie 
Reihe  (5, «j,«,, ...««.]),  dass  dem  s  das  s^  entspricht  (d.  h.  t 
hat  in  A  dieselbe  Zahl,  wie  s^  in  A'),  dem  8^^s^,  dem  s,, «^, ... 
«».I,«;  Cyclus  der  geodätischen  Linien  nennt  er  andrerseits  ent- 
sprechend dem  Cyclus  der  Ecken  eine  Reihe  der  geodätischen 
Linien  (Lu,,,  I^i,/+i,  •.■)>  »^  dass  dem  Lü,r,  verbunden  mit  den 
möglichst  nahen  Ecken  «,  $r  entspricht  Li,r+i  u.  s.  f. 

Es  werden  verschiedene  Lehrsätze  bewiesen,  darunter  fol- 
gende :  a)  In  Bezug  auf  zwei  ähnliche  Gruppirungen  werden  alle 
Cyclen  der  Elemente  aus  derselben  Zahl  der  Elemente  gebildet 
ausser  zweien,  die  aus  einem  Elemente  gefunden  werden  können. 
b)  Die  Zahl  der  geodätischen  Linien  eines  Cyclus  ist  gleich  der 
Zahl  der  Ecken  des  entsprechenden  Cyclus.  c)  Man  kann  immer 
einen  Cyclus  von  geodätischen  Linien  (entsprechend  eibem  Cy- 
clus von  Ecken)  finden^  welche  sich  nicht  in  einem  Punkte 
schneiden.  Ein  solcher  Cyclus  bildet  einen  einzigen  geschlos- 
senen Umkreis,  d.  h.  wenn  Lü,r,  I'i,r+i...-Li.-i,r-i  der  Cyclus  der 
geodätischen  Linien  ist,  so  sind  die  Zahlen  r,  n  die  ersten  unter 
ihnen. 

Durch  Untersuchung  einiger  specieller  Fälle  bestimmt  der 
Verfasser  zum  Schluss  die  Natur  einiger  Euler'schen  Polyeder, 
durch  welche  er  zu  seinen  Cyklen  gekommen  ist.    Jg.  (0.) 

Karl  Becker,  lieber  Polyeder.    ScWomiich  z  XIV.  65-76. 1869. 
Nachtrag  zu  dem  Aufsatze  über  Polyeder.     Schiömiich 

Z.  XIV.  337-343.  1869. 
Der  wesentliche  Inhalt  des  ersten  der  beiden  Aufsätze  ist 
nach  Angabe  des  Herrn  Verfassers  bereits  Tor  5  Jahren  unter 
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dem  Titel:  „Zur  Polyedrometrie"  (Grunert  Arch.  XXXVIIL  und 
XL.)  verOffeutlicht  worden.  Die  Mängel  jener  Arbeit  und  die 
geringe  Beachtung,  welche  der  Arbeit  zu  Theil  geworden,  ver- 
anlassen  den  Herrn  Verfasser  noch  ein  Mal  den  Gegenstand  in 
neuer  Bearbeitung  vorzulegen.  Den  Gegenstand  der  Arbeit  bil- 
den Sätze  über  die  einfach  zusammenhängenden  Polyeder  mit 
einfach  oder  mehrfach  zusammenhängender  Oberfläche. 

Als  Fundamentalsatz  wird  folgender  Satz  hergeleitet: 

Wird  die  Oberfläche  eines  Polyeders  (in  dem  oben  angege- 
benen Sinne)  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt,  so  ist  deren 
Anzahl  D  =  2(e  +  2n—4),  wenn  e  die  Anzahl  der  Ecken  und  n 
die  Anzahl  der  innern  Grenzflächen  bezeichnet,  durch  welche 
das  Polyeder  in  zwei  Polyeder  mit  einfach  zusammenhängender 
Oberfläche  zerlegt  wird. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  andere,  unter  denen  wegen 
seiner  Anwendbarkeit  der  erweiterte  Euler'sche  Satz  zu  nennen 
ist:  e  +  f==:k  +  4-2n  +  q. 

Darin  bezeichnet  q  die  Anzahl  der  Querschnitte  (im  Riemann'- 
Bchen  Sinne),  die  nöthig  ist,  um  alle  Flächen  einfach  zusammen- 
hängend zu  machen,  n  hat  die  frühere  Bedeutung,  e,  f,  k  be- 
zeichnen noch  die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen,  Kanten  des  Poly- 
eders. Anwendungen  dieses  Euler'schen  Satzes  bilden  den  Schluss 
der  Arbeit. 

In  dem  Nachtrage  giebt  der  Herr  Verfasser  an,  dass  ihm 
die  Arbeiten  Ton  Camille  Jordan  (Borchardt  J.  LXVI.  22)  und 
von  Listing  (Gott.  Abb.  X.)  erst  bekannt  geworden  sind,  nach- 
dem er  das  Manuscript  der  Bedation  eingesandt.  Aus  der  letzten 
dieser  Arbeiten  erwälint  er  eine  noch  allgemeinere  Erweiterung 
des  Enler'schen  Satzes,  die  bereits  1812  von  Lhuilier  in  den 
Annalen  von  Gergonne  gegeben  ist.  Der  in  der  Arbeit  von 
Jordan  gegebene  einfache  Beweis  des  Euler'schen  Satzes  ver- 
anlasst den  Herrn  Verfasser  auch  für  den  Satz  von  der  Anzahl 
der  Dreiecke,  die  auf  den  Polyederoberflächen  durch  Diagonalen 
gebildet  werden,  einen  direkten  Beweis  zu  suchen.  Die  Resul- 
tate dieser  Untersuchungen  werden  zusammengestellt.  Im  An- 
schluss  daran  wird  dann  der  erweiterte  Euler'sche  Satz  herge- 
leitet    Die  Beweise   dieser    Sätze    behalten  auch    noch    ihre 
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Giltigkeit,  wenn  die  Polyederoberfläehen  aas  krummen  FlAchen- 
stttcken  zusammengesetzt,  Kanten  und  Diagonalen  also  krumme 
Linien  sind.  T. 

Camille  Jordan.     Sur  las  assemblages  de  lignes.    Bor- 

chardt  J.  LXX.  185-190.  1869. 
Ein  System  von  beliebig  vielen  geraden  oder  krummen, 
aber  doppelpunktfreien  Strecken,  deren  jede  zwei  der  gegebeoen 
Punkte  x,y^9,u...  verbindet,  wird  eine  Streckengruppe  (assem- 
blage  d'aretes)  genannt  und  symbolisch  durch  die  Form  axy-i- 
ia?»4"/y **  +  '••  bezeichnet,  wobei  die  Coefficienten  a,  6, /"...  die 
Zahl  der  Strecken  angeben,  welche  dieselben  beiden  Ecken  ver- 
binden. Eine  Streckengruppe  heisst  (fi  +  l)fach  continuirlieb, 
wenn  es  möglich  ist,  beliebig  n  Strecken  auszuscheiden,  ohne 
ihre  Continuität  aufzuheben.  Zwei  Streckengruppen,  deren  re- 
präsentirende  Formen  identisch  sind,  eui>y-\-bx9-\ —  und  aaj'y'-f 
bx*z>'-\ — ,  so  dass  jeder  Strecke  a>y  der  einen  Gruppe  eine  Strecke 
x'y'  der  anderen  Gruppe  entspricht,  welche  die  den  Ecken  x^y 
entsprechenden  Ecken  o^,  y'  verbindet,  faeissen  ähnlich.  Die  Zahl, 
welche  angiebt,  auf  wie  viel  verschiedene  Arten  eine  Strecken- 
gruppe sich  selbst  ähnlich  sein  kann,  wird  der  Grad  ihrer  Sym- 
metrie genannt.  Es  werden  darauf  ausgezeichnete  Elemente, 
EckeU;  Strecken  oder  Sectionen  bestimmt,  welche  in  allen  Sub- 
stitutionen, durch  welche  eine  Streckengruppe  sich  selbst  ähn- 
lich bleibt,  sich  selbst  entsprechen.  Sehz. 


Capitel  3« 


Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Stereometrie, 
Trigonometrie). 

E.  ZizMANN.     Geometrische  Formenlehre.     Eine  Anleitung 

zur  Betrachtung  geometrischer  Körper  und   des  Strahlenbündels   als 
Vorbereitung  zur  gesammten  Qeometrie.    2.  Auflage.    Jena  1869.* 

Diese  Auflage  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  ersten 
(1852),  dass  in  beiden  Abtfaeilungen  (dem  Lehrstoff  und  dem 
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UebungBBtoff )  zu  den  beiden  Abgchnitten :  „Anschauung  der  ein- 
fachen geometrischen  Gebilde,  gewonnen  bei  der  Betrachtung 
geometrischer  Körper",  und  „der  Strahlenbündel  und  seine  Ver- 
bindung mit  Eörpern'\  ein  dritter  Abschnitt:  „Betrachtung  von 
krummfiächig  begrenzten  Körpern'',  hinzugefügt  iett.  M. 

Fr.  Becker.     Die  elementare  Geometrie  in  neuer  An* 
Ordnung.     Erstes  Stück.     Pr.  Haoau  1870. 

Der  Entwurf  enthält  manches  Zweckmässige,  seine  Anwen- 
dung auf  Schulen  ist  jedoch  durch  eine  Ueberfüllung  mit  zum 
Theil  sehr  langen,  unwichtigen  Sätzen  äusserst  erschwert. 

Schz. 

Frischauf.  Elemente  der  Geometrie.  Graz,  Leuschner  1870. 
A.  Maier.  Die  ebene  Geometrie  und  deren  Anwendungen. 

Karlsrabe,  Braun  1869. 

Röhr.    Methodologisch -mathematische  Aphorismen.     Pr. 

G.  Oppeln.  1869. 

Beweise  einiger  elementarer  geometrischer  Sätze,  die  ohne 
Zusammenhang  hingestellt  sind.  0. 

H.  Green.    Enclid's  Problems.    London,  Simpkin  1870. 

Schmidt.    Anwendung  der  analytischen  Geometrie  zum 
Beweise   bekannter   Lehrsätze    der    Planimetrie.     Pr. 

Gohrau  1869. 

G.    Dillner.      Grunddragen    af  geometriska    kalkylen. 

Dillner  Tidekr.  IL  82,  137,  1869. 

Einige  Entwickelungen  auf  Grundlage  von  Cauchy's  „Me- 
moire sur  les  quantitös  gäom^triques".  Hn.  (Wn.) 

G.   Dillneb.-    Grunddragen    af  geometriska   kalkylen. 

Dillner  Tidsskr.  IIL  80,  111,  176.  1870. 
FoitBetenng  der  vorigen  Arbeit.  Hn.  (Wn.) 
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Laguerrk.    Sur  la  rfegle  des  signes  en  g^m^trie.    Nonv. 

Ann.  (2)  IX.  175-180.  1870. 
Die  Aufgabe  dieser  Note  ist  zu  zeigen,  dass  die  Zeichen' 
regel  auf  alle  Lehrsätze  der  Geometrie  ausgedehnt  werden  kann. 
Der  Herr  Verfasser  befindet  sich  so  in  einem  beynissten  Gegen- 
satz zu  Herrn  Gbasles,  der  in  seiner  Vorrede  zum  „Gonrs  de 
66om6trie  sup6rieure*'  p.  IX.  dies  bestreitet.  T. 

G.  Dillner.  Schematisk  framställning  af  läran  om  jemu- 
löpunde  (parallela)  linier.  Dinner  Tidsskr.  iil.  i.  1870. 
Lässt  man  einen  Winkel  durch  Rotation  einer  Geraden  um 
einen  ihrer  Punkte  entstehcD,  so  erhält  man  dadurch  leicht  den 
Satz  über  die  Winkelsumme  im  Dreieck;  und  dieser  Satz  dient 
dann,  wie  in  vielen  Lehrbüchern,  als  Grundlage  der  Parallelen* 
theorie.  Hn.  (Wn.) 

G,  Jung.  Dimostrazione  del  teorema  I.  Vol.  VIII.  Gi- 
ornale  di  Napoli  Pag.  96.  Batugiini  G.  Viii.  235.  1870. 
Man  ziehe  drei  Gerade  Ä^,Ä,,Ä,  durch  einen  Punkt  0  und 
nehme  auf  jeder  derselben  einen  Punkt  (a^j^nöt)-  ^^^  ^°" 
struirt  nun  das  Dreieck,  dessen  eine  Ecke  a^,  die  beiden  andern 
Ecken  aber  die  Fusspunkte  der  Lothe  von  a^  auf  Ä,  und  B, 
sind;  analog  construirt  man  die  beiden  andern  Dreiecke  für  a^ 
UDd  a^.    Dann  gilt  Folgendes: 

1)  Irgend  zwei  dieser  Dreiecke  haben  ihre  Ecken  in  drei 
Kreisen,  und  zwar  je  zwei  entsprechende  in  einem  Kreise,  — 
derart,  dass  diese  Kreise  durch  einen  Punkt  gehen  und  sich  zu 
zweien  auf  derselben  Geraden  schneiden. 

2)  Sind  die  Punkte  a^,a^ya^  von  0  gleich  weit  entferot,  so 
haben  die  Dreiecke  gleichen  Flächeninhalt 

Diese  Lehrsätze  werden  durch  einfache  geometrische  Be- 
trachtungen bewiesen,  und  das  Nähere  über  die  Lage  der  in 
Rede  stehenden  Kreise  gegeben.  Mz. 

Most.    Zur  Lehre  von  den  Transversalen  im  Dreiecke 
und  der  dreiseitigen  Pyramide.     Grunert  Arch.  L.  238-289. 

1869. 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Fonkt  M  eines  Drdecks 
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ABC  die  Transversalen  AA^jBB^^  CC^,  so  ist  mit  BerüoksiditigaDg 
der  Vorzeichen: 

MA^  j^  MB^    ,    lfC|  . 

aa^'^bF^'^  cü;"  ' 

Für  die  dreiseitige  Pyramide  ergiebt  sich 

MA,      MB,      MC,  .^Di_M 

AA^  +  BB,  +  CC,  '^DD,  "" 
Herr  Grunert  hatte  diesen  Satz,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  be* 
reits  Grunert  Arch,  XLVIII.  p.  467  bewiesen.  0, 

S.  Brauns.    Zur  Lehre  von  den  Dreieckstransversalen. 

Pr.  Schwerin  1869. 
Es  werden  die  Transversalen  behandelt,  welche  jede  der 
Ecken  eines  Dreiecks  mit  den  vier  Punkten  verbindet,  in  welchen 
die  gegenüberliegende  Seite  von  dem  einbescbriebenen  Kreise 
und  den  drei  anbeschriebenen  Kreisen  berührt  wird.  Die  Maass« 
und  Lage-Eigenschaften  dieser  Transversalen,  der  gemeinsamen 
Punkte  gewisser  drei  von  ihnen,  der  Bertthrungsdreiecke,  d.  b. 
solcher  Dreiecke ,  welche  auf  verschiedenen  Seiten  liegende  Be- 
rührungspunkte zu  Ecken  haben,  und  anderer  damit  zusammen« 
hängender  Punkte  und  Geraden  werden  analytisch  entwickelt, 
und  namentlich  mit  den  sogenannten  merkwürdigen  Punkten 
des  Dreiecks  in  Beziehung. gesetzt  Es  ergiebt  sich  z.  B.  der 
gleichzeitig  von  Herrn  Spieker  gefundene  und  von  diesem  in 
sein  Lehrbuch  der  Geometrie  (4'^  Auflage,  pag.  190)  anfgenom* 
mene  Satz,  dass  der  gemeinsame  Punkt  Q  der  drei  Ecktrans- 
versalen, welche  zu  den  auf  den  Seiten  selbst  liegenden  Be- 
rührungspunkten der  drei  anbeschriebenen  Kreise  gehen,  die* 
selbe  Lage  zum  Schwerpunkt  S  und  dem  Mittelpunkt  M  des 
einbeschriebenen  Kreises  hat,  wie  nach  dem  Euler'schen 
Satze  der  Höhenschnitt  H  zum  Schwerpunkt  und  znm  Mittel* 
punkt  0  des  umbescbriebenen  Kreises,  ferner,  dass  HQOM 
ein  Trapez  bilden,  bei  welchem  S  der  Diagonalenschnitt  ist, 
der  Mittelpunkt  V  des  Feuerbach'schen  Kreises  aber  in  die 
Mitte  der  Diagonale  HO  fällt,  und  endlich  der  Mittelpunkt  P 
des  dem  Seitenmittendreieck  einbeschriebenen  Kreises,  oder  was 
denselben  Punkt  ergiebt,   der  Ghordalpunkt  P  der  drei  anbe- 

Fortschr.  d.  Nalh.  U.  2.  34 
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sohriebenen  Kreise  in  die  Mitte  der  Diagonale  QM  fällt  Den 
Centren  der  drei  anbeschriebenen  Kreise  entsprechend,  giebt  es 
noch  drei  andere  diesem  analoge  Trapeze.  Seht 


A.  Dietrich,    lieber  NulUinien.     Pr.  Greiffenberg  i.  P.  1869. 

Fällt  man  von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
auf  die  drei  Seiten  Lothe  und  setzt  die  positive  und  negative 
Richtung  der  Lothe  fest,  so  liegen,  wie  leicht  zu  erkennen,  die- 
jenigen Punkte,  für  welche  die  Summe  der  drei  Lothe  constant 
ist,  auf  einer  graden  Linie.  Giebt  man  der  constanten  Summe 
andere  Werthe,  so  erhält  man  Linien,  die  zu  der  ersten  parallel 
sind.  Für  eine  von  diesen  Parallelen  ist  die  Summe  der  Lothe 
»0,  sie  heisst  die  Nulllinie.  Im  Ganzen  existiren  fllr  das 
Dreieck  vier  solcher  NulUinien^  deren  erste  man  erhält,  wenn 
man  alle  dre^  Lothe  nach  der  Innenseite  der  betreffenden  Drei- 
eoksseiten  positiv  nimmt,  während  für  die  drei  anderen  das  Lo(h 
nach  der  Aussenseite  je  einer  Dreiecksseite  positiv  zu  nehmen 
ist.  Die  erste  Nulllinie  geht  durch  die  drei  Punkte,  in  denen 
die  Halbirungslinien  der  drei  Aussenwinkel  die  Gegenseiten 
schneiden-,  jede  der  drei  anderen  Nulllinien  geht  durch  einen 
der  obigen  drei  Punkte  und  durch  die  beiden  Punkte,  in  denen 
die  beiden  andern  Seiten  von  den  Qalbirungslinien  ihrer  Gegen- 
winkel geschnitten  werden.  Durch  Betrachtung  dieser  Nulllinien 
ergiebt  sich  nun  ohne  analytische  Behandlung  eine  Anzahl  von 
bemerkenswerthen  und  zum  grossen  Theil  neuen  Sätzen,  von 
denen  wir,  da  wir  auf  alles  Einzelne  nicht  eiugehen  können,  nnr 
den  folgenden  erwähnen  wollen:  Fällt  man  von  einem  Punkte  anf 
die  drei  Seiten  Lothe,  so  verhält  sich  die  Summe  der  Lothe  zu 
der  Entfernung  des  Punktes  von  einer  Nulllinie,  wie  eine  Höhe 
des  Dreiecks  zur  Entfernung  des  Anfangspunktes  dieser  Höhe 
von  derselben  Nulllinie,  oder  wie  die  Excentricität  eines  der 
vier  Bertthrungskreise  zum  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
(dabei  ist  das  Vorzeichen  der  Lothe  ebenso  zu  nehmen,  wie 
für  die  betreffende  Nulllinie.  Excentricität  eines  BerQhrung»- 
kreises  ist  die  Entfernung  seines  Mittelpunktes  vom  Mittelpunkt 
des  umschriebenen  Kreises).  Wd. 
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A .  Grunert.  Ueber  einen  geometrischen  Satz.  Grunert  Arch. 

L.  115-118.  1869. 
Beweis  folgenden  Lehrsatzes,  der  den  von  den  Herren 
Brioschi  nnd  Bett!  ihrer  Uebersetzung  von  £uclid*s  Elementen 
hinzugeftlgten  Uebungen  entlehnt  ist:  „Wenn  um  ein  gleichsei- 
tiges Dreieck  ABC^  dessen  Seite  a  sein  mag,  ein  Kreis  und  ein 
zweiter  mit  diesem  concentrischer  Kreis  mit  dem  beliebigen 
Halbmesser  g  beschrieben  ist:  so  ist,  wenn  P  ein  beliebiger  Punkt 
in  diesem  zweiten  mit  dem  ersten  coneentrischen  Kreise  ist,  die 
Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  PA,  PB,  PC  des  Punktes 
P  von  den  Spitzen  Ay  Ä,  C  des  gleichseitigen  Dreiecks  ABC  eine 
constante  Grösse,  nämlich  von  der  Lage  des  Punktes  P  in  dem 
zweiten,  dem  ersten  coneentrischen  Kreise  unabhängig".    0. 

E.  Lemoine.    Note  sar  l'expression  de  la  distance  entre 

quelques    points    remarquables    d'un    triangle    ABC. 
Nouv.  Ann.  (2)  IX.  311-316.  1870. 

Die  berechneten  Abstände  sind  folgende:  der  Abstand  des 
Höhendurehschnittspunktes  (ET)  vom  Mittelpunkte  (0)  des  um^ 
schriebenen  Kreises:  ÖF=:9Ä*  — Ca'  +  6'  +  c')  (Ä  Radius  des 
umschriebenen  Kreises,  o,  fr,  c  Seiten  des  Dreiecks).  Der  Ab- 
stand des  Höhendurchschnittepunktes  vom  Mittelpunkt  (/)  des 
ein-  oder  eines  angeschriebenen  Kreises  ist  auszudrucken  durch: 

z 

(r  Radius  des  ein-  oder  eines  angeschriebenen  Kreises).  Der 
Abstand  des  Mittelpunktes  des  ein-  oder  eines  angeschriebenen 
Kreises  vom  Schwerpunkt  (Jlf)  des  Dreiecks  ist  gegeben  durch 
die  Formel: 

Hieraus  ergiebt  sich  noch,  dass  der  Abstand  zwischen  den 
Mittelpunkten  des  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Kreises 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises  und  dem  Abstände  des  Mittelpunktes  des 
eingeschriebenen  Kreises  von  dem  des  Kreises  der  neun 
Punkte  ist. 

24* 
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AIb  AnwcDdung  dieser  Resultate  wird  gezeigt,  dass  das 
Euler'sche  Problem,  ein  Dreieck  zu  construiren,  von  dem  die 
Punkte  JjM,H  gegeben  sind,  zurückkommt  auf  die  L(5sung  der 
Aufgabe,  ein  Dreieck  zu  construiren,  das  einem  Kegelschnitt 
umschrieben  ist,  dessen  Brennpunkte  die  Punkte  0  und  H  und 
dessen  eine  Axe  gleich  dem  Badius  R  ist.  T. 

Chr.  f.  Lindmann.  Demonstratio  synthetica  theorematis, 
quod  ex  Elementis  Euclidis  a  Cell.  Betti  e  Brioschi 
editis  sumtum  et  pagina  116   tomi  Li   hujus  Archivi 

propositum  est.      örunert  Arch.  LI.  194-196.  1870. 

Der  Satz,  den  Herr  Lindmann  behandelt,  lautet:  Die  Summen 
der  Quadrate  der  Entfernungen  eines  Punktes  P  von  den  Ecken 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  ist  constant,  wenn  P  sich  auf  einem 
Kreise  bewegt,  der  mit  dem  dem  Dreieck  umgeschriebenen 
Kreise  concentrisch  ist. 

Es  ist  dieser  Satz  ein  ganz  besonderer  Fall  von  der  be- 
kannten Bektion,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen 
eines  Punktes  P  von  »  gegebenen  Punkten  constant  ist,  wenn  P 
sich  auf  einem  Kreise  bewegt,  dessen  Gentrum  der  Schwerpunkt 
der  11  gegebenen  Punkte  ist;  denn  für  die  Ecken  des  gleich- 
seitigen Dreiecks  sind  die  Summen  constant^  daher  ist  das  Cen- 
trum des  durch  die  Ecken  gebenden  Kreises  der  Schwerpunkt, 
und  der  von  Herrn  Lindmann  behandelte  Satz  evident.    Seh. 

W-  H.  Besant.    Mathematical  notes.    Quart.  J.  xi.  38-42. 1870. 

Die  vierte  Note  enthält  folgenden  Lehrsatz:  Der  Höhen- 
schnitt eines  Dreiecks  und  irgend  ein  Punkt  des  umgeschriebenen 
Kreises  sind  von  der  Pedallinie  des  letzteren  Punktes  aequidi- 
stant  (die  Pedallinie  ist  die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  der 
drei  Lothe  von  jenem  Punkte  auf  die  Dreiecksseiten  enthält). 

Mz. 

J.  Lappe.     Ueber    den    Feuerbach'schen  Satz    fllr   das 

ebene   Dreieck.      Borchardt  J.  LXXI.  387-392.  1870. 

Es  wird   folgender  Lehrsatz  rein  geometrisch  durch  Be- 
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tracfatung  von  gemeinschaftlichen  Tangenten,  Aehnlichkeits- 
punkten,  Potenzlinien  an  Kreisen  bewiesen: 

Der  Kreis  durch  die  Höhenfusspunkte  eines  Dreiecks  berührt 
die  vier  Kreise,  welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  berühren. 

Aus  der  Art  des  Beweises  geht  dann  noch  eine  Erweiterung 
dieses  Satzes  hervor,  welche  angegeben  wird.  Mz. 

Th.  Spieker.  Ein  merkwürdiger  Kreis  um  den  Schwer* 
punkt  des  Perimeters  des  geradlinigen  Dreiecks  als 
Analogen  des  Kreises   der  neun  Punkte.    Qrunert  Arch. 

LI.  10-14  1870. 

Es  ist  der  dem  Mittendreieck  des  gegebenen  Dreiecks  einge- 
schriebene Kreis,  wie  der  Kreis  der  neun  Punkte  der  diesem 
Dreieck  umschriebene  Kreis  ist.  Es  werden  die  in  reoiproker 
Weise  analogen  Eigenschaften  dieser  beiden  Kreise  eiuaDder 
gegenüber  gestellt  und,  wo  noth wendig,  bewiesen.  Dabei  ent- 
spricht dem  Schnittpunkt  der  Höhen  des  gegebenen  Dreiecks 
der  Schnittpunkt  der  Ecktransversalen  nach  dem  Berührungs- 
punkt des  die  Gegenseite  von  Aussen  tangirenden  Berührungs- 
kreises. Schliesslich  wird  angedeutet,  wie  die  angeführten  Eigen- 
schaften AnwenduDg  finden  auf  die  äusseren  Berühruugskreise 
des  Mittendreiecks.  Seb& 

Retsin.     D^monstrations   nouvelles  de    deux  th^orfemes 

de   g^om^trie.      Nouv.  Ann.  (2)  Vm.  530-533.  1869. 

Zuerst  wird  der  Satz  bewiesen,  dass  die  rechtwinkügeQ 
Projektionen  eines  in  der  Peripherie  des  einem  Dreieck  um- 
schriebenen Kreises  gelegenen  Punktes  M  auf  die  Seiten  dieses 
Dreiecks  eine  Gerade  bilden,  welche  die  von  M  nach  dem  Höhen- 
durchschnittspunkt des  Dreiecks  gezogene  Linie  halbirt.  Mit 
Hülfe  dieses  Satzes  wird  dann  bewiesen,  dass  die  Höhendurch- 
schnittspunkte der  vier  Dreiecke,  welche  durch  4  Gerade  in 
einer  Ebene  gebildet  werden,  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
(Nouv.  Ann.  1846  p.  13,  1847  p.  196.)  T. 

VoRSTERMAN    VAN    Oten.      Zwei    geometiische    Sätze, 

Grunert  Arch   L.  112-115.  1869. 
Mittheilung  zweier  geometrischen  Sätze,  die  der  Verfasset 
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Ton  Schülern   seines  Instituts  hat  beweisen   lassen.    Dieselben 
beziehen  sich  auf  die  Halbirungslinien  der  Winkel  eines  Dreiecks. 

0. 

Chr.  Lindmann.    Problema  geometricum.    Gmnert  Arch.  Li. 

247-253.  1870. 
Herr  Lindmann  behandelt  die  Aufgabe,  eine  gerade  Linie 
durch  einen  Punkt  so  zu  legen,  dass  ein  gegebenes  Dreieck  in 
zwei  gleiche  Theile  zerlegt  wird.  Seh. 

W.    Stammer.      Ueber    Fermat's    geometrischen    Satz. 

Gruoert  Arch.  L.  111-112  1869. 
Der  Fermat'sche  Satz  ist:  „Errichtet  man  über  der  Hypote- 
nuse eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ein  Quadrat  und  verbindet 
die  Spitze  des  rechten  Winkels  mit  den  Ecken  desselben,  so  ist 
die  Summe  der  Quadrate  über  den  durch  diese  Linien  abge- 
schnittenen Abschnitten  der  Hypotenuse  bis  zur  Gegenecke  gleich 
dem  4  fachen  Quadrat  der  halben  Hypotenuse".  Zu  diesem  Satze 
werden  2  Beweise  mitgetheilt.  0. 

G.  Dostor.    Propri^t^s  du  triangle  rectangle.   Gninert  Arch. 

LI.  103-105.  1870. 
Bezeichnen  a,  6,  c,  resp.  die  Hypotenuse  und  die  Katheten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  d  das  Loth  zur  Hypotenuse, 
a\h\d  und  d!  die  analogen  StUcke  eines  dem  ersten  Ahnlichen 
Dreiecks,  so  lassen  sich  die  bewiesenen  Sätze  folgendermassen 
aussprechen: 

d^=F  +  ^'  «a'=66'+cc',  _  =  _  +  -. 
üeberhaupt  lässt  sich  aus  jedem  Satze  eines  Polygons  ein 
Satz  über  zwei  ähnliche  Polygone  ableiten,  wenn  man  die  Seiten 

o,  6,  c   durch   die   mittleren    Proportionalen   j/oo',  }^,  }fcd 

zwischen  a  und  a',  6  und  6' . . .  ersetzt,  sobald  in  dem  ursprüng- 
lichen Satze  nur  die  Seiten  und  Winkel  vorkommen.  Z.  B.  aus 
a*  ==  &•  +  c'— 26c  cos  A  erhält  man :  aa!=^  66'+  cc*— 2|/66'  j^cos  A. 
Der  erste  und  dritte  Satz  vom  rechtwinkligen  Dreieek  werden 
auf  Tangente,  Normale  und  Ordinate  einer  beliebigen  Curve  an- 
gewandt. T. 
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C.  A.  Bretschneidbr.  Bemerkungen  zu  den  Bd.  XLVIII. 
p.  480  des  Archives  von  Herrn  Ligowski  mitgetheilten 

Uebungsaufgaben.      Gmnert  Arch.  L.  117-120.  1869. 

Berichtigende  Bemerkungen  des  Verfassers  zu  den  Lösungen 
der  Aufgaben  über  rationale  Dreiecke.  0. 

A.  Grunert.  Allgemeine  analytische  Theorie  der  Funk- 
tion n{x)  und  über  eingebildete  Dreiecke  und  Punkte. 

Grnnert  Arch.  LI.  423-498.  1870. 
Siehe  Abschnitt  VII.  Cap.  1.  p.  191. 

A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize"  paper  1870.  Question  3. 

Messenger  V.  186-187.  1870. 
In  einer  Ebene  sind  A^  B,  C,  D  feste,  P  ein  variabler  Punkt. 
Es  existirt  dann  zwischen  den  Flächen  der  Dreiecke  FAB  u.  s.  f. 
folgende  lineare  Relation: 

a.PAB  +  ß,PBC+r'PCD  +  d.PDA=:0, 
wo       a:/J:y:*  =  234.341:- 341.412:412. 123: -123.341 
und  234,  341,  412,  123  für  die  Dreiecke  BCD,  CDA,  DAB,  ABC 
gesetzt  sind.  Glr.  (0). 

J.  F.  Wulff.      Note    on    Euclid    Book  VI.    Prop.   7. 

Quart  J.  XL  76-77.  1870.  Mz. 

TmELE.  Lösning  af  Opgave  228.  Tychsen  Tidsskr.  (2)  V. 
136.  1869. 

Beweis  einiger  Formeln  für  das  Vierseit        Hn.  (Wn.) 

H.  Nawrath.  üeber  die  Construktion  eines  einfachen 
Polygons,  welches  einem  gegebenen  gleichnamigen 
Polygon  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  um- 
schrieben ist.      Gmnert  Arch.  L.  1-11.  1869. 

Es  wird  aus  der  von  Steiner  (Entwickl.  d.  Abh.  geom.  Gest. 
p.  94)  gegebenen  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  ein  Criterium 
fllr  diesen  speciellen  Fall  abgeleitet;  dasselbe  ist  jedoch  zu  eng, 
da  es  nicht  alle  möglichen  Fälle  umfasst.  8chz. 


Digitized  by  VjOOQIC 


354    VIIL  Abschnitt.   Roiae,  elementare  u.  synthetische  Geometrie. 

G.  Affolter.     Beitiäge    zur    Geometrie    der    Vielecke. 

Pr.  Solothurn  1870. 
An  den  geometrischen  SatZj  dass,  wenn  sich  ein  Winkel  bei 
constanter  Grösse  so  bewegt,  dass  seine  Schenkel  sich  um  feste 
Punkte  drehen,  sein  Scheitel  einen  Kreis  beschreibt,  und  an  deu 
algebraischen  Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Combinationen  yoq 
n  Elementen  zur  *"^"  Klasse  ohne  Wiederholung,  werden  Be- 
trachtungen geknüpft,  welche  erstens  zur  Bestimmung  der  An- 
zahl A  der  n-Ecke  führen,  welche  alle  einem  gegebenen  n-£ck 
ähnlich  sind  und  ausserdem  so  liegen,  dass  irgend  welche 
Seiten  eines  und  desselben  durch  vier  gegebene  Punkte  gehen, 
und  zweitens  der  Anzahl  D  der  n-Ecke,  welche  gleichfalls 
einem  gegebenen  n-Ecke  ähnlich  sind,  aber  ausserdem  so 
liegen,  dass  irgend  welche  Ecken  eines  und  desselben  auf  vier 
gegebenen  Geraden  liegen.  Man  erhält  für  A  wie  für  D  den 
Ausdruck:  2(n  +  3)[n(n-l)Cn-2)-3a-5/?], 
wo  in  der  Formel  für  A,  a  die  Anzahl  der  gleichschenkligen  und 
ß  der  gleichseitigen  Dreiseite  bedeutet,  welche  durch  je  drei 
Seiten  des  n-Ecks  gebildet  werden,  in  der  Formel  fllr  D  aber 
a  die  Anzahl  der  gleichschenkligen,  ß  der  gleichseitigen  Drei- 
ecke bedeutet,  welche  die  Zusammenfassung  je  dreier  Ecken 
des  n-Ecks  ergiebt.  An  die  Lösung  jeder  dieser  Aufgaben 
schliesst  sich  die  Herleitung  einiger  Beziehungen  der  Lage 
zwischen  den  die  gegebenen  Bedingungen  gleichzeitig  erfüllen- 
den n* Ecken.  Schliesslich  giebt  der  Verfasser  den  Weg  zur  Lö- 
sung der  Aufgaben,  welche  gewissermassen  in  der  Mitte  zwischen 
diesen  beiden  liegen,  wo  nämlich  statt  der  vier  Punkte  oder 
statt  der  vier  Geraden,  p  Punkte,  durch  welche  Seiten  des  ge- 
suchten Polygons  gehen  sollen,  und  g  Gerade,  auf  denen  Ecken 
desselben  liegen  sollen,  gegeben  sind,  wenn  p  +  g  =  i  ist. 

Seht. 

P.  Huther.     Elementare   Bestimmung    des  Punktes   in 

der  Ebene  eines  Polygons,    flir  welchen  die  Summen 

der  Quadrate    seiner   Entfernungen    von    den   Ecken 

des  Polygons  ein  Minimum  wird.     Pr.  Regensburg  1870. 

Der  Herr  Verfasser  hält  die  vorliegende  Scbrift  sowohl  in 
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Betreff  des  Stoffes  als  der  Behandlung  für  nicht  angeeignet,  eine 
Programmabhandlung  zu  bilden,  die  auch  von  Schülern  studirt 
werden  könnte.  Die  bekannte  Eigenschaft  des  Schwerpunktes 
des  Systems  von  beliebig  vielen  Punkten  ist  auf  eine  elementare 
Weise,  jedoch  nicht  gerade  auf  die  einfachste,  entwickelt,  und 
es  geht  nicht  einmal  aus  der  Betrachtung  hervor,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  ganz  allgemein  der  Schwerpunkt  des  Systems  der 
gegebenen  Punkte  ist^  und  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch  bei 
einem  System  von  Punkten  im  Baume  stattfindet.  Das  Minimum 
der  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  ergiebt  sich  gleich 
dem  n'"'  Theile  der  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  je 
zweier  der  gegebenen  Punkte.  A. 

Chb.Schmidt,  Das  reguläreSiebeneck  geometrisch  constmiil;* 

München,  FiDsterlin  1870. 
Unrichtig.  •  Schz. 

J.  J.  Sylvester.     Note    on    a    new  conlinued   fraction 
applicable  to  the  quadrature   of  the  circle.     Phil.  Mag. 

XXXVIL  373-375.  1869. 
Es  wird  bewiesen,  dass 


2  ^1+2 


1  +  6 


1  +  12 


1+20 


1+ininf.      Csy.  (0.) 
J.  Smith.     The  ratio  between  diameter  and  circumfe- 

rence   in  a  circle.     London,  Slmpkin  1870. 

Oppermann.  En  Tilnarmelsesformel.  Meddelt  af  S.  Hertz- 

sprang.     Tychsen  Tidsakr.  (2)  V.  10t.  18G9. 

Beweis  des  folgenden  Satsi^s:   „Es  sei  B  die  Länge  eines 
£rebbogens,  C  die  Länge  der  zugehörigen  Sehne, 
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80  ist  die  Anzahl  der  Orade  des  Bogens  annäliernd: 

C,  W*  Merrifield.  On  a  Geometrical  proposition,  indica- 
ting  that  the  property  of  the  radical  axis  was  probably 
discovered  by  the  Arabs.  Proc.  of  the  Lond.  M.  s.  IL  175-177. 1869. 

Bestimmt  mau  auf  dem  Durchmesser  AB  eines  Halbkreises 
0  irgend  einen  Punkt  C^  errichtet  über  AC  und  CB  zwei  Halb- 
kreise (y  und  0"  und  in  C  die  Senkrechte  CD  auf  AB,  so  sind 
die  Kreise,  welche  auf  beiden  Seiten  Ton  CD  diese  Senkrechte 
und  die  Halbkreise  berühren,  einander  gleich.  Diesem  Satz, 
welcher  sich  unter  den  Lemma's  findet,  welche  die  arabischen 
Schriftsteller  dem  Archimedes  zuschreiben,  haben  dieselben  zwei 
Scholien  beigefügt,  welche  ausdrücken,  dass  dieselbe  Eigenschaft 
Statt  hat,  sowohl  wenn  die  Halbkreise  0'  und  0"  sich  schneiden, 
die  Senkrechte  aber  durch  den  Schnittpunkt  geht,  als  auch  wenn 
0'  und  0"  sich  weder  schneiden  noch  berühren,  die  Senkrechte 
dagegen  durch  den  Schnittpunkt  zweier  gleicher  Tangenten  an 
0'  und  0"  geht.  Der  letztere  Theil  wird  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser auf  elementare  Weise  bewiesen.  Schz. 

M,  CoLLiNS.    On  the  common  tangents  of  circles.    Bep. 

Brit  Ass.  1869.    Mondes  XXI.  413.  Csy. 

J.  Ch.  Dupain.     Note    sur  les    tangentes  communes  k 

deux  circles.      Nouv.  Ann.  (2)  Vin.  458-459.  1869. 

Die  Note  behandelt  den  Satz,  dass  die  4  Schnittpunkte  der 
äussern  mit  den  innem  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier 
Kreise  auf  der  Peripherie  eines  neuen  Kreises  liegen,  dessen 
Durchmesser  die  Centrale  der  beiden  gegebenen  Kreise  ist. 

T. 

S.  Morel.    Problfemes  de  gecmetrie.    Noav.  Ann.  (2)  vni.  232 

bis  236.  1869. 
Zuerst  wird  die  Aufgabe  gelöst^  zwischen  zwei  Geraden  an 
einen  Kreis  eine  Tangente  so  zu  ziehen,  dass  das  zwischen  den 
Geraden  gelegene  Stück  der  Tangente  durch  den  Berührungs* 
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punkt  halbirt  wird.    Die  Lage  des  Berührungspunktes  wird  mit 
Hülfe  einer  Hyperbel  bestimmt. 

Diese  Aufgabe  wird  dann  dazu  benutzt^  um  auf  einem  Kreise 
einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  die  Summe  seiner  Entfer- 
nungen von  zwei  ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  festen 
Funkten  ein  Minimum  wird.  T. 

G.  Dostor.  Calcul  des  rayons  des  deux  cercles  qui  tou- 
chent  trois  cercles  tangents  deux  k  deux.    Gmoert  Arch. 

LI.  191-193.  1870. 
Mit  Hilfe  der  Relation: 

cos  'a  +  cos  •/?+  cos  V  —  2  cos«  cos/?cos/  =  1, 
welche  für  a-\-ß-\-y=z2n  besteht,  ergiebt  sich  die  Grösse  der 
Radien  der  beiden  Kreise,  welche  drei  andere  berühren,  die  sich 
selbst  zu  je  zweien  gegenseitig  berühren.  Ferner  wird  die  Be- 
dingung untersucht,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  der  eine  der 
beiden  gesuchten  Kreise  in  eine  gerade  Linie  übergehe,  und  zu- 
letzt wird  auch  der  Fall  erörtert,  dass  zwei  der  gegebenen  Kreise 
einander  gleich  sind.  T. 

J.  EuxES.   Das  AppoUonische  Taktionsproblem.    Pr.strass. 

bürg  1870. 

ZoNS.  üeber  harmonische  Punkte  und  Strahlen,  Pol 
und  Polare ,  Aehnlichkeitspunkte ,  Potenzlinie  und 
Potenzkreis.     Pr.  Köln  1870. 

Diese  Arbeit  soll  eine  Lücke  in  dem  Lehrbuche  der 
(Geometrie  von  Dr.  Ley  ausfüllen,  entwickelt  die  Eigenschaften 
der  im  Titel  angegebenen  Gebilde  auf  algebraischer  Grund- 
lage und  enthält  in  den  Besultaten  wohl  nur  Bekanntes. 

Seht. 

V.  EuGENio.     Dimostrazione  di  un  teorema  di  Eulero. 

T.  FüORTES.     Attra  dimostrazione  dello  stesso  teorema. 

Battaglini  G.  VII.  377-378.  1869. 

Zwei  Beweise  eines  Satzes  aus  der  niederen  Planimetrie 
durch  direkte  Berechnung ,  der  zweite  ist  jedoch  weit  kurzer  in 
Folge  angemessener  Auswahl  des  Weges.  H. 
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C.  A.  Bretschneider.  Der  Lehrsatz  des  Matthew  Stewart. 

Granert  Arch.  L.  11-17.  1869. 

Aus  dem  Stewart'schen  Satze  werden  einige  metrische  Re- 
lationen abgeleitet  und  ftlr  die  von  dem  Herrn  Verfasser  im 
Archiv  Bd.  II.  Seite  239  veröflFentlichte  Verallgemeinerung  ein 
einfacherer  Beweis  angegeben.  Schz. 

Binder.    Das  Malfatti'sche  Problem.    Pr.  Schönthal,  Tübingen 

1868. 

Der  chronologischen  Reihenfolge  nach  enthält  die  vorliegende 
Arbeit  den  zweiten  rein  geometrischen  Beweis  der  Steiner'schen 
Lösung  (Grelle  J.  I.  178)  der  ursprtlnglich  Malfatti'schen  Auf- 
gabe [Memoria  sopra  un  problema  stereotomico  (Mem.  di  Mate- 
matica  e  di  Fisica  della  S.  J.  delle  scienze.  Modena  1803  tomo 
X.  parte  P.  pag.  235)],  der  sich  aber  in  einer  für  ihn  so  vortheil- 
haften  Weise  von  dem  ersten,  von  Quidde  (Pr.  Herford  1865) 
herrührenden,  —  der  nicht  viel  mehr  als  eine  blosse  Analyse  der 
Steiner'schen  Lösung,  und  daher  wenig  geeignet,  den  Leser  zu 
befriedigen — ,  unterscheidet,  dass  man,  der  Sache  nach,  ver- 
sucht sein  möchte,  dieses  Prädikat  erst  auf  den  Binder'schen  in 
Anwendung  zu  bringen. 

Es  stützt  sich  der  hier  gegebene  Beweis  auf  mehrere  ele* 
mentare  und  elementar  zuerst  bewiesene  Lehrsätze  über  Tan- 
genten an  Kreise. 

Diesen  folgt  die  Deduktion  eines  Problems,  das  sich  selbst 
wieder  in  drei  Aufgaben  spaltet,  von  denen  die  letzte  das  Mal- 
fattrsche  Problem  im  engeren  Sinne  umfasst,  und  die  der  Reihe 
nach  behandelt  werden. 

Im  sechsten  Abschnitte  geschehen  die  Erörterungen  aller 
möglichen  Lösungen  der  drei  Aufgaben  dieses  durch  seine  all- 
gemeine Fassung  interessanten  Problems,  insbesondere  auch 
Untersuchungen  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  immer  möglichen 
Lösungen,  bei  denen  Referent  sich  begnügen  muss,  auf  Binder's 
Arbeit  hinzuweisen,  welche  diese  Untersuchungen  in  umfassen- 
dem Sinne  vollständig  durchgeführt  enthält. 

In  dem  Punkte  der  32  immer  möglichen  Lösungen  stimmt 
Binder  mit  Steiner   überein;   die  von  Steiner   behaupteten   48 
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weiteren  Lösungeii  reduciren  sich^  wie  Binder  gezeigt  hat,  wenn 
man  nur  ungleichseitige  Dreiecke  in  Betracht  zieht,  immer  auf 
40y  nach  Umständen  aber  auf  30. 

Weiter  finden  sich  im  sechsten  Abschnitte  einige  historische 
Bemerkungen  zum  Malfatti'schen  Problem. 

Bekanntlich  hat  Plücker  (VI.  Abschnitt  der  analyt-geom. 
Aphorismen.  Grelle  J.  XI.  356)  für  die  Steiner'sche  Verallge- 
meinerung der  Maifatti'schen  Aufgabe  zwei  Konstruktionen  ge- 
geben, die  im  Wesentlichen  von  der  Steiner'schen  Lösung  ab- 
weichen und  den  beiden  Fällen  entsprechen,  iu  denen  die  drei 
gegebenen  Kreise  entweder  als  einander  gleich,  oder  als  un- 
gleich angenommen  werden.  [Die  Steiner'sche  Verallgemeinerung 
der  Malfatti'schen  Aufgabe  in  der  Ebene  besteht  darin,  dass  man 
an  die  Stellen  der  Dreiecksseiten  drei  beliebige  Kreise  setzt 
(Grelles  J.  I.  Bd.  Seite  180).  Für  den  Raum  hat  Steiner  (ibidem) 
dem  Problem  eine  weitere  Ausdehnung  gegeben,  indem  er  es 
auf  beliebige  Oberflächen  zweiter  Ordnung  übertrug.  Siehe  die 
Literatur  am  Schluss  des  Referates.] 

Den  Hauptsatz,  auf  dem  die  Konstruktion  des  ersten  Falles 
beruht,  hat  Plücker  unbewiesen  gelassen,  d.  h.  ihm  den  analy- 
tischen Beweis,  den  er  angedeutet,  nicht  beigegeben,  weil  er 
glaubte,  dass  sich  derselbe  durch  eine  einfache  allgemeine  Be- 
trachtung werde  ersetzen  lassen,  im  Uebrigen  aber  die  Richtig- 
keit des  Satzes  durch  Einführung  in  seine  Konstruktion  aner- 
kannt 

Die  Unrichtigkeit  dieser  von  Plücker  aufgestellten  Behaup- 
tung, die  ein  exakter  Beweis  der  Steiner'schen  Lösung  von  selbst 
darthun  würde,  hat  Binder  im  siebenten  Abschnitte  seiner  Schrift, 
wenn  auch  nicht  strenge  erwiesen,  so  doch  im  hohen  Grade 
wahrscheinlich  gemacht;  es  würde  jedoch  zu  weit  führen,  wenn 
Referent  sich  ausführlicher  über  die  Plücker'scbe  Konstruktion 
und  Kritik  derselben  von  Binder  verbreiten  wollte. 

Auch  zu  der  allgemeineren  PlUcker*schen  Konstruktion,  ttber 
die  Referent  sich  in  derselben  Weise  äussern  kann,  wie  soeben 
über  die  des  einfacheren  Falles,  findet  man  Bemerkungen  in  der 
Abhandlung  von  Binder,  die  sich  überhaupt  in  eingehender 
Weise  mit  diesem  Gegenstande  beschäftigt,  einen  Beweis  der 
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Steiner'schen  Lösung  der  besprochenen  Verallgemeinerung  aber 
nicht  enthält. 

Binder  hat  neben  dem  Verdienste,  das  er  sich  durch  seinen 
rein  geometriscben  Beweis  der  Steiner'schen  Konstruktion  der 
einfacheren  Aufgabe  erworben,  noch  das  andere  mit  gebühren- 
dem Rechte  erlangt,  die  bis  zum  Erscheinen  seiner  Schrift  nur 
unvollständig  behandelte  Bestimmung  der  Anzahl  der  möglichen 
Lösungen  in  einer  genauen,  durchgreifenden  Betrachtung  erörtert 
und  endlich  für  die  allgemeinere  Malfatti'sche  Aufgabe  das  In- 
teresse der  Mathematiker  wieder  wach  gerufen  zu  haben. 

Siehe  auch  die  Abhandlungen  von  Cayley  in  den  Philoso- 
phical  Transactions  vom  Jahre  1852,  Clebsch  (Grelles  Journal 
53.  Bd.)  und  Schellbach  (Grelles  J.  45.  Bd.).  Wtn. 

ZoRER.     Malfatti'sclies  Problem.    Trigononaetrische  Auf- 
lösung.    Pr.  EUwangen  1870. 

In  diesem  Programme  hat  Herr  Zorer  durch  eine  trigono- 
metrische Behandlung  der  Malfatti'schen  Aufgabe  im  engeren 
Sinne,  und  zwar  nur  dieser  allein,  die  neueste  Bearbeitung  des 
Problems  geliefert.  Der  Inhalt  seiner  Schrift  ist,  dem  Wesent- 
lichen nach,  folgender: 

Nachdem  Herr  Zorer  die  Steiner'schen  Hilfskreise  a,  /9,  y  (die 
von  Steiner  gewählten  Bezeichnungen  sind  möglichst  beibehalten) 
konstruirt  hat,  fällt  er  von  0  (Mittelpunkt  des  dem  gegebenen 
Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kreises)  aus  Lothe  auf  die  Seiten 
AB^  AC^  BC  und  theilt  so  im  Vereine  mit  den  Geraden  AO^  BO,  CO 
das  gegebene  Dreieck  in  sechs  neue,  in  deren  jedes  er  einen 
Kreis  einschreibt. 

Je  zwei  dieser  Kreise,  nämlich  innerhalb  eines  der  Winkel- 
räume Aj  B,  C  gelegene,  werden  sich  in  je  einem  und  demselben 
Punkte  £,  F,  E?'  auf  CO  resp.  BO^  AO  berühren. 

Trägt  man  von  den  drei  Grössen  OE,  OF,  OP'  die  eine, 
OEj  von  tt?"  aus  nach  beiden  Seiten  hin  auf  der  Geraden  AB 
auf,  und  in  ähnlicher  Weise  OF,  OjB"  von  tr'  und  w  aus,  so 
werden  hierdurch  die  Berührungspunkte  t?",  u",  resp.  u',  ii',  ti,  © 
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und  somit  auch  die  Mittelpunkte  a,  b,  o  der  drei  gesachten  Kreise 
gefanden. 

Es  folgen  nach  dieser  noch  sechs  Eonstraktionen  ^  auf  die 
Referent  näher  einzugehen  unterlassen  kann,  und  die  zum  Theil 
als  Corollarien  der  bereits  erklärten  auftreten,  theils,  wenngleich 
nicht  direkt  ausgesprochen,  einen  Beweis  der  Bichtigkeit  der 
Steiner'schen  Konstruktion,  deren  Existenz  aber,  was  einiger- 
massen  befremden  muss,  mit  keinem  Worte  Erwähnung  geschieht, 
enthalten.  Wtn. 

Fabeb.     Einige   Sätze  und  Aufgaben  von   Orthogonal- 
Kreisen.     Pr.  Lauban  1869.  Schz. 

V.  Mollame.    Dimostrazione  dei  teoremi  3  e  4,  enuu- 
ciati  a  pag.  228.     Battaglini  G.  vin.  366.  1870. 

Siehe  Abschnitt  IX.  Gap.  2C. 
V.  N.  BiToNii.     Dimostrazione  delle  quistioni  2,  3  e  4. 

Battaglini  G.  VIIL  291.  1870« 
Siehe  Abschnitt  IX.  Cap.  2C. 

D.   Orlando.     Dimostrazione   dei    teoremi    proposti  da 

V.   N.   Bitonti.   Battaglini  G.  VIIL  204.  1870.  Schz. 

LiONNET.      Demonstration    d'un    thdorfeme    de    Format 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  189.  1870. 
Der  Satz  lautet:  lieber  eine  begrenzte  Gerade  AB  sei  ein 
Halbkreis  und  auf  der  anderen  Seite  Aber  AB  ein  Rechteck 
ABCP  beschrieben,  so  dass  AB = AD. ^2  ist;  auf  dem  Halbkreise 
nehme  man  einen  Funkt  M  an  und  ziehe  MC  und  MD^  welche 
AB  in  c  und  d  schneiden  mögen,  dann  ist:  A€*-{-Bd*=AB*. 

Mz. 

Gbant.      DiJmonstration    d'un    th^orfeme    de    g^om^trie. 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  188.  1870. 

Folgender  Satz  wird  bewiesen: 

Trifft  em  veränderlicher  Kreis,  der  aber  stets  durch  einen 
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festen  Punkt  P  geht,  einen  Kegelschnitt  in  den  Punkte  Ä^  A\ 
A%A*\  so  ist,  wenn  R  der  Radius  des  Kreises, 
FA,PA\PA''.PA''' 
W 

eine  constante  Grösse.  Mz. 

G.  V.  ScHiAPARELLi.  Rclazione  „sopra  una  regola  pro- 
posta  per  la  triaezione  dell'angolo  dal  sig,  Gaetano 
Baratto  di  Napoli".  Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  IL  1869. 

Die  Regel  des  Herrn  Baratto  besteht  in  Folgendem:  Ge- 
geben ist  ein  Winkel  0.  Ein  Kreis  mit  0  als  Mittelpunkt 
schneide  die  Schenkel  in  A  und  B,  Der  Mittelpunkt  des  Ro- 
gens AB  sei  C.  Man  lege  in  B  eine  Tangente  an  den  Kreis 
und  verbinde  den  Schnittpunkt  D  derselben  mit  der  Sehne  AC 
mit  0,  so  ist  DOB  der  dritte  Theil  des  gegebenen  Winkels. 
Der  Verfasser  des  Berichts  bemerkt,  dass  man  an  eine  solche 
Lösung  den  Massstab  wissenschaftlicher  Strenge  nicht  legen  dürfe, 
zeigt  indess  mittelst  einer  Zahlentabelle,  dass  obige  LOsung  eine 
praktisch  genügende  Annäherung  gebe,  wenn  der  Winkel  nicht 
grösser  als  90"  sei.  Bei  grösserem  Winkel  wird  der  begangene 
Fehler  jedoch  zu  gross.  Jg,  (0.) 

JoUANNE.     Ti'isection  de  Tangle  au  moyen  du  lima^^on 

de   Pascal.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  40.  1870. 

Es  wird  die  PascaVsche  Spirale  benutzt,  d.  h.  die  Fuss- 
punktencurve  eines  durch  den  Scheitel  des  Winkels  gehenden 
Kreises  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  der  auf  der  Verlängerung 
eines  Schenkels  ebenso  weit  vom  Scheitel  entfernt  ist,  wie  der 
Mittelpunkt  des  Kreises.  M. 

E.  Saymie.     Division   d'un    angle  en   parties  Egales  et 

multiplication   du   Cube.      Mondes  (2)  XXII.  348-356.  1870. 

Enthält  eine  Methode  um  mit  Htilfe  der  ArchimediBchen 
Spirale  einen  Winkel  in  3  gleiche  Theile  zu  theilen,  nebst  der 
Beschreibung  eines  Instrumentes  zum  Zeichnen  einer  solchen 
Spirale.  0. 
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C-  A.  Bretschnelder.     Die  harmoniscben  Polarcurven. 

Gniuert  Arch.  L.  475-499.  1869. 
Zu  dem  Zweck,  als  Material  für  den  Unterricht  zu  dienen, 
werden  einige  Eigenschaften  und  metrische  Beziehungen  der  Gurve 

abgeleitet.  E»  ist  dies  dieselbe  Curve,  welche  erhalten  wird, 
wenn  man  eine  Kreisschaar  mit  einem  einfachen  Strahlbüschel, 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  gemeinschaftlichen  Secante  Hegt,  so 
in  eindeutige  Beziehung  bringt,  dass  jedem  Kreise  derjenige 
Strahl  zugeordnet  ist,  welcher  durch  seinen  Mittelpunkt  geht. 

Schz. 

RüSENDAHL.     Quadratur   uud   Eectification   der  Curven. 

Pr.  Bielefeld  1869.  Ni. 

J.  ScHLOTKE.     Stereoskopische  Figuren.     Hamburg  1870. 

Die  vorliegende  Sammlung  enthält  32  stereoskopische  Dar- 
stellungen aus  dem  Gebiete  der  Stereometrie  und  sphärischen 
Trigonometrie,  die  zur  Unterstützung  des  Unterrichts  in  diesen 
Gegenständen  dienen  sollen. 

Siehe  auch  Hoflfmann  Z.  I.  159-160.  1870.  0. 

Marx.    Die  Elemente  der  Geometrie  des  Eaumes  (Fort- 
setzuDg  der  Abhandlung  im  Pr.  1866).    Pr.  Worms  1869. 

In  der  ersten  Abhandlung  (i.  P.  1866)  Ober  die  Elemente 
der  ebenen  Geometrie  wurde  der  planimetrische  Winkel  als  das 
zwischen  zwei  Geraden  gelegene  unendliche  Stttck  der  Ebene 
definirt,  und  daraus  die  Sätze  über  die  planimetrischen  Winkel 
hergeleitet.  Diese  Anschauungsweise  wird  in  der  gegenwärtigen 
Abhandlung  auf  den  Kaum  übertragen. 

Als  stereometrischer  Winkel  oder  Flächen- Winkel  (zwischen 
einer  Geraden  und  einer  Ebene  liegt  nur  ein  planimetrischer 
Winkel)  wird  das  unendliche  Stück  des  Raumes  definirt,  das 
zwischen  zwei  Ebenen  liegt.  Hierdurch  gewinnt  man  die  Sätze 
über  die  Flächenwinkel,  welche  denen  Ober  planimetrische  Winkel 
analog  sind. 

Fprucbr.  d.  Math.  U.  J,  25 
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Die  Ecke  wird  als  das  unendliche  Stück  des  Raumes  de- 
finirt,  das  von  drei  oder  mehr  Ebenen  begrenzt  wird,  welche 
durch  einen  Punkt  gehen.  Jeder  Flächenwinkel  wird  durch 
eine  dritte  Ebene  in  Ecken  getheilt;  daher  kann  man  die  Grösse 
der  Ecke  durch  die  Grösse  eines  Flächenwinkels  ausdrücken^ 
und  so  ergeben  sich  die  Sätze  über  die  Ecken.  Besonders  be- 
handelt sind  die  Centralecken,  d.  h.  Ecken,  deren  Spitzen  in 
einem  Punkte  liegen,  und  deren  Gesammtinhalt  den  ganzen  Raum 
erfüllen.  Diese  Centralecken  bilden  den  Uebergang  zu  den 
Polyedern. 

Polyeder  ist  dasjenige  von  Ebenen  vollständig  und  zwar  so 
begrenzte  Stück  des  Raumes,  dass  eine  jede  Gerade,  welche 
durch  einen  beliebigen  seiner  Punkte  gelegt  wird,  nach  jeder 
Seite  dieses  Punktes  hin  eine  Ebene  trifft. 

Wählt  man  die  Centralecken  so,  dass  jede  unendlich  klein, 
ihre  Anzahl  also  unendlich  gross  wird,  dann  geht  die  Obei-fläche 
der  zugehörigen  Polyeder  in  eine  einzige  krumme  Fläche  über; 
man  erhält  die  Eugeloberfläche.  T. 

Anonymus.    Euclid  XL  etc.    Messenger  v.  3-5.  1869. 

Modificirter  Beweis  von  Euclid  XL,  4,  6,  8,  nebst  einer 
Untersuchung  über  die  Gleichung  einer  Ebene.       Glr.  (0.) 

Le  Besgue.     Sur  las   questions  894  et  961.     Noqt.  Ann. 

(2)  VIII.  556-557.  1869. 
Lösung  der  Aufgabe,   ein  gerades  Prisma  mit  gegebener 
Basis  so  zu  durchschneiden,  dass  der  Schnitt  einem  gegebenen 
Dreieck  ähnlich  wird.  M. 

F.  Unferdinger.  Theorie  des  Tetraeders  aus  den  6  Kanten. 

Gronert  Arch.  LL  353-367.  1870. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  den  Lagrange'schen 
Ausdruck  für  das  Volumen  des  Tetraeders  durch  die  6  Kanten, 
den  Gamot'schen  für  dasselbe  durch  2  Gegenkanten,  ihren  klein- 
sten Abstand  und  ihren  Kreuzungswinkel  und  die  Crelle'sche 
Darstellung  des  Radius  der  umschriebenen  Kugel  nach  einheit- 
licher Methode  herzuleiten,  und  löst  sie  durch  Einf&hrung  der 
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Winkel,  unter  welchen  sich  die  den  Seiten  umschriebenen  Kreise 
schneiden,  und  welche  die  Kreiswinkel  derjenigen  Kante  heissen 
mögen,  die  die  gemeinsame  Sehne  beider  Kreise  ist.  Hierbei 
werden  gleichzeitig  folgende  Sätze  gewonnen: 

Die  Kreiswinkel  zweier  Gegenkanten  sind  einander  gleich. 

Die  Summe  aller  6  Kreiswinkel  beträgt  4  Bechte. 

Die  Quadratsumme  der  Abstände  der  Mitten  zweier  Paare 
von  Gegenkanten  ist  gleich  der  halben  Quadratsumme  des  dritten 
Paares. 

Das  Tetraeder  ist  der  dritte  Theil  des  umschriebenen  Pa- 
rallelepipeds.  H. 

E.  G.  Björling  (senior).     Om  de  reguliera  polyedrame. 

Dinner  Tidsskr.  IIL  145.  1870. 
Theorie   der  regulären   Polyeder,   für   den  Unterricht  be- 
stimmt. Hn.  (Wn.) 

A.  Lobet.    Die  fünf  regelmässigen  Körper.    Pr.  Gera  1870. 

Die  Arbeit  soll  die  Ergänzung  zu  einem  nach  Ansicht  des 
Verfassers  nicht  ausführlich  genug  behandelten  Capitel  in  Lüb- 
sen's  ^Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie''  bilden. 

0. 

* 

Chr.  Hansen.    Elementar  Bestemmelse  af  Torens  Areal 

Og  Volumen.     Tychsen  TidBskr.  (2)  V.  1.  1869. 

Elementare  Ableitung  der  Formeln  für  die  Oberfläche  und 
das  Volumen  eines  Körperstumpfes.  Hn.  (Wn.) 

Seidelin.    Bevis  for  en  Satning  af  Stereometrien.    Tychsen 

Tidaskr.  (2)  VI.  22.  1870. 
Beweis  des  Euler'schen  Satzes  fUr  convexe  Polyeder.  Man 
denke  den  Körper  zusammengesetzt  aus  Pyramiden,  die  zur  Basis 
die  Flächen  des  Körpers  haben,  und  deren  gemeinsame  Spitze 
im  Innern  des  Körpers  liegt.  Der  Satz  gilt  zunächst  fbr  jede 
der  Pyramiden;  gilt  femer  der  Satz  für  einen  Körper,  der  aus 
Pyramiden  mit  gemeinsamer  Spitze  so  zusammengesetzt  ist,  dass 
jede  Pyramide  mit  deji  andern  einige  Seiteuflächen  gemeinsam 

25* 
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bat,  SO  lässt  sich  beweisen,  class  der  Satz  auch  noch  gilt,  wenn 
man  diesem  Körper  eine  neue  Pyramide  hinzufügt,  die  dieaelbe 
Spitze  und  eine  beliebige  Zahl  von  Seitenflächen  mit  dem  Kör- 
per gemeinsam  hat.  —  Der  Verfasser  bemerkt,  dass  dieser  Be- 
weis viel  Aehnlichkeit  mit  dem  von  Lhuillier  hat  (Annales  de 
Gergonne  III.  p.  169).  Hn.  (Wn.) 

P,  Freuchen.  Volumen  af  et  Polyeder  begraenset  af 
Trekaiiter  udtrykt  ved  de  retvinklede  Koordinater  fil 
PolyedretS  Toppunkter.      Tychseu  Tidsskr.  (2)  vi.  189.  1869. 

Die  Spitze  A  eines  Polyeders,  dessen  Seitenflächen  Dreiecke 
sind,  habe  die  Entfernung  «  von  der  xy  Ebene,  il,,  i4„  .. .  An  seien 
die  andern  Endpunkte  der  in  A  zusanimenstossenden  Kanten, 
und  diese  Punkte  mögen  von  der  zy  resp.  «o?  ^bene  folgende 
Abstände  haben  a?, ,  x, . . .  Xn  resp.  y^^y^-*  y»-  Die  Indices  i,  2  ...n 
endlich  seien  so  geordnet,  dass  für  einen  Beobachter  in  A  die 
Zahlen  von  links  nach  rechts  hin  wachsen;  dann  hat  das  Vo- 
lumen des  Polyeders  folgenden  Werth: 

wo  arp+i=a?, ,  rPp_i=a?„,  und  wo  man  für  z  successive  die  Di- 
stanzen aller  Ecken  von  der  xy  Ebene  und  bei  jedem  z  die  ent- 
sprechenden x^y^y  x^y^,  x^y^ ...  nehmen  muss.  Der  Verfasser 
giebt  dann  die  geometrische  Interpretation  dieser  Formel. 

Hn.  (Wn.) 

E.  LiONNET.  Note  sur  un  probl^me  dldmentaire  de  geom^- 
trie  sphdrique.     Nouv.  Anu.  (2)  VIII.  529-530.  1869. 

Die  Note  behandelt  die  Lösung  der  Aufgabe,  auf  der  Ober- 
fläche einer  massiven  Kugel,  behufs  Bestimmung  der  Grösse 
ihres  Radius,  drei  Punkte  so  zu  bestimmen,  dass  sie  auf  der 
Peripherie  eines  grössten  Kugelkreises  liegen.  Die  Aufgabe  wird 
mit  Hülfe  des  Zirkels  und  Lineals  geK^st  T. 

V.  Steinhkil.  Ueber  konstruktive  Auflösung  der  sphä- 
rischen Dreiecke.    Münch.  Ber.  1869.  II.  369. 

Berücksichtigt  man  von   den  sechs  Polen,   welche  zu  den 
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drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  der  Kugelfläche  ge- 
hören, entweder  die  drei  auf  der  Innenseite  des  Dreiecks,  oder 
die  drei  anderen,  welche  auf  der  Aussenseite  des  Dreiecks  ge- 
legen  sind,  und  schliesst  nur  den  Fall  aus,  wo  äussere  und 
innere  zugleich  vorkommen,  so  gelangt  man  zu  der  folgenden 
Eigenschaft  der  sphärischen  Dreiecke: 

„Das  sphärische  Dreieck  wird  homogen,  und  zwar  durch 
sechs  Winkel  oder  durch  sechs  Seiten  (Bögen)  ausgedrückt,  in- 
dem die  Seiten  des  Dreiecks  durch  die  Winkel  an  den  Polen, 
die  Winkel  des  Dreiecks  durch  die  Bögen  zwischen  den  Polen 
gegeben  sind,"  auf  welche  Herr  Steinheil,  nachdem  er  ihre  Ab- 
leitung gegeben,  hier  eine  konstruktive  Auflösung  sphärischer 
Dreiecke  gegründet  hat,  die  sich  gegen  das  Abmessen  des  auf 
die  Kugel  verzeichneten  Dreiecks,  ausser  giösserer  Genauigkeit, 
als  vortheilhaft  erweist  und,  wenn  man  in  der  Lösung  keine  all- 
zugrosse  Genauigkeit  verlangt  (man  wird  ungefähr  auf  '/g  einer 
Bogenminute  kommen  können),  auch  gegen  die  Rechnung 
Zeitgewinn  bringt.  Wtn. 

F.  Henrich.     1)   Lehrbuch   der   ebenen  Trigonometrie 
und  Polygoniometrie.     2)    Lehrbuch    der  sphärischen 

Tl*igOnometrie.      Wiesbaden  1870. 

Beide  Bücher  sind  für  den  Unterricht  bestimmt.  Die  Dar- 
stellung unterscheidet  sieh  nicht  von  der  allgemein  gebrauch- 
liehen.    Beide  enthalten  eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben.    0. 

A.    Ziegler.      Ebene    und     sphärische    Trigonometrie. 

Pr.  Freieing  1870. 
Ein  Lehrbuch  in  „analoger  theils  neuer,  theils  verbesserter 
Durchführung  zum  heuristischen  Unterrichte'*.    Neben  dem  leh- 
renden Theile,  in  dem  Referent  wesentlich  Neues  nicht  hat  finden 
können,  enthält  dasselbe  eine  grosse  Menge  von  Aufgaben. 

0. 

J.  J  OFFROY.    Demonstration  de  la  formule  a  — sinö<;-T-- 

Nouv.  Ann.  (2)  7III.  42-43.  1869. 
Einfacher,  grösstentheils  geometrischer  Beweis.  M. 
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A.  Delling.    Algebraisch  -  trigonometrische  Untersuchun- 
gen  über  die  regulären  Vielecke.     Halle  1869.    Mz. 

F.  Klamminger.     Die  Auflösung  der  sphärischen  Drei- 
ecke.    Pr.  Krems  1869.  Schz. 

C.  F.  J.  SoNDHAüss.    Ueber  die  Ableitung  der  Nepper'- 
schen   Analogien  und  der   Gauss'schen   Gleichungen. 

Pr.  Neisse  1872. 
Dieselbe  Ableitung  findet  sich  bereits  in  Baltzer's  Elementar- 
Mathematik.  Schz. 

G.  DosTOR.    Propri^t^s  du  triangle  sph^rique  rectangle. 

Granert  Arch.  LI.  109-111.  1870. 
Für  den  Py thagoräischen  Lehrsatz,  für  den  Satz,  dass  das  von 
dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  gefällte  Loth 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Segmenten  der  Hypote- 
nuse und  jede  Kathete  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der 
Hypotenuse  und  dem  anliegenden  Segmente  ist,  werden  in  dieser 
Arbeit  Analoga  für  das  sphärische  rechtwinklige  Dreieck  her- 
geleitet. T. 

F.  Unferdinger.     Ueber    einen   Satz   vom  sphärischen 

Dreieck.      GrunertArch.  L.  107-109.  1869. 

Sind  a,  6,  c  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  ABC] 
ferner  a,  /?,  y  die  drei  Winkel  AÄ'B^  BB'CjCC'A,  welche  die 
seitenhalbirenden  Transversalen  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
einschliessen,  so  ist: 

cos  -^  cotg  a  +  cos  -5-  cotg  /?+  cos  -H-  cotg  y = 0. 

Sind  a?,  y,  »  dieselben  drei  Winkel  für  die  winkelhalbiren- 
den  Transversalen,  so  ist  (nach  Berichtigung  eines  Druckfehlers): 

ABC 

cos  -5-  cos  a?  +  cos  -tt  cos  v  +  cos  -5-  cos  »  =  0.      Mz. 

<w  6  A 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  4.    Darstellende  Geometrie.  3gg 

Capitel  4. 
Darstellende  Geometrie. 

A.  Flohe.  Der  Unterricht  in  der  beschreibenden  Geo- 
metrie auf  Realschulen.     Pr.  Berlin  1869. 

Der  Verfasser  stellt  in  der  Arbeit  daEgenige  aus  der  be- 
sehreibenden Geometrie  zusammen,  was  er  als  Lehrstoff  für  die 
oberste  Stufe  der  Realschulen  fttr  geeignet  hält.  Sehn. 

Brennecke.  Einftihning  in  das  Studium  der  darstellen- 
den  Geometrie.      Berlin,  EnslTn  1869. 

BuTz.      Anfangsgründe    der    darstellenden     Geometrie. 

Pr.  Elbing  1869. 

H.  Behse.    Die  darstellende  Geometrie.    Halle,  Knapp  1869. 
J.  P.  Schmidt.    Cours  de  g^om^trie  descriptive.    Bmxeließ, 

Maqaardt  1869. 

C.  F.  G.  Steiner.  Geometrische  Construktionslehre  und 
Linear-Perspective  ftlr  KUnstler  und  Gewerke.    Berün, 

Mode  1869.  ,  Schz. 

KoMMERELL.    Aufgabensammlung  aus  der  darstellenden 

Geometrie.      Pr.  Tübingen  1869.  Schz. 

G.  Bellavitis.    Applicazione  della  geometria  descrittiva. 

Padova  Seminarlo  1869. 

Schlesinger.  Darstellung  der  räumlichen  CoUinear- 
projectionen  in  orthogonalen  Abbildungen.  Ein  Bei- 
trag zur  Gestaltung  der  darstellenden  Geometrie  im 

'  Sinne  der  neueren  Geometrie.  Wien.  Ber.  Lix.  636-645. 
1869.  Mz. 

K.    Budel.      Die    ersten    Elemente    der    darstellenden 

Geometrie.      Pr.  Erlangen  1870.  Schz. 
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F.  HoscHEK.     Die  centrale  Projectionsmethode  und  ihre 
Anwendung  in  der  Perspective.    Pr.  Polten  1870. 

Schz. 
E.    BaUMGARDT.      Axonometrie.      Pr.  Potsdam  1870.      Mz, 

D,  Pantanelli.   Disegna  assonometrica.   Battagiini  g.  vra. 

106.  1870.  Mz. 

D.  Kegis.    Sopra  un'  applicazione  dei  principii  di  omo- 

logia  alla  prospettiva.    Battagiini  G.  VIII.  222.  1870.        Schz. 


Capitel  5« 

Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.   Ebene  Gebilde. 
C.  F.  Geiser.    Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie. 

Leipzig  1869. 
Herr  Geiser  hat  die  Absicht,  Anfänger  mit  massigen  Vor- 
kenntnissen für  die  synthetische  Geometrie  vorzubereiten.  Eine 
solche  Vorbereitung  lässt  sich  wohl  aber  nur  durch  kräftige  An- 
regung zur  Selbstthätigkeit,  also  durch  eine  wohlgeordnete  und 
reiche  Aufgabensammlung  erreichen,  an  deren  Hand  man  die 
Hauptsätze  der  synthetischen  Geometrie  durcharbeitet.  Für  die 
reine  Geometrie  fehlt  ein  Werk  nach  Art  des  „Salraon- Fiedler, 
Kegelschnitte."  Herr  Geiser  hat  nur  eine  Anzahl  einfacher  und 
anregender  Fragen  der  elementaren  Geometrie  in  genetischer 
Form  klar  und  ausführlich  entwickelt,  so  dass  er  auch  von  sehr 
mittelmässig  Vorgebildeten  verstanden  werden  vrird.         E. 

J.  Frischauf.     Die  geometrischen   Constructionen    von 

Mascheroni  und  Steiner.      Graz,  Lenschner  u.  Lubersky  1869. 

Die  geometrischen  Constructionen  von  Mascheroni  (La  %%^ 
metria  del  compasso,  Pavia  1797,  deutsch  von  Grüson  (Berlin 
1825)  zur  Lösung,  aller,  mit  alleiniger  Anwendung  von  Zirkel  und 
Lineal  lösbaren  Aufgaben  vermittelst  des  Zirkels  allein,  und  die 
Constructionen  Jacob  Steiners  (Die  geometrischen  Constructionen, 
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ausgeführt  rermittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises, 
Berlin  1833  bei  Dümmler)  zur  Lösung  aller  derartigen  Aufgaben 
bei  fest  angenommenem  Hilfskreise  vermiitelst  des  Lineals  allein, 
sollen  nach  dem  Verfasser  der  vorliegenden  ftlr  ein  Lehrbuch  der 
Geometrie  bestimmten  Arbeit  noch  wenig  bekannt  sein.  Seine 
Darstellung  dieser  Construclionen  lehnt  sich  getreu  an  die  Ori* 
ginale  an.  Namentlich  wird  die  Lösung  der  Aufgaben  vermittelst 
des  Lineals  und  eines  festen  Hilfskreises  auf  dieselben  Funda- 
mentalaufgaben  zurückgeführt,  wie  bei  Steiner,  und  die  Lösung 
dieser  beruht  bei  beiden  meist  auf  denselben  specielieren  Auf- 
gaben; so  namentlich  die  Lösung  der  Aufgabe,  durch  einen  Punkt 
mit  einer  gegebenen  Geraden  die  Parallele  zu  ziehen.  Die  Lö- 
sung der  siebenten  und  achten  Fundamentalaufgabe,  die  beiden 
Durchschnittspunkte  eines  nicht  gezeichnet  vorliegenden,  aber 
durch  Grösse  und  Lage  gegebenen  Kreises  mit  einer  Geraden, 
sowie  die  beiden  reellen  Durchscbnittspunkte  zweier  solcher 
Kreise  zu  finden,  gründet  sich  bei  beiden  auf  die  Theorie  der 
Aehnlichkeitspunkte  und  der  Chordalen  zweier  Kreise.  Herr 
Frischauf  hat  jedoch  nur  die  zur  Erreichung  des  Zieles  unum- 
gänglich nothwendigen  Betrachtungen  aufgenommen,  und  dabei 
nur  die  ersten  Elemente  der  Euclidischen  Geometrie  vorausge- 
setzt. Seht. 

Geouard.      iStude  g^omdtrique    sur  las  figures    planes 

semblables.    Inat.  l  sect.  XXXVII.  27  u.  28;  84  u.  85;  124  u.  125; 
171  u.  172.  1870. 

Drei  ebene,  ähnliche  Figuren  S,  S',  S",  welche  beliebig  in 
einer  Ebene  gelegen  sind,  besitzen  eine  Reihe  von  Eigenschaften,  von 
denen  die,  welche  die  drei  Aehnlichkeitspunkte  derselben  betreffen, 
angegeben  werden.  Daraus  werden  dann  neue  Eigenschaften  her- 
geleitet, welche  die  Bewegung  einer  Figur  betreffen,  die  sich  auf 
beliebige  Weise  in  einer  Ebene  bewegt,  indem  sie  sich  selbst 
ähnlich  bleibt.  Bei  dieser  Bewegung  entspricht  einer  jeden  Lage 
der  Figur  ein  Punkt,  den  man  momentanen  Aehnlichkeitspunkt 
nennen  kann;  seine  Lage  erhält  man  als  Grenzlage  der  Aehn- 
lichkeits|)unkte,  wenn  die  zweite  Figur  zur  ersten  in  eine  benach- 
barte Lage  rückt.     Wendet  man  auf  drei  benachbarte  Lagen 
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der  Figur  und  auf  diese  drei  momentanen  Aehnlichkeitspunkte 
die  zuerst  fbr  S,  S',  S"  erhaltenen  Sätze  an,  dann  gelangt  man 
zu  Sätzen  y  welche  die  Krümmungsradien  von  Trajectorien  der 
Punkte  oder  von  Einhüllenden  der  Geraden  betreffen,  die  durch 
die  Bewegung  erzeugt  werden.  Sind  dann  für  jeden  Augenblick 
die  Krümmungshalbmesser  dreier  Trsgectorien  oder  Einhüllenden 
gegeben,  dann  kann  man  den  Krümmungshalbmesser  irgend  einer 
Trajectorie  oder  Einhüllenden  bestimmen.  Diese  Bestimmung 
wird  rein  geometriseh  durchgeführt.  Die  gewonnenen  Besultate 
kann  man  auch  durch  Benutzung  der  Mechanik  erhalten,  dadurch 
dass  man  die  Eigenschaften  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen  untersucht.  Diese  Untersuchungen  sind  der  Gegenstand 
der  letzten  Note.  T. 

J.  EosANES.     Ueber  Dreiecke  in  persj)ektivischer  Lage. 

Clebsch  Ann.  L  549-553.  1870. 
Der  Verfasser  geht  von  2  Dreiecken  abc,  ABC  aus,  und  be- 
zeichnet eine  perspectivische  Lage  (wobei  nämlich  die  Verbin- 
dungslinien entoprechender  Ecken  sich  in  einem  Punkt  treffen) 

durch  pQ^,  wo  PQR  irgend  eine  Permutation  von  ABC.     Es 

sind  also  überhaupt  sechs  perspectivische  Lagen  denkbar.  Auf 
analytischem  Wege  gelangt  nun  der  Verfasser  dahin,  dass  zwei 
reelle  Dreiecke  nicht  gleichzeitig  auf  alle  sechs  oder  auch  nur 
auf  fünf  Arten  perspectivisch  liegen  können ,  dass  vielmehr  eine 
vierfach  perspectivische  Lage  das  Maximum  ist.  Mz. 

H.  Schröter.     Ueber  perspektivisch  liegende  Dreiecke. 

Clebsch  Ann.  II.  553-565.  1870. 
Die  Besultate  sind  im  Wesentlichen  dieselben,  wie  in  der 
vorhergehenden  Arbeit;  die  Methode  ist  aber  mehr  elementar  und 
synthetisch.  Am  Schlüsse  zeigt  der  Verfasser,  wie  man  ein  ima- 
ginäres Dreieck  ABC  erhält,  das  mit  einem  gegebenen  abc  auf 
alle  sechs  Arten  gleichzeitig  perspectivisch  liegt:  Man  verbinde 
die  Ecken  a,  b,  c  mit  einem  beliebigen  Punkte  A  und  nenne  die 
Schnittpunkte 

{Aa,  bc)  =  a,    {Ab,  ca)  =  ß,    {Ac,  ab)  =  y, 
(/?y,ftc)=«',  ^ct,ca)^ßf,   (iaß,ab)  =  y. 
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SO  liegen  a^  ß  y^  in  einer  Geraden  L  und  es  giebt  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  dem  Dreieck  ahc  umschrieben  ist  und  aa\  bß^y 
c-/  zu  Tangenten  in  den  Ecken  hat;  die  beiden  (imaginären) 
Tangenten  aus  A  an  diesen  Kegelschnitt  treffen  die  Gerade  L 
in  zwei  solchen  Punkten  B  und  C,  dass  die  beiden  Dreiecke  abc 
und  ABC  auf  alle  möglichen  sechs  verschiedenen  Arten  gleich- 
zeitig perspectiyisch  liegen.  Mz. 

D.  TfisSARi.     Sopra  la  divisione  degli  angoli  in  un  nu- 
mero  dispari  qualunque  di  parti  uguali.     Add.  de  Mus. 

industr.  di  Torino  1870. 
Nach  Becapitulirung  der  Chasles'schen  Lösung  des  Problems 
der  Dreitheilung  des  Winkels  (Trait^  des  sections  coniques)  sucht 
der  Verfasser  die  Methode  auf  die  TJbeilung  eines  Winkels  in 
eine  ungerade  Anzahl  n  von  gleichen  Theilen  auszudehnen.  Er 
betrachtet  dazu  zwei  Bündel  von  Geraden  so  bestimmt,  dass  der 
Winkel,  der  von  2  Strahlen  des  einen  Bündels  eingeschlossen 
ist,  ein  constantes  Vielfaches  des  Winkels  ist,  den  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  des  andern  einschliessen,  und  bestimmt  die 
Curve  zwischen  zwei  gemeinsamen  Punkten  auf  zwei  entsprechen- 
den Strahlen.  Nachdem  um  den  Scheitelpunkt  des  gegebenen 
Winkels  als  Mittelpunkt  ein  Kreis  beschrieben  und  die  Correspon- 
denz  der  beiden  erwähnten  Bündel  passend  festgesetzt  ist,  liefern 
die  Schnittpunkte  der  Curve  der  erzeugten  Stellen  mit  dem  ge- 
nannten Kreise  eine  vollständige  Lösung  des  Problems.  Der 
Verfasser  bemerkt  femer,  dass  diese  Lösung  nicht  von  grossem 
praktischen  Nutzen  sein  könne,   da  sie   die  Schnittpunkte  des 

Kreises  mit  der  andern  Curve  nicht  gebe.  Jg.  (0.) 

• 

K.  Clifford.     On  the  general  theory  of  anharmonics. 

Proc.  of  the  L.  M.  S.  H.  8-6.  1869. 
Zwischen  den  Distancen  von  irgend  vier  Punkten  1,  2,  3,  4, 
einer  Geraden  besteht  die  Identität: 

12.34  +  13.42  +  14.23  =  0. 
Die  Verhältnisse  der  Glieder  dieser  Identität  ändern  sich  nicht 
durch  Projection  oder  ganze  lineare  Transformation. 

Wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt,  dass  die  Distancen  ihrer 
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Schnittpunkte  mit  vier  festen  Geraden  auf  ihr  einer  Relation  ge- 
nügen von  der  Form: 

Ä.i2.34+^.13.42  +  v.l4.23  =0, 
so  ist  die  Enveloppe  der  Geraden  eine  Curve  zweiter  Klasse, 
welche  die  vier  gegebenen  Geraden  berührt.  Diese  drei  bekann- 
ten Sätze  mit  den  entsprechenden  fllr  vier  Strahlen  eines  Büschels 
schliessen  die  ganze  Theorie  der  anharmonischen  Gebilde  in  der 
Geometrie  einer  Dimension,  sowie  ihre  Anwendung  auf  die  Geo- 
metrie zweier  Dimensionen  ein. 

Bezeichnen  1,  2,  3,  4,  5,  6  sechs  Punkte  einer  Ebene,  oder 
sechs  Gerade  einer  Ebene,  oder  sechs  Ebenen  oder  sechs  Strahlen 
eines  Strahle ubUndels,  so  besteht  zwischen  den  Distancen  dreier 
(bezeichnet  durch  das  Symbol  123)  folgende  Identität: 

1  23.  456-f  124.563  +  125.634  +  126.345  =  0, 
aus  welcher  durch  cyklische  Vertauschung  noch  fünf  andere  ab- 
zuleiten sind. 

Die  Verhältnisse  der  Glieder  in  diesen  Identitäten  ändern 
sich  nicht  dutch  Projection  oder  ganze  lineare  Transformation. 

In  diesen  beiden  Sätzen  sieht  der  Herr  Verf.  die  ganze 
Theorie  der  anharmonischen  Gebilde  zweier  Dimensionen.  Da- 
bei wird  verstanden 

unter  der  Distance  dreier  Punkte  die  Fläche  ihres  Dreiecks, 

unter  der  Distance  dreier  Geraden  einer  Ebene  der  Projector 
ihres  Dreiecks  d.  i.  das  Quadrat  seiner  Fläche  dividirt  durch  das 
Product  seiner  Seiten, 

unter  der  Distance  dreier  Ebenen  der  Sinus  des  Winkels 
zwischen  einer  und  der  Schnittlinie  der  beiden  andern  multiplicirt 
mit  dem  sinus  des  Winkels  zwischen  den  beiden  anderen  (eine 
iE  Bezug  auf  die  drei.  Ebenen  symmetrische  Grösse), 

unter  der  Distance  dreier  zusammenlaufender  Geraden  im 
Baume  der  sinus  zwischen  einer  Geraden  und  der  Ebene  der 
beiden  anderen  multiplicirt  mit  dem  Sinus  zwischen  diesen  beiden 
anderen. 

Zwei  endliche  Strecken  IT,  22'  auf  derselben  Geraden 
heisseu  harmonisch  gelegen,  wenn 

12.1'2'+12'.1'2  =  0. 
Ist  dies  der  Fall,  und  werden  die  Punktenpaare  repräsentirt  durch 
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p=0,  F=0,  SO  besteht  zwischen  den  Ausdrucken  U  und  Feine 
invariante  Relation,  welche  bezeichnet  wird  durch  Q(l/F)  =  0, 
worin  n  (.U  F)  den  Coefficienten  von  A/*  in  der  Discriminante 
von  XU-\-fAV  bedeutet. 

Aehnliches  wird  ausgeführt  fttr  drei  und  vier  Punktepaare. 

Schz. 

Chr.  Wiener.  Die  mehrdeutigen  Beziehungen  zweier 
ebenen  Gebilde  auf  einander.  Ciebsch  Ann.  iii.  11-33.  1870. 
Ein  System  von  n  Punkten  in  einer  Ebene  wird  als  die  Ge- 
sammtheit  oder  als  ein  Theil  der  Schnittpunkte  zweier  Curven 
angesehen,  wovon  jede  einem  CurvenbUschel  angehört.  Besteht 
das  Punktsystem  nicht  aus  allen  Schnittpunkten  zweier  Curven, 
ist  also  n  kleiner  als  pq,  wo  p  und  q  die  Ordnung  jener  Curven- 
bUschel anzeigt,  so  kann  man  die  übrigen  Schnittpunkte,  deren 
Anzahl  m=^pq  —  n  ist,  dadurch  bestimmt  ausnehmen,  dass  man 
sie  zu  gemeinsamen  Knotenpunkten  beider  Büschel  macht.  Die 
Grenzen,  denen  m,  p,  q,  n  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  un* 
terworfen  sind,  werden  festgesetzt.  Jeder  Punkt  in  der  Ebene 
a  bestimmt  somit  ein  Element  aus  dem  Büschel  p^"  Ordnung 
und  ein  Element  aus  dem  Büschel  g"-«*  Ordnung,  welche  mit  jenem 
Punkt  zusammen  n  bewegliche  Schnittpunkte  bedingen.  Ist  in 
analoger  Weise  in  einer  Ebene  a'  ein  System  von  n'  Punkten 
durch  zwei  CurvenbUschel  bezüglich  von  der  Ordnung  /?'  und  q' 
gegeben,  so  lassen  sich  beide  Gebilde  a  und  a'  in  Ansehung 
ihrer  Punktsysteme  derart  auf  einander  beziehen,  dass  einem 
System  von  n  Punkten  in  dem  einen  Gebilde  eindeutig  ein  System 
von  n'  Punkten  im  anderen  entspricht.  Man  hat  zu  dem  Ende 
nur  nothig,  das  Büschel  p**«*  Ordnung  auf  das  /?'*^^  Ordnung  und 
das  Büschel  g**'  Ordnung  auf  das  g'**""^  Ordnung  eindeutig  durch 
Projectivität  zu  beziehen.  Zwei  derartig  auf  einander  bezogene 
Gebilde  a  und  a'  sind  der  Gegenstand  weiterer  Untersuchung. 

Sehe. 

H.  G.  Zeüthbn.    Nouvelle  d^monstration  de  th^orfemes 
sur  les  s^ries  de  points  correspondants  sur  denx  courbes. 
Ciebsch  Aon.  III.  150-166.    Addition  333-324.  1870. 
Der  Riemann'sche  Satz,  auf  Orund  dessen  Herr  Ciebsch  die 
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Curven  nach  ihrem  Geechlecht  einzatheilen  vorschlug,  sagt  be- 
kanntlich aus,  dass  fbr  zwei  projectivische  krumme  Punkt- 

reihen  das  Geschlecht,  d.  h.  der  Werth  von  ^ ^o ^— (^+/?)> 

1  • » 

gleich  ist,  wohei  m  die  Ordnungszahl,  S  die  Zahl  der  Doppel- 
punkte, /9die  Zahl  der  Spitzen  bedeutet.  Einen  geometrischen 
Beweis  dieses  Satzes  hat  Hen*  Zeuthen  im  52.  Bande  der  C.  R. 
gegeben.  Eine  Verallgemeinerung  dieses  Beweises  ftlhrt  denselben 
zu  einer  Formel,  aus  welcher  das  Biemann*sche  Theorem  und 
einige  andere  Sätze  abgeleitet  werden.  Sind  nämlich  die  Punkte 
zweier  Curven  6,  und  b^  derartig  auf  einander  bezogen,  dass 
jedem  Punkte  P,  auf  6,  x^  Punkte  P,  auf  6,,  und  jedem  Punkte 
P,  auf  6j  iF,  Punkte  P,  auf  6,  entsprechen,  und  ist  y^  resp.  y, 
die  Zahl  der  Stellen  auf  b^  resp.  6^ ,  wo  zwei  einem  und  dem- 
selben Punkte  auf  6,  resp.  auf  6,  entsprechende  Punkte  zusam- 
menfallen, und  ist  endlich  p^  das  Geschlecht  von  b^,  p,  das 
von  6„  so  besteht  die  auch  ftir  Raumcurven  geltende  Beziehung 
»i-y»  =  2aj,(p,  ~l)-2a?j(p,-l). 

Aus  dieser  Formel  folgt  der  Biemann'sche  Satz  p,  =  p,  ftr 
a?j  =a?,  =  1,  yj  =y,  =  0.  Ferner  ist  daraus  die  von  Herrn  Chasles 
zuerst  angegebene  Formel  t  =  fi.v^-\'V,m^  abgeleitet,  in  welcher 
^  und  V  die  Charakteristiken  eines  Systems  von  Curven  sind, 
und  t  angiebt,  wieviel  von  ihnen  eine  gegebene  Curve  von  der 
Ordnung  m^  und  der  Klasse  v^  berühren.  Eine  andere  Anwen- 
dung der  obigen  Formel  ergiebt  w' =  m,  («'— 1),  wenn  m'  die 
Ordnung  der  Einhollenden  aller  Curven  von  der  Ordnung  n  is^ 

welche  durch        T     ^^  ^^^^  Punkte  gehen,  und  eine  feste 

Curve  b^  von  der  Ordnung  m^  berühren.  Die  Anzahl  der  durch 
jeden  der  festen  Punkte  gehenden  Zweige  der  Curve  V  findet 
sich  gleich  m^,n^. 

Ein  Zusatz  zu  dieser  Abhandlung  zeigt  die  Anwendbarkeit 
jener  Formel,  um  bei  der  von  HeiTU  Clebsch  betrachteten  Ab- 
bildung einer  Fläche  auf  einer  jti-fach  zu  denkenden  Ebene,  das 
Geschlecht  p^  deijenigen  Curve  auf  der  Fläche  zu  bestimmen, 
welche  einer  auf  der  Abbildungsebene  gelegenen  Curve  vom  Ge- 
schlechte p  entspricht,  wenn  dieses  Entsprechen  derartig  ist,  dass 
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jeder  Punkt  der  Ebene  jtt  Punkten  der  Fläche  angehört,  während 
jeder  Punkt  der  Fläche  nur  einen  Punkt  der  Ebene  liefert  Be* 
zeichnet  nun  y,  die  Zahl  der  Schnitte  der  gegebenen  Gurre  mit 
der  üebergangscurve,  d.  h.  des  geometrischen  Ortes  derjenigen 
Punkte  der  Ebene,  welche  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  der 

Fläche  darstellen,  so  ergiebt  sich  p,  =  •^  +  f*.p  — 0*— i). 

Seht. 

Emil  Weyr.    Geometrische  Mittheilungen.    Wien.  Ber.  Lxi. 

731-738.  819827.  1870. 

I.  Es  werden  zwei  ein -zweideutige  Elementargebilde  auf 
demselben  Träger  betrachtet,  deren  Yerwandschaftsgleichung 
einmal : 

und  das  zweite  Mal 

1*7'  =  * 
ist  I  bedeutet  das  Theilverhältniss  eines  Elementes  des  ein- 
deutigen Gebildes,  tj  bezieht  sich  ebenso  auf  das  zweideutige;  / 
und  k  sind  Constanten.  Eine  Anwendung  dieser  Betrachtung 
findet  auf  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  statt. 
Jede  Gerade  A  durch  den  Doppelpunkt  schneidet  die  Gurve  noch 
in  einem  Punkte  a,  und  von  diesem  lassen  sich  an  die  Curve 
zwei  Tangenten  legen,  welche  in  a^  und  a,  berühren  mögen. 
Verbindet  man  den  Doppelpunkt  mit  a^  und  a,,  so  erhält  man 
zwei  Gerade  A^  und  i4,,  welche  der  Geraden  A  entsprechen. 
Wird  diese  Construction  für  alle  Curvenpunkte  wiederholt,  so 
erhält  man  zwei  ein -zweideutige  concentrische  Strahlenbüschel 
um  den  Doppelpunkt.  Es  folgen  nun  Sätze,  die  sich  auf  die  Ab- 
hängigkeit der  Lage  der  Inflezionspnnkte  von  der  des  Doppel- 
punktes und  seiner  beiden  Tangenten  beziehen. 

II.  Von  einem  beliebigen  Punkte  einer  Cnrve  der  eben  er- 
wähnten Art  gehen  Strahlen  aus;  jeder  schneidet  die  Gurve  in 
einem  Punktepaar;  verbindet  man  die  Punktepaare  mit  dem 
Doppelpunkte,  so  erhält  man  eine  quadratische  Strahleninvolution. 
Die  Gesetze  derselben  führen  dann  zu  mehreren  zum  Theil  schon 
bekannten  Eigenschaften  der  Curven  dritter  Ordnung.    Mz. 
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E.  Weyr.  Ueber  einige  Sätze  von  Steiner  und  ihren 
Zusammenhang  mit  der  zwei  und  zweigliedrigen  Ver- 
wandtschaft der  Grundgebilde  ersten  Grades.  Borchardt 

.  J.  LXXI.  18-28.  1870. 

Die  im  Titel  erwähnten  Sätze  Steiners  sind  im  32.  Bande 
des  Crelleschen  Journals  veröflFentlicht,  und  lauten  wie  folgt: 
Unterwirft  man  irgend  ein  einer  Curve  dritter  Ordnung  einge- 
schriebenes Polygon  der  Bedingung,  dass  seine  Seiten  abwechselnd 
durch  zwei  auf  derselben  Curve  liegende  feste  Fundamentalpunkte 
P  und  0  gehen,  so  hat  ein  solches  Polygon  entweder  eine  un- 
endlich grosse  Anzahl  von  Seiten,  d.  h.  es  schliesst  sich  nicht, 
dann  schliesst  sich  keins  von  allen  denselben  Bedingungen  ge- 
nügenden Polygonen;  oder  es  hat  eine  endlich  grosse,  und  zwar 
grade  Anzahl  von  Seiten,  und  dann  schliesst  sich  auch  jedes 
andere  denselben  Bedingungen  unterworfene  Polygon;  dasselbe 
findet  auch  statt,  wenn  man  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten,  und  letztere  als  die  festen  Punkte  P  und  Q 
wählt. 

Diese  beiden  Sätze,  von  denen  der  erste  für  Curven  dritter 
Ordnung  geltende,  im  Zusammenhange  mit  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  schon  von  Herrn  Clebsch  im  63**'"  Bande 
des  Borchardt'schen  Journals  bewiesen  ist,  sind  in  der  Abhand- 
lung des  HeiTu  Weyr  aus  einigen  Eigenschaften  der  zwei  und 
zweigliedrigen  Verwandschaft  geometrischer  Elementarge- 
bilde abgeleitet.  Hen-  Weyr  nennt  nämlich  zwei  Grundgebilde 
ersten  Grades  in  dem  Falle  verwandt,  wenn  jedem  Elemente 
des  einen  zwei  Elemente  des  andern  gesetzmässig  zugeordnet 
sind.  Zwei  in  solcher  Beziehung  zu  einanderstehende  ebene 
Strahlbüschel  erzeugen  demnach  auf  einer  Geraden  zwei  ebenso 
verwandte  Punktreihen,  welche,  wie  analytisch  nachgewiesen 
ist,  vier  entsprechende  Punkte  gemein  haben.  Da  also  auf 
jeder  beliebigen  Geraden  vier  Punkte  existiren,  in  denen  ent- 
sprechende Strahlen  der  beiden  Strahlbüschel  sich  treffen,  so  er- 
zeugen letztere  eine  Curve  vierter  Ordnung. 

Die  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlbttschel  müssen 
Doppelpunkte  dieser  Curve  werden,  weil  in  jedem  von  ihnen 
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ein  Strahl  des  andern  Bttschels  seine  beiden  entsprechenden 
schneidet.  Entspricht  der  die  beiden  Bttschelmittelpunkte  ver- 
bindende Strahl  sich  selber,  so  wird  er  ein  Theil  der  erzeugten 
Curve,  der  tlbrige  Theil  also  eine  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  beiden  Bttschelmittelpunkte  gehen  muss,  weil 
diese  Doppelpunkte  des  Erzeugnisses  sind. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Betrachtungen  wird  ein  Satz 
abgeleitet,  aus  welchem  bei  Berücksichtigung  des  Vorhergehen- 
"den  sich  die  Richtigkeit  der  Steiner'schen  Behauptungen  un- 
mittelbar ergiebt.  Dieser  Satz  setzt  voraus,  dass  bei  der 
zwei-  und  zweigliedrigen  Beziehung  zweier  Grundgcbilde  auf 
einander,  in  jedem  derselben  eine  Gruppe  von  n  Elementen  so 
angegeben  ist,  dass  sich  die  einem  beliebigen  Elemente  der 
einen  Gruppe  zugeordneten  zwei  Elemente  in  der  andern  Gruppe 
befinden,  und  behauptet,  dass  dann  unendlich  viele  solcher 
Paare  von  zugeordneten  Gruppen  existiren,  jedes  Element  in 
einer  derselben  vorhanden  ist  und  jede  Gruppe  nicht  mehr  und 
nicht  weniger  als  n  Elemente  enthält.  Dem  hieraus  ersichtlichen 
Beweise  der  Steiner'schen  Sätze  folgen  Specialisii-ungen,  also 
Theoreme  über  eingeschriebene  Vierecke,  Sechsecke  u.  s.  w. 
Die  von  Steiner  gemachte  Bemerkung,  dass  analoge  Sätze  auch 
gelten,  wenn  man  statt  der  Seiten  von  Polygonen  Kegelschnitte 
nimmt,  welche,  abgesehen  von  den  festen  Punkten  P  und  p,  sich 
sSmmtlich  in  drei  andern  festen  Punkten  schneiden,  und  dem- 
nach nach  Festlegung  des  ersten  Kegelschnitts  eindeutig  be- 
stimmt sind ,  ist  nach  des  Terfassers  Untersuchung  nur  für  die 
Curven  dritter  Ordnung,  nicht  aber  für  die  Curven  vierter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelpunkten  in  diesem  Zusammenhange  be- 
weisbar. Schliesslich  sind  noch  die  Steiner'schen  Sätze  räumlich 
auf  die  Schnittcurve  zweier  Regelflächen  zweiter  Ordnung  über- 
tragen. Seht. 

Emil  Weyr.    Ueber  Curvenbüscliel.     Wien.  Ber.  Lxi.  82-88. 

1870. 
Durch  rein  geometrische  Betrachtung  werden  einige  Sätze 

über  ein   Curvenbüschel  n*"  Ordnung,   das  durch  ^    o  '^ 

Punkte  bestimmt  ist,  bewiesen.    Die  wichtigsten  Sätze  sind: 
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1)  Unter  den  Curven  eines  Büschels  n*«'  Ordnung  giebt  es 
3(«— 1)'  Curven  mit  einem  Doppelpunkte. 

2)  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  eines  GurvenbOschels 
n**'  Ordnung  gehen  3«(n— 2)  Inflexionstangenten  desselben. 

3)  Unter  den  Curven  eines  Büschels  «'«'  Ordnung  giebt  es 
drei  solche,  welche  in  einem  der  n'  Scheitel  einen  Inflexions- 
punkt  besitzen. 

4)  Unter  den  Curven  eines  Büschels  n^^^  Ordnung  giebt  es 
n(w  +  l)  — 12  solche,  für  welche  ein  Büsohelscheitel  der  Beruh-* 
rungspunkt  einer  Doppeltangente  ist.  Mz. 

A.  Olivier.    Ueber  einige  allgemeine  Eigenschaften  der 
geometrischen  Curven.     Borchardt  J.  LXX.  156-163.  1869. 

In  dieser  Abhandlung  sind  einige  Eigenschaften  von  ge- 
wissen Bedingungen  unterliegenden  Curven  abgeleitet  Diese 
Bedingungen  und  Eigenschaften  sprechen  im  wesentlichen  die 
Existenz  von  Punkten  aus,  die  mehr  als  zwei  Curven  gemein- 
sam sind.  Die  aufgestellten  Sätze  beruhen  auf  dem  von  Herrn 
Chasles  in  den  Comptes  rendus  des  Jahres  1857  ausgesprochenen 
Theorem,  dass,  wenn  die  «'  Basispunkte  einer  Curve  n**'  Ord- 
nung auf  einer  Curve  der  (n  +  n')**"  Ordnung  liegen,  es  ein  zu 
jenem  Curvenbüschel  der  w**"  Ordnung  projektivisches  Curven- 
büschel  von  der  n'^"""  Ordnung  geben  muss,  dessen  Basispunkte 
auch  auf  die  Curve  der  (w  +  n')*^"  Ordnung  fallen,  und  welches 
mit  jenem  durch  die  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente 
diese  Curve  höherer  Ordnung  erzeugt.  Die  Specialisirungen  der 
allgemeinen  Sätze  auf  Curven  zweiter  und  dritter  Ordnung  er- 
geben zum  Theil  scbon  bekannte  Sätze.  Seht. 

A.  Olivier.     Zur  Theorie  der  Erzeugung  geometrischer 

Curven.      Borchardt  J.  LXXL  1-15.  1870. 

Ist  ein  Curvenbtlschel  m**'  Ordnung  projektivisch  auf  ein 
Curvenbüschel  («— m)*^'  Ordnung  bezogen,  so  bildet  die  Ge- 
sammtheit  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Elemente  dieser 
beiden  Curvenbüschel  bekanntlich  eine  Curve  it*"  Ordnung,  auf 
welcher  auch  die  Basispunkte  jedes  der  beiden  Curvenbüschel 
liegen  müssen.    Betrachtet  man  nun  umgekehrt  die  so  erzeugte 
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Curve  und  auf  ihr  die  BasiBpunkte  des  CurrenbUschels  m^^'  Ord- 
nung als  gegeben,  so  ist  die  Lage  der  Basispunkte  des  Gurven- 
bttschels  (n—tny"  Ordnung  gewissen  Gesetzen  unterworfen,  welche 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  für  m  =  i  und  m  =  2  erörtert 
sind.  Für  m  =  l,  d,  h.  den  Fall,  wo  das  erste  der  erzeugenden 
Curvenbüschel  ein  gewöhnliches  Strahlbtischel  ist,  dessen  Mittel- 
punkt gegeben  ist,  lässt  die  Aufgabe,  die  Curve  n**'  Ordnung 
zu  erzeugen,  nur  Eine  Lösung  zu,  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Basen  der  unendlich  vielen  miterzeugenden  Curvenbüschel 
(n— 1)**'  Ordnung  sich  auf  der  erzeugten  Curve  vertheilen,  ist 
aus  folgender  Constiiiktion  einer  solchen  Basis  ersichtlich.  Man 
lege  durch  den  auf  der  Curve  n^^'  Ordnung  K^  gegebenen  Mittel- 
punkt P  des  erzeugenden  StrahlbUschels  eine  beliebige  Curve 
üf,  von  der  n^^"  Ordnung,  uüd  durch  die  w*— 1  Punkte,  welche 
JT,  und  Ä,  ausser  P  gemeinsam  sind,  eine  beliebige  Curve  von 
der  (2if— 2)*^"  Ordnung,  welche  dann  K^  ausser  in  jenen  n'— 1 
Schnittpunkten  von  K^  und  K^  noch  in 

n(2w-2)  --  (n'- 1)  =  (n— 1)' 
weiteren  Punkten  trifft,  die  nun  zu  Basispunkten  des  erzeugen- 
den Curvenbtischels  (n— l)**^'  Ordnung  gewählt  werden  dürfen. 
Ist  dagegen  das  erste  der  erzeugenden  Büschel  ein  Kegelschnitt- 
bflschel,  so  erhält  man  die  Basispunkte  eines  Curvenbüschels 
(n—2y^^  Ordnung,  welches  dem  ersteren  Büschel  projektivisch 
ist  und  mit  ihm  die  Curve  n*®'  Ordnung  erzeugt,  auf  folgende 
Weise:  Man  legt  durch  die  auf  K^  liegenden  vier  Basispunkte 
des  Eegelschnittsbüschels  eine  andere  Curve  K^  auch  von  der 
„ten  Ordnung,  und  durch  die  ausser  jenen  vier  Punkten  erhal- 
tenen n'— 4  Schnittpunkte  von  K^  und  K^  eine  neue  Curve  von 
der  (2n— 4)*«"  Ordnung,  welche  K^  in 

w(2n-4)  -  (n'-4)  =  («-2)« 

neuen  Punkten  schneidet,  welche  Basispunkte   eines  der  ge- 
suchten Curvenbüschel  werden  dürfen. 

Im  Laufe  dieser  Untersuchung  ergeben  sich  dem  Verfasser 
noch  manche  andere  Beziehungen  zwischen  Curven  und  Curven- 
bfischeln,  die  hier  übergangen  werden  müssen.  Seht 

26* 
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A.  Olivier.  Ueber  die  Methode,  die  Ordnungszahl  einer 
Curve  zu  finden,  welche  durch  zwei  projektivische 
Curvenbtischel  erzeugt  wird.  Borchardt  J.  LXxi.  195-196. 
1870. 

Um  zu  beweisen,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  Ele- 
mente eines  Curvenbtischels  von  der  m*^"  Ordnung  mit  den  ent- 
sprechenden Elementen  eines  ihm  projekti vischen  Curvenbüschels 
von  der  w*^"  Ordnung  eine  Curve  von  der  Ordnung  m  +  n  bil- 
den, betrachtete  man  bisher  immer  die  beiden  Punktinvolutionen 
von  der  m*^"  und  w*^"  Ordnung,  welche  die  Curvenbüschel  auf 
einer  beliebigen  Geraden  erzeugen  und  erschloss  jene  Ordnungs- 
zahl daraus,  dass  die  gemeinsamen  Punkte  dieser  Involutionen 
entsprechenden  Curven  angehören,  und  dass  ihre  Anzahl  m  +  n 
beträgt.  In  der  Meinung,  dass  dieser  Beweis  der  synthetischen 
Geometrie  deshalb  nicht  gentigen  könne,  weil  er  auf  dem  der 
Natur  der  Sache  nach  nur  algebraisch  zu  beweisenden  Satze 
beruht,  dass  zwei  projektivische  Punktinvolutionen  vom  m*^"  und 
n*^"  Grade  auf  einem  geradlinigen  Träger  m-}-»  gemeinsame 
Punkte  besitzen,  setzt  der  Verfasser  an  die  Stelle  des  angeführ- 
ten Beweises  den  folgenden  neuen,  der  dem  Standpunkte  der 
synthetischen  Geometrie  angemessener  sein  soll.  Eine  beliebige 
Curve  des  erzeugenden  Curvenbüschels  i»*®«*  Ordnung  hat  mit  der 
zu  erzeugenden  Curve,  wie  bekannt  und  leicht  ersichtlich  ist, 
die  m^  Basispunkte  dieses  Büschels  gemein,  dann  aber  auch  die 
m,n  Punkte,  in  welchen  sie  von  der  ihr  in  dem  Büschel  n*®'  Ord- 
nung entsprechenden  Curve  geschnitten  wird.  Eine  Curve  m**^"^  Ord- 
nung hat  also  mit  der  erzeugten  Curve  m^-\-mn  =  m(m-^n)  Punkte 
gemein,  schneidet  also,  wie  der  Verfasser  schliesst,  eine  gerade 
Transversale  in  i»  +  n  Punkten,  und  ist  daher  von  der  (m  +  n)^«" 
Ordnung. 

Beferent  erlaubt  sich,  eine  kurze  Bemerkung  über  den  Vor- 
zug dieses  neuen  Beweises  hinzuzufügen.  Will  man  in  die  syn- 
thetische Geometrie,  welche  im  eigentlichen  Sinne,  wenn  n  nicht 
specialisirt  ist,  gar  keine  Curven  n**"'  Ordnung  kennt,  Curven 
w^«'  Ordnung,  d.  h.  solche,  welche  von  jeder  Geraden  der  Ebene 
in  n  Punkten  geschnitten  werden,  einführen,  so  muss  man,  um 
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rein  geometrisch  weiter  bauen  zu  können,  der  analytischen  Geo- 
metrie den  Satz  entlehnen,  dass  drei  Flächen  m*^S  vf^"^  und 
pter  Ordnung  m,n,p  gemeinsame  Punkte,  oder  specieller  zwei 
ebene  Curven  von  der  i»*®"  und  n*^"  Ordnung  m.n  gemeinsame 
Punkte  besitzen.  Dieser  Satz  und  eine  seiner  Umkehrungen, 
dass  nämlich  eine  Curve,  welche  mit  einer  Curve  m'*'  Ordnung 
m(i»-f«)  Punkte  gemein  hat,  die  Ordnungszahl  m  +  n  hat,  sind 
in  jenem  neuen  Beweise  von  Herrn  Olivier  angewandt.  Der 
Vorzug  des  letzteren  ist  also  wohl  darin  zu  suchen,  dass  er  auf 
das  unumgänglich  algebraische  Fundament  der  Theorie  der 
nicht  specialisirten  Curven  «*"  Ordnung  unmittelbarer  auf- 
gebaut ist,  als  der  alte  Beweis,  welcher  den  Satz  von  den  ge- 
meinsamen Punkten  zweier  Punktinvolutionen  voraussetzt. 

Seht. 

E.  Weyr.    lieber  Involutionen  höherer  Grade.     Borchardt 

J.  LXXII.  285-292.  1870. 
In  diesem  Aufsatze  ist  die  Theorie  der  Involutionen  «**"" 
Grades  darauf  ausgedehnt,  dass  als  Träger  der  Involutionen  nicht 
mehr  gerade  Punktreihen  oder  gewöhnliche  StrahlenbUscbel,  son- 
dern Curven  oder  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  erscheinen. 
Es  ergiebt  sich,  dass  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
einer  auf  einem  Kegelschnitt  liegenden  Punktinvolution  w'«'"  Grades 
eine  Curve  («  —  1)**'  Klasse  umhüllen,  welche  von  Herrn  Weyr 
Involutionscurve  genannt  wird,  und  weiter,  dass  die  w(n— 1)  Seiten 
zweier  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen  n-Ecke  eine  und 
dieselbe  Curve  (n— 1)*"  Klasse  berühren,  was  für  fi  =  3  und 
1}  =  4  bekannte  Sätze  giebt.  Damit  hängt  zusammen,  dass, 
wenn  ein  n-Eck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  einer 
Curve  (fi— !)•*''  Klasse  umgeschrieben  ist,  es  jedesmal  unendlich 
viele  «-Ecke  von  derselben  Beschaffenheit  giebt.  Zu  jedem  dieser 
Sätze  giebt  es  einen  reciproken.  Von  den  sonst  noch  entwickel- 
ten Theoremen  möge  nur  noch  dies  hier  Platz  finden,  dass  die 
Ecken  eines  vollständigen  einem  Kegelschnitt  umgeschriebenen 
n  -  Seits  mit  den  Ecken  eines  ebendemselben  umgeschriebenen 
n— 1  -Seits  (w— I)'  Punkte  bilden,  deren  Lage  zu  einander  eine 
solche  ist,  dass  sie  als  die  sämmüichen  Durchschnittspunkte  zweier 
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Curven  (n— 1)'«'  Ordnung  aufgefasst  werden  können.  Dieser  Satz 
gewinnt  dadurch  an  Interesse,  dass  er  fbr  «  =  4  zu  einer  ein- 
fachen Construetion  des  nennten  Basispunktes  eines  Currenbttsehels 
dritter  Ordnung  Veranlassung  giebt,  jedoch  nnr  in  dem  spedellen 
Falle,  dass  sechs  der  gegebenen  acht  Basispunkte  die  Ecken 
eines  vollständigen  Vierseits  bilden.  Man  hat  nämlich  von  den 
beiden  tlbrigen  Punkten  aus  die  Tangenten  an  den  Kegelschnitt 
zu  legen,  welcher  die  vier  Seiten  des  Vierseits  und  die  Verbin- 
dungslinie dieser  beiden  Punkte  berührt.  Zwei  von  diesen  vier 
Tangenten  bilden  die  Verbindungslinie,  und  die  beiden  übrigen 
schneiden  sich  in  dem  gesuchten  neunten  Punkte  der  durch  die 
acht  gegebenen  Punkte  bestimmten  Basis  eines  Curvenbüschels 
dritter  Ordnung.  Seht. 

Emil  Weyr.     Zur  Vervollständigung  der   Involutionen 
höherer  Ordnung.     Wien.  Ber.  LXI.  600-606.  1870. 

Durch  Betrachtung  eines  Curvenbüschels  dritter  Ordnung, 
das  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird: 

iu,+ir,)+cu,+kr,)  =  o, 

wo  X  ein  veränderlicher  Parameter;  J/,,  F3,  f/,,  F,  homogene 
Functionen  resp.  3*^"  und  2**'"  Grades  der  gewöhnlichen  (Carte- 
sischen)  Goordinaten  sind,  —  gelangt  der  Verfasser,  indem  er  den 
Curven  dritten  Grades  einmal  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade 
und  das  andere  Mal  ein  System  dreier  Geraden  substituirt  zur  Lösung 
folgender  Aufgabe:  Eine  cubische  Involution  ist  durch  zweiEie- 
mententripel  gegeben;  man  soll  sie  vervollständigen  (d.  h.  man 
soll  zu  irgend  einem  Elemente  das  mit  ihm  zur  selben  Gruppe 
gehörige  Elementenpaar  construiren). 

Weiterhin  wird  durch  Betrachtung  eines  Curvenbüschels  n"' 
Ordnung,  das  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird: 

WO  k  dieselbe,  J7«,  Vn,  f/„_i,  F„_i  analoge  Bedeutungen  wie 
vorher  haben,  nachstehende  Aufgabe  gelöst: 

Von  einer  Punktinvolution  n**"  Grades  auf  einer  Transversale 
sind  zwei  Punktgruppen  gegeben,  man  soll  zu  irgend  einem 
Punkte  (der  Transversale)  jene  n— 1  Punkte  construiren,  welche 
mit  ihm  eine  Gruppe  der  Involution  bilden.  Hz. 
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A.  Oayley.     Note  ob  a  relation    between  two  circles. 

Quart.  J.  XI.  82-83.  1870. 
Die    acht  Berührungspunkte   gemeingehaftlicher   Tangenten 
zweier  Kreise  (oder  auch  Kegelschnitte)  liegen  bekanntlich  auf 
einem  Kegelschnitte  (1). 

Durchläuft  ein  Punkt  P  eine  Gerade,  so  durchläuft  der  jedes- 
malige Durchschnitt  P'  der  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  zwei 
Kreisfe  einen  Kegelschnitt  (2).  Damit  nun  sowohl  der  Kegelschnitt 
(1)  als  auch  derjenige  (2)  in  dasselbe  System  zweier  Geraden 
zerfallen,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Kreise  gleich 
sind  und  sich  berühren.  Mz. 

H.  Besant.     Conic    Sections.      Treated    geometrically. 

London,  Bill  and  Daldy.  1869. 

W.  P.  TüRNBULL.      Review.      Messenger  V.  118-220.  1870. 

Uebersicht  Über:  „Properties  of  conic  sections  proved  geo- 
metrically.    Part.  I.    The  Ellipse  by  the  Eev.  H.  G.  Day.  M.  A''. 

Glr.  (0). 

Archer  Hirst«     On   the    degenerate   forms    of  conics. 

Proc.  of  the  L.  M.  S.  IL  166-173.  1869. 
Durch  die  Abhandlungen  „On  Special  Forms  of  Conics^ 
(Quarterly  Joum.  vol.  8)  und  „On  Curves,  which  satisfy  given 
Conditions^  (Philosophical  Transact  1868;  s.  Fortschr.  d.  M.  I. 
p.  164)  von  Herrn  Cayley  wird  der  Herr  Verfasser  veranlasst,  die 
degenerirten  Kegelschnitte  noch  einmal  in  Bezug  auf  die  Conti- 
nuiiät  ihrer  Elemente  (Punkte  und  Tangenten)  zu  untersuchen^ 
nm  die  genaue,  vollständige  Form  derselben  festzustellen.  Indem 
der  Hr.  Verf.  sowohl  die  Entstehung  eines  Kegelschnittes  durch 
zwei  projectivische  Strahlbüschel,  als  diejenige  durch  zwei  pro- 
jectivische  Pnnktreihen  zu  Grunde  legt,  gelangt  er  zu  dem  wohl 
meist  bekannten  Resultat,  dass  die  drei  allein  möglichen  dege- 
nerirten Formen  von  Kegelschnitten  in  ihrer  Vollständigkeit  sind: 
1)  Das  Punkt- Paar  (reell  oder  imaginär):  seine  Tangenten 
sind  die  sämmtlichen  Strahlen  zweier  einfacher  Strahlbüschel, 
seine  Punkte  bilden  eine  Doppelreihe  (Strecke),  begrenzt  durch 
die  Centra  der  Büschel; 
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2)  Das  Linien -Paar  (reell  oder  imaginär):  seine  Punkte  er- 
füllen zwei  gerade  Punktreihen  und  seine  Tangenten  bilden  ein 
Doppel -Büschel  (Winkel),  begrenzt  durch  die  Träger  der  Punkt- 
reihen; 

3)  Der  Linien -Paar- Punkt:  seine  Tangenten  erfWlen  ein 
DoppelbUschel  und  seine  Punkte  eine  Doppelgerade,  welche  einer 
der  Strahlen  des  Büschels  ist. 

Die  beigefügten  Noten  kleiden  die  Frage  nach  der  Realität 
der  Doppel -Elemente  zweier  aufeinanderfallender  Punktreihen 
oder  concentrischer  Strahlbtischel  in  bekannter  Weise  in  analy- 
tisches Gewand.  Schz. 

St.  Smith.     On  some  geometrical  constructions.     Proc.  of 

L.  M.  S.  IL  85-100.  1869. 

Ein  Kegelschnitt  A  wird  einem  Kegelschnitt  B  harmonisch 
um-  oder  inschrieben  genannt,  wenn  A  einem  in  Bezug  auf  B 
sich  selbst  conjugirten  Dreieck  resp.  um-  oder  inschrieben  ißt 
Besonders  durch  Anwendung  des  Satzes: 

„Wenn  A  harmonisch  umschrieben  ist  B,  so  ist  das  Homo- 
logie-Centrum eines  dem  A  inschriebenen  Dreiecks  und  seines 
Polar -Dreiecks  in  Bezug  auf  B  ein  Punkt  von  4"  (Salmon  Conic 
Sections  p.  326)  werden  dann  folgende  Aufgaben  gelöst: 

„Den  Kegelschnitt  zu  construiren,  welcher  durch  5  — n  ge- 
gebene Punkte  geht  und  n  gegebenen  Kegelschnitten  harmonisch 
umschrieben  ist,  wenn  «  =  2,  3,  4,  5." 

Repräsentirt  die  Gleichung: 

K<^i+K<^t-\ — [-^*+i<y*+i  =  0, 

worin  (T*  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  Punktcoor- 
dinaten  darstellt  und  &  =  1,  2,  3,  4  sein  kann,  ein  System  k^^' 
Ordnung  von  Kegelschnitten,  so  wird  das  durch  dieselbe  Gleichung 
in  Liniencoordinaten  repräsentirte  System  von  Kegelschnitten  ein 
Tangentialsystem  ä*«^  Ordnung  genannt,  und  der  auch  von  Herrn 
Cremona  (Introduzione  etc.)  mitgetheilte  Satz :  „Wenn  zwei  Kegel- 
schnitte einem  dritten  harmonisch  umschrieben  sind,  so  ist  ihm 
jeder  Kegelschnitt  des  durch  die  ersten  beiden  bestimmten  Büschels 
harmonisch  umschrieben"  zu  folgendem  Satz  erweitert: 

„Alle  Kegelschnitte  eines  Systems  *♦**'  Ordnung  umschreiben 
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harmonisch  alle  Kegelschnitte  eines  gewissen  Tangentialsystems 
von  der  Ordnung  4  — ä;  und  umgekehrt:  Alle  Kegelschnitte, 
welche  diejenigen  eines  gegebenen  Tangentialsystems  von  der 
Ordnung  4— ft  harmonisch  umschreiben,  bilden  ein  System  von 
der  Ordnung  &." 

Dieses  einem  gegebenen  System  entsprechende  Tangential- 
System  heisst  das  „contravariante^  System  des  gegebenen.  Aoa- 
lytische  und  geometrische  Beziehungen  dieser  beiden  Systeme 
werden  angedeutet. 

Wenn  *  =  2,  stellen  dieselben  zwei  contravariante  Kegel- 
Bchnittnetze  vor;  die  Cayley'sche  Curve  des  gegebenen  Netzes 
(ßt^t^'i)  ist  die  Hesse'sche  Curve  des  Contravarianten  Netzes; 
wie  die  Cayley'sche  Curve  die  Involutionen-Enveloppe  des  gege- 
benen Netzes,  so  ist  die  Hesse'sche  der  Ort  der  Strahlinvolutions- 
centra  des  contravarianten  Netzes. 

Ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  contravarianten  Netzes  eines 
gegebenen  (iJ^  a^  a,)  wird  gefunden,  wenn  man  den  Kegelschnitt 
construirt,  welcher  zwei  beliebige  Gerade  berührt  und  den  drei 
Kegelschnitten  a^  a,  a^  harmonisch  inschrieben  ist. 

Jedes  Kegelschnittnetz  kann  aber  auch  angesehen  werden 
als  das  Polarsystem  einer  gewissen  Curve  dritten  Grades,  welche 
die  Fundamentalcurve  des  Netzes  heisst.    Dadurch  entstehen  die 
Aufgaben : 
„das  Folarsystem 

a)  der  Fundamentalcurve  eines  gegebenen  Netzes  C^^i  ^«  ^3) 
und  seines  contravarianten  Netzes 

b)  der  Hesse'schen  Curve  des  Netzes  (aj^^a,)  und  seines 
contravarianten  Netzes  (der  Cayley'schen  von  ((t,  <y,  a,)), 

c)  derjenigen  Curven  dritten  Grades,  für  welche  eine  gege- 
b.ene  Curve  die  Hesse'sche  ist, 

zu  construiren.'^ 

Zuletzt  noch  die  Aufgabe:  „Die  Inflexionspunkte  einer  Curve 
dritten  Grades  zu  bestimmen,  deren  Polarsystem  gegeben  ist.'^ 

Schz. 
R,   NiEMTSCHiK.     Ueber    die   Construktion    der    Durch- 
schnittspunkte  von  Kreisen   und  Kegelschnittslinien. 
Wien.  6er.  LIX.  39-47.  1869. 
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R.  NiEMTSCHiK.     lieber    die    Construktion    der  Durch« 
Schnittspunkte    zweier  Kegelschnittslinien.     Wien.  Ber. 

LIX.  481-494.  1869. 

Denkt  man  sich  durch  zwei  in  einer  Ebene  gegebene  Kegel- 
schnitte zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gelegt,  so  sind  die 
Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  zugleich  die  Schnittpunkte 
der  den  beiden  Oberflächen  gemeinsamen  Eaumcnrve  mit  der 
Ebene  der  Kegelschnitte.  Darauf  beruhen  die  in  den  beiden  Ab- 
handlungen mit  den  Mitteln  der  orthogonalen  Projection  ausge- 
ftihrten  Constructionen  der  Durchschnittspunkte  eines  Kegel- 
schnittes mit  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  seiner 
Axen  liegt,  oder  zweier  Kegelschnitte,  wenn  eine  Aze  des 
einen  in  dieselbe  gerade  Linie  mit, einer  Axe  des  anderen  fUUt 
Diese  Linie  wird  als  Projectionsaxe  und  die  Ebene  der  beiden 
Kegelschnitte  als  verticale  Projectionsebene  festgesetzt  Die 
Kegelschnitte  sind  in  allen  Fällen  bestimmt:  die  Ellipse  doreh 
ihre  beiden  reellen  Axen,  die  Hyperbel  durch  Asymptoten  und 
Scheitel,  die  Parabel  durch  Axe,  Scheitel  und  einen  beliebigen 
anderen  Punkt  derselben. 

In  der  ersten  Abhandlung  wird  durch  den  so  bestimmten 
Kegelschnitt  ein  Gylinder,  ein  Botations-Kegel  oder  Hyperboloid 
und  durch  den  Kreis  diejenige  Kugel  gelegt,  deren  Mittelpunkt 
in  der  Gylinder-  resp.  ßotationsaxe  liegt,  so  dass  die  beiden 
Oberflächen  sich  in  zwei  Kreisen  schneiden,  deren  Ebenen  auf 
der  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehen,  deren  hori- 
zontale Projectionen  also  gerade  Linien  sind;  die  Schnittpunkte 
derselben  mit  der  Projectionsaxe  sind  die  verticalen  Projectionen 
der  gesuchten  Schnittpunkte,  welche,  da  der  Kreis  gegeben  ieti 
dadurch  gefunden  sind. 

Die  Gonstruction  der  Schnittpunkte  einer  Ellipse  mit  einem 
anderen  Kegelschnitt  wird  dadurch ,  dass  beide  auf  eine  andere 
Ebene  so  projicirt  werden,  dass  die  Projection  der  Ellipse  ein 
Kreis  ist,  auf  diese  erste  Aufgabe  zurückgeführt.  Die  Schnitt- 
punkte Yon  Hyperbeln  und  Parabeln  unter  einander  werden  g^ 
funden,  indem  durch  dieselben  zwei  concentrische  Kegel  gelegt 
werden,  von  denen  der  eine  ein  Rotationskegel  ist,  und  die  den- 
selben gemeinsamen  Kanten,  sowie  die  Schnittpunkte  dieser  mit 
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der  Zeichnungsebene  construirt  werden.  In  einigen  Fällen  ergiebt 
sich  eine  einfachere  Gonstraction,  wenn  einer  der  beiden  Kegel 
oder  beide  durch  Rotations -Hyperboloide  ersetzt  werden,  sodass 
die  Schnittcurve  aus  zwei  parallelen  Kreisen  besteht. 

Schz. 

R.  Staudigl.  Construktion  eines  Kegelschnittes,  wenn 
derselbe  durch  imaginäre  Punkte  und  Tangenten  be- 
stimmt wird.      Wien.  Ber.  LXI.  607-620.  1870. 

Die  Doppelpunkte  zweier  aufeinanderliegender  und  gleich- 
laufender projectivischer  Punktreihen  bilden  sowohl  mit  den 
Punkten  g^  h,  als  auch  mit  den  entsprechenden  ^,,  h^  (nach  der 
Steiner'schen  Bezeichnung,  Steiner  Entw.  d.  Abb.  geom.  Gest 
§  15,  Schroeter,  Theorie  der  Kegelschn.  p.  31)  vier  harmonische 
Punkte.  Die  Punktpaare  g,  h  und  g^ ,  h^  bestimmen  demnach 
ein  Punktsystem,  welches  dieselben  beiden  Doppelpunkte  hat 
oder  repräsentirt,  als  die  gegebenen  beiden  aufeinanderliegenden 
Punktreihen.  Die  Darstellung  zweier  imaginärer  Punkte  durch 
zwei  aufeinanderliegende  gleichlaufende  Punktreihen  kann  daher 
immer  ersetzt  werden  durch  ein  Punktsystem.  Hiervon  wird  in 
den  folgenden  Gonstructionen  Gebrauch  gemacht,  wenn  es  gilt 
die  Doppelelemente  eines  Punktsystems  zu  construiren,  welches 
durch  zwei  Punktepaare  bestimmt  ist,  von  denen  eines  oder  beide 
imaginär  werden  können  und  dann  durch  je  zwei  gleichlaufende 
conjectivische  Punktreihen  vertreten  sind.  Ersetzt  man  nämlich 
die  letzteren  in  der  angegebenen  Weise  durch  ein  Punktsystem, 
wobei  man,  wenn  das  eine  Punktpaar  reell  ist,  auch  dieses  als 
die  Doppelpunkte  eines  Punktsystems  zu  betrachten  hat,  so  hat 
man  nur  die  den  beiden  Punktsystemen  gemeinsamen  entoprechen* 
den  Elemente  zu  construiren.  Dadurch  gelingt  es  dem  Herrn  Ver- 
fasser die  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  v.  Schroeter  (p.  237 
bis  239)  mitgetheilte  Lösung  der  Aufgaben:  „Einen  Kegelschnitt 
zu  construiren,  wenn  derselbe  durch  vier  Punkte  und  eine  Tan- 
gente, oder  durch  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten  bestimmt  ist" 
auch  auf  die  Fälle  auszudehnen,  in  welchen  zwei  oder  vißr  der 
gegebenen  Elemente  imaginär  sind.  Diese  Gonstructionen  zeichnen 
sich  durch  grössere  Einfachheit  vor  den  von  Ghasles  (Traitö  des 
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sections  coniques  pag.  47,  226,  236)  angegebenen  Lösungen  der- 
selben Aufgaben  aus.  Schz. 

F.  Grelle.  Ueber  ein  geometrisches  Kennzeichen  der 
Art  der  durch  5  gegebene  Tangenten,  durch  5  ge- 
gebene   Punkte    u.   s.   w.    bestimmten    Kegelschnitte. 

Schlomilch  Z.  XIV.  388-392.  1869.  Mz. 

J.  WoLSTENHOLME.      On   ccrtain   properties  of  confocal 
conics,    and  theorems  derived  therefrom.     Quart.  J.  X. 
285-288.  1869. 
Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  System  con- 
focaler  Kegelschnitte  umhüllen,  wie  bekannt,  eine  feste  Parabel. 
Der  Verfasser  beweist  zunächst,  dass  die  entsprechenden  Nor- 
malen dieselbe  Parabel  umhilllen.    Er  stellt  darauf  einige  Sätze 
über  confocale  Kegelschnitte  auf,  die,  durch  Projection  und  das 
Dualitätsprincip  verallgemeinert,  folgendermassen  lauten: 

1)  Sind  von  einem  festen  Punkte  0  Tangenten  OPyOQ  an 
irgend  einen  der  demselben  Viereck  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitte gelegt,  so  umhüllt  die  Gerade  PQ  einen  Kegelschnitt, 
der  die  Diagonalen  des  Vierecks  berührt;  wird  von  P  die  zweite 
Tangente  an  diese  Enveloppe  gezogen,  so  theilen  diese  Tangente 
und  OP  jede  der  Diagonalen  harmonisch. 

2)  Ist  AA^  eine  der  Diagonalen  des  Vierecks,  so  geht  der 
durch  OPQAA'  bestimmte  Kegelschnitt  immer  durch  einen  vier- 
ten festen  Punkt  0'  so,  dass  sowohl  A'O,  A'O'  als  auch  AO,  A(y 
die  beiden  anderen  Diagonalen  harmonisch  schneiden. 

3)  Wenn  eine  feste  Gerade  0  irgend  einen  der  einem 
Viereck  ABCD  umschriebenen  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten 
PQ  schneidet,  so  treffen  sich  die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
auf  einem  festen  Kegelschnitt,  der  durch  die  Schnittpunkte  EFG 
der  Seiten  DC,  AD]  CA,  BD  und  AB,  CD  geht;  femer, 
wenn  die  Tangente  an  P  den  Kegelschnitt  wieder  in  P'  trifil, 
so  sind  die  Büschel  EdAPP'B),  FQBPP'C),  G(CPP'A)  harmonisch. 

4)  Der  Kegelschnitt,  welcher  die  feste  Gerade  0,  zwei  Seiten 
jBC,  ad  des  Vierecks  und  die  Tangenten  in  P,  0  berührt,  hat 
eine  vierte  feste  Tangente,  welche  mit  0  zusammen  £C,  AD  har- 
monisch theilt. 
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Zum  Schluss  werden  diese  Sätze  für  confocale  Parabeln  be- 
sonders ausgesprochen.  He. 

Anonymus.     The  nine-poiiit's   conic  of  any  tetrastigm. 

Messenger  V.  1-2.  1869. 

Die  Mittelpunkte  der  4  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks 
(Tetrastigm,  welches  durch  4  Punkte  bestimmt  ist,)  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt,  welcher  zugleich  die  Durchschnitte  gegen- 
überliegender Seiten  enthält. 

Dieser  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  wenn  einer  der  4  gege- 
benen Punkte  innerhalb  des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks 
liegt,  anderweitig  eine  Hyperbel.  Es  wird  eine  Parabel,  wenn 
ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt.  Sind  endlich  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  rechtwinklig  zu  einander,  so  erhält  man  den 
Feuerbach'schen  Kreis  für  ein  Dreieck,  dessen  Höhepunkt  die 
vierte  Ecke  des  Vierecks  bildet.  He. 

E.  Folie.     Note  sur  quelques  th^orfemes  de  g^omdtrie  su- 

p^rieure.      Bull,  de  Belg.  (2).  XXVIII.  87-102.  1869. 

Die  Arbeit  enthält  Verallgemeinerungen  zweier  Sätze,  die 
Herr  Chasles  in  seinem :  „Trait^  des  sections  coniques^  p.  16  und 
24  gegeben  und  dort  als  Satz  des  Pappus  und  Zusatz  zu  demselben 
bezeichnet  hat.  Die  Verallgemeinerungen  lauten:  1)  „Wenn 
ein  vollständiges  Vierseit  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben 
ist,  so  stehen  die  Producte  der  Entfernungen  eines  Punktes  der 
Curve  von  jedem  Paar  entgegengesetzter  Seiten  und  den  beiden 
Diagonalen  in  einem  constanten  Verhältniss.^  2)  „Wenn  ein 
vollständiges  Vierseit  einem  Kegelschnitt  umschrieben  ist,  so 
stehen  die  Producte  aus  den  Entfernungen  einer  Tangente  von 
zwei  entgegengesetzten  (d.  h.  nicht  auf  einer  Seite  liegenden) 
Ecken  untereinander  in  constantem  Verhältniss.^'  Der  Beweis 
dieser  Sätze  beruht  auf  zwei  speciellen  Sätzen  von  H.  Chasles 
in  Beziehung  auf  die  Produkte  der  Entfernungen  eines  Curven- 
punktes  von  den  Schenkeln  eines  eingeschriebenen  WinkelS; 
und  in  Beziehung  auf  die  Produkte  der  Entfernungen  einer  Tan- 
gente bezüglich  eines  umschriebenen  Winkels.  Die  obigen  Sätze 
werden  zum  Schluss  auch  auf  n-Ecke  ausgedehnt.  0. 
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O.  ToGNOLi.  Teoremi  di  Chasles  sopra  la  proprietk  dei 
sistemi  di  coniche  {fi^v)  che  servono  di  base  alla 
determinazione  del  numero  di  queste  curve,  che  sod- 
disfanno  a  cinque  condizioni  qualunque,  Pisa.  Valenti.  1869. 

Vollständige  Beweise  der  Sätze,  die  Herr  Cbasles  der  Pariser 
Akademie  der  Wissenschaften  (C.  R.  LVUI,  LIX)  mitgetheilt,  aber 
grösstentheils  ohne  Beweis  ausgesprochen  hat.  Jg.  (0.) 

C.  Montag.  Ueber  ein  durch  die  Sätze  von  Brianchon  und 
Pascal  vermitteltes  geometrisches    Beziehungssystem. 

Breslaa,  Impfer.  1870. 

A.  DE  Morgan.     On  the  conic  octagram.    Proc.  of  l.  m.  8. 

II.  26-29.  1869. 
Von  dem  Satz:  „Wenn  von  den  n'  Schnittpunkten  zweier 
Curven  «*"  Ordnung  n.p  — ^(p— .i)(p— 2)  in  einer  Curve  der 
p*«"  Ordnung  liegen  ip<:n)y  so  liegen  auf  derselben  noch  weitere 
i(p--l)(p  — 2)  Schnittpunkte  (welche  der  Hr.  Verf.  adjuncte 
Punkte  nennt),  und  die  übrigen  nin—p)  liegen  auf  einer  Curve 
der  (n— p)*«»  Ordnung"  werden  die  speciellen  Fälle,  wenn  p  =  2 
oder  II  — 2  ist  und  die  Curven  »*•'  Ordnung  aus  je  n  Oeraden 
bestehen,  besprochen.  Wie  hieraus  für  n  =  3  das  Pascarsche 
Sechseck  hervorgeht,  so  kann  jedes  beliebige  einem  Kegelschnitt 
eingeschriebene  2ft- eck  erhalten  werden,  und  zwar  auf  zweifache 
Weise,  je  nachdem  man  die  Curve  (n— 2)***^  Ordnung  oder  5  den 
Kegelschnitt  bestimmende  Punkte  als  gegeben  annimmt.  In 
letzterem  Falle  kommt  es  darauf  an,  die  anderen  2ft—5  Punkte 
zu  construireU;  so  dass  die  übrigen  Schnittpunkte  auf  einer  passen- 
den Curve  («—2)**'  Ordnung  liegen.  Ist  n<5,  so  giebt  es  keine 
adjuncte  Punkte,  und  dann  ist  die  zweite  Constructiou  gerade  die 
Umkehrung  der  erstereu.  Es  werden  beide  Constructionen  ange- 
geben für  it  =  3  und  9i=4,  die  erstere  auch  ftir  n  =  5.  Als  Leit- 
eurve  (n— 2)**'  Ordnung  werden  n— 2  Gerade  gewählt,     Schz. 

J.  P.  Taylor.     Geometrical  proof  of  M.  Faure's  and 
some  kindred  theorems.     Quart.  J.  X.  129-182.  1869. 
Geometrischer  Beweis  folgender  Sätze; 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  5.    Neuere  a^Dthetiache  OeometrTe.  393 

bt  ein  Kreis  8  einem  Dreieck  eingesohrieben,  das  einem 
Kreise  S*  selbst  conjugirt  ist,  so  kann  ein  Dreieck  in  den  Kreis 
S^  eingeschrieben  werden,  das  dem  Kreise  S  selbst  conjugirt  ist. 

Durch  Projection  erhält  man  denselben  Satz  fllr  einen  be- 
liebigen Kegelschnitt. 

Das  Quadrat  der  Tangente,  die  vom  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnitts an  einen  Kreis  gezogen  wird,  der  ein  dem  Kegelschnitt 
selbst- conjugirtes  Dreieck  umschreibt,  ist  constant  und  gleich  der 
Quadratsumme  der  Halbaxen  des  Kegelschnitts.  Dies  wird  dann 
für  die  gleichseitige  Hyperbel  und  ftir  die  Parabel  specialisirt. 

Femer:  Ist  eine  Kugel  einem  Tetraeder  umschrieben,  das 
einer  Fläche  zweiten  Grades  selbst  conjugirt  ist,  so  ist  das  Quadrat 
der  Tangente  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  an  die  Kugel  gleich 
der  Quadratsumme  der  Halbaxen  der  Fläche.  Mz. 

A.  Knittebscheid.    Ein  neues  Supplement  zum  Problem 

des  Apollonius  IL      Pr.  Eupen,  1869. 

Der  Verfasser  hatte  in  einer  früheren  Arbeit,  die  auf  der 
Verbindung  des  Ghordalpunktes  der  drei  gegebenen  Kreise  mit 
den  12  Polen  der  4  Äehnlichkeitsaxen  beruhende  Lösung  des 
ApoUonius'schen  Tactionsproblems  in  der  Ebene  auf  Kegelschnitte 
für  den  Fall  ausgedehnt,  dass  alle  Kegelschnitte,  sowohl  die  ge- 
gebenen wie  die  gesuchten,  einen  und  denselben  festen  Punkt 
als  einen  ihrer  Brennpunkte  besitzen.  Diese  Ausdehnung  ist  er- 
möglicht durch  den  Satz,  dass  in  Bezug  auf  einen  festen  Fun- 
damentalkreis die  Polarcurve  jedes  Kreises  der  Ebene  ein  Kegel- 
sdinitt  ist,  dessen  einer  Brennpunkt  in  den  Mittelpunkt  des  Fun- 
damentalkreises fällt,  dass  in  Bezug  auf  diesen  der  Pol  der 
Chordale  zweier  Kreise  der  Schnittpunkt  zweier  gewisser  gemein- 
gamer  Tangenten  ihrer  Polarkegelschnitte  ist,  dass  zwei  sich  be- 
rührende Kreise  zwei  sich  berührende  Polarkegelschnitte  haben  etc. 

Diese  zweite  Arbeit  überträgt  in  ganz  entsprechender  Weise 
die  analoge  Construction  der  16  Berührungskugeln  an  vier  ge- 
gebenen Kugeln  auf  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
einen  festen  Punkt  zum  gemeinsamen  Brennpunkt  haben,  und 
löst  die  15  Aufgaben,  eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  zu 
eonstruiren,  welche  einen  Punkt  F  zu  einem  ihrer  Brennpunkte 
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hat,  f  gegebene  Rotationsflächen  mit  dem  gemeinsamen  Brenn- 
punkte F  berührt,  e  gegebene  Ebenen  zu  Tangentialebenen  nnd 
p  gegebene  Punkte  zu  Flächenpunkten  hat,  wo  ^-|-«+p  =  4  ist. 
Die  durch  Specialitäten  der  Lage  bedingten  Modificationen  werden 
eingehend  und  erschöpfend  discutirt.  Seht. 

W.  K.  Clifford.     Sjntlietic  proof  of  niqueVs  theorem. 

Messenger  V.  124-141. 1870. 

MiqueVs  Satz  lautet:  „Wenn  5  gerade  Linien  und  5  Parabeln 
so  gezogen  sind,  dass  jede  immer  4  berührt,  so  liegen  die  Brenn- 
punkte der  Parabeln  auf  einem  Kreise." 

Die  Arbeit  ist  in  4  Abschnitte  getheilt:  I.  Ueber  die  Formen 
gewisser  Curven.  Ein  Complex  von  Punkten  der  sechsten  Ord- 
nung ist  mit  einem  Complex  von  Linien  der  dritten  Glasse  durch 
die  Bedingung  verbunden,  dass  sie  resp.  Punkte  oder  Tangenten 
einer  gewissen  Curve  sind.  Es  werden  die  Modifikationen  der 
beiden  Complexe  als  Folgen  der  Veränderungen  der  Curve  be- 
trachtet. IL  Der  Focus  der  Doppel -Parabel.  Die  Doppelparabel 
wird  als  eine  Curve  3*^'  Classe  definirt,  die  eine  Linie  im  Un- 
endlichen als  Doppeltangente  hat.  Gefunden  wird  eine  geome- 
trische Eigenschaft  des  Focus,  die  als  Mittel  zur  Construction 
der  Curve  dient.  III.  Der  Ort  der  Foci  aller  Doppelparabeln, 
welche  5  feste  Linien  berühren.    IV.   Entwickelungen. 

Glr.  (0.) 

Eduard  Weyr.      Ueber  ähnliche   Kegelschnitte.     Wien. 

Ber.  LXII.  261-270.  1870. 
Der  Verfasser  erwähnt  zuerst  einige  Lehrsätze  von  ähnlichen 
Kegelschnitten,  —  und  zwar  solche,  die  sich  auf  projectivische 
Eigenschaften  stützen,  ~>  und  giebt  dann  einen  Beweis  des  Lehr- 
satzes, der  sich  in  Steiner's:  Systematische  Entwickelung  der 
Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  etc.  pag.  305  No.  39  vor- 
findet. Die  in  diesem  Lehrsatze  besprochene  Curve  4***  Grades 
wird  construirt.  Mz. 

St.  Smith.      On   the  focal   properties    of  homographic 

figures,      Proc.  of  the  L.  M.  S.  II.  196-248.  1869. 
Si  und  0)  seien  zwei  collineare  ebene  Systeme  in  perspecti- 
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viseber  Lage,  und  es  werde  mit  J2,  oa^  die  Schnittlinie  derselben, 
mit  S  das  Centrum  der  Perspective,  und  mit  OY  und  o^y  die 
der  unendlich  entfernten  Geraden  entsprechenden,  der  Voraus- 
setzung nach  stets  endlichen  Geraden  bezeichnet.  Die  von  S 
auf  die  Halbirungsebenen  der  Winkel  zwischen  Sl  und  w  gefällten 
Lethe  treffen  Sl  in  F^  und  F,,  <o  in  den  resp.  entsprechenden 
Punkten  f^  und  f^.  Diese  Punkte,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  je  zwei  entsprechende  Winkel  in  ihnen  gleich  sind,  werden 
die  Brennpunkte  (foci)  der  beiden  Systeme  genannt.  Die  ent- 
sprechenden Drehrichtungen  des  einen  Paares  sind,  von  S  aus 
gesehen,  gleich  und  diese  heissen  ähnliche  Brennpunkte,  die  des 
anderen  Paares  sind  entgegengesetzt  und  diese  heissen  unähnliche 
Brennpunkte.  Die  entsprechenden  Geraden  F^F,  und  fj^  heissen 
die  Focal-Axen;  die  endlichen  Strecken  F^F^  und  fj^  derselben 
werden  resp.  durch  die  Geraden  OY  und  o*y  halbirt  in  den 
Punkten  0  und  o',  welche  die  Centra  der  beiden  Systeme  ge- 
nannt werden  und  resp.  den  unendlich  entfernten  Punkten  der 
Focal-Axen  in  den  Ebenen  oi  und  Sl  entsprechen. 

Die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  in  jeder 
Ebene  wird  der  Parameter  dieser  Ebene  genannt  und  resp.  mit 
C  und  c  bezeichnet.  Diejenige  Ebene  durch  S,  welche  der  Ebene 
der  Geraden  OY  und  o*y  parallel  ist,  schneidet  die  Systeme  in 
zwei  entsprechenden  Geraden  Sl^  und  o»,,  welche  eben  so  wie 
die  in  der  Schnittlinie  vereinigten  Geraden  Sl^  und  (o,  senkrecht 
stehen  auf  den  Focalaxen  und  die  Eigenschaft  haben,  dass  je 
zwei  entsprechende  Strecken  in  ihnen  einander  gleich  sind;  sie 
heissen  die  Aequisegmentalaxen  oder  die  Gyclischen  Linien. 
Hit  Rtlcksicht  auf  den  entsprechenden  Kichtungssinn  heissen  das 
eine  Paar  die  ähnlichen,  das  andere  die  unähnlichen  Axen. 
Dieselben  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  das  Centrum  ihrer 
Ebene  und  so,  dass  die  halbe  Entfernung  derselben  gleich  dem 
Parameter  der  anderen  Ebene  ist. 

Nachdem  so  aus  der  perspectivischen  Lage  die  ausgezeichneten 
Elemente  und  ihre  relative  Lage  in  jeder  Ebene  gefunden,  wer- 
den dieselben  bei  allgemeiner  Lage  der  homographischen  Systeme 
bestimmt  und  construirt.  Sind  F, ,  F^ ,  9, ,  9,  die  imaginären  un- 
endlich entfernten  Kreispunkte  der  Ebenen  Sl  und  ta,  und  Pi,p«; 

Fortschr.  d.  Math.  U.  2.  27 
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0, ,  Qt  ihre  resp.  in  o)  and  £i  entsprechenden  Punkte,  so  sind 
Y,  F^ ,  F,  und  y,  /*, ,  /*,  die  drei  reellen  und  sich  entsprechenden 
Diagonalpunkte  der  beiden  imaginären  Vierecke  P|jPtOj(?t  und 
PtPt9i^i  ^^^  darnach  leicht  zu  construiren.  Wenn  man  nun  noch 
bestimmt,  welches  die  entsprechenden  Brennpunkte  und  die  ent- 
sprechenden Drehrichtungen  um  dieselben  sind,  so  ist  es  leicht, 
schnell  zu  jedem  Punkt  den  entsprechenden  zu  construiren,  in 
eindeutiger  Weise,  da  die  entsprechenden  Richtungen  entsprechen- 
der durch  die  Brennpunkte  gehender  Geraden  mit  den  Focal- 
axen  immer  gleiche  Winkel  bilden.  Zwei  coUineare  ebene 
Systeme  können  auf  vier  verschiedene  Arten  homolog  auf  ein- 
ander gelegt  werden,  da  jedes  Paar  der  Aequisegmentalaxen 
als  Axe  der  Homologie  und  jedes  Paar  der  Brennpunkte  als 
Centrum  der  Homologie  gewählt  werden  kann.  Die  Gleichheit 
der  Parameter  zweier  homographischer  Figuren  ist  die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  dieselben  einer 
symmetrischen  Lage  fähig  sind. 

Sind  Aj ,  A, ,  r, ,  r^  die  Radienvectoren  entsprechender  Punkte 
Ä,  a  resp.  von  den  Brennpunkten  F, ,  F,,  ^, ,  /",,  so  ist: 


Ä. 


=  0 


(Ä|  ±Ä.)(r,  Tr.)  =  F,  F.  .fj,  =  4Cc. 

Die  Kreise  des  Systems,  von  welchem  F, ,  F,  die  Grenz- 
punkte und  OY  die  ßadicalaxe  (Potenzlinie)  ist,  werden  durch 
die  collineare  Beziehung  in  Kreise  desjenigen  Systems  Irans- 
formirt,  von  welchem  /", ,  f^  die  Grenzpunkte  und  o'y  die  Radical- 
axe  sind;  sie  heissen  die  Focalkreise  der  beiden  Ebenen;  die 
Radien  entsprechender  Kreise  verhalten  sich  wie  die  Parameter. 

Die  inneren  und  äusseren  Halbirungslinien  der  Winkel  F^ilF, 
und  f^af^  sind  die  Axen  der  entsprechenden  Strahlbüschel  in 
A  und  a,  welche  die  entsprechenden  rechten  Winkel  einschliesseu, 
und  zwar  entspricht  die  äussere  HalbiruDgslinie  in  Ä  der  inneren 
in  a  und  umgekehrt.  Die  Bestimmung  der  Involutionen  der  ent- 
sprechenden gleichen  und  derjenigen  der  entsprechenden  supple- 
mentären Winkel  in  entsprechenden  Strahlbttscheln,  femer  die 
Bestimmung  der  Involutionen  gleicher  und  gldcfagerichteter,  sowie 
derjenigen  gleicher  und  entgegengesetzt  gerichteter  entsprechen- 
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der  Strecken  vereinfacht  sich  durch  Benutzung  der  Foci  und 
Aequisegmental-Axen. 

Alle  confocalen  Kegelschnitte  in  il  mit  den  Brennpunkten 
¥^  und  F,  werden  transformirt  iu  confocale  Kegelschnitte  in  (a 
mit  den  Brennpunkten  /;  und  /;,  und  zwar  die  Ellipsen  in  Hy- 
perbeln und  die  Hyperbeln  in  Ellipsen.  Kiümmungsmittelpunkt 
und  Evolute  entsprechender  confocaler  Kegelschnitte  entsprechen 
einander. 

Diejenige  unendlich  kleine  Ellipse  in  irgend  einem  Punkt 
Ay  welche  das  Bild  eines  unendlich  kleinen  Kreises  um  den  ent- 
sprechenden Punkt  a  als  Centrum  ist,  wird  die  Indicatrix  des 
Punktes  A  genannt;  sie  ist  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit  der- 
jenigen Ellipse,  deren  Hauptaxen  die  Normalen  in  A  der  in  diesem 
Punkt  sich  schneidenden  confocalen  Kegelschnitte  und  resp.  gleich 
den  grösseren  Axen  derselben  sind. 

Analytisch  kann  die  homographische  Beziehung  dargestellt 
werden  sowohl  in  Cartesischen  Coordinaten,  bezogen  in  jeder 
Ebene  auf  die  Focalaxen  und  die  der  unendlich  entfernten 
Geraden  der  anderen  Ebene  entsprechende  Gerade  als  X-  resp. 
F-Axe  durch  die  sogenannten  Ganonischen  Gleichungen: 
Xx  =^  Cc  ,         Xx  =  Cc 

¥x  =  Cy       ^  ®'      Xy  =  cY, 
als  auch  in  elliptischen  Coordinaten  durch: 
^,  A,  =  ^,  A,  =  Cc, 

wenn  wir  durch  ^,  =  l  (Äj+ßi),  ^,  =  i(Ä,— Äj),  A,  =  ^  (^— »"i)» 
X^  =i(r,+r,)  die  grösseren  Halbaxen  der  confocalen  Kegel- 
schnitte durch  A  und  a  bezeichnen. 

Die  Halbaxen  M^.i  und  M^,i  der  Indicatrix  in  A  werden 
angegeben  gleich: 

oder 


Cc       C      ' 

AA   A 
Cc      c 

•  t    oder 

X.     X  . 

f'. 

^^ 

wobei  f  den  Radius  des  unendlich  kleinen  Kreises  um  a  be- 
zeichnet. Demnach  verhalten  sich  die  entsprechenden  Flächen- 
elemente  in  A  und  a  wie  X':  Ä,  A,  oder  A^  A^  :a?'  oder  C^xSxc^x^. 

27* 
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Die  Krümmung  aller  Curven,  welche  einander  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  berühren^  wird  durch  die  homographische  Trans- 
formation in  demselben  Yerhältniss  geändert. 

Ist  demnach  D.i  irgend  ein  Halbmesser  der  Indicatrix  in  A, 
so  wird  der  Krümmungsradius  einer  Curve,  welche  diesen  Halb- 
messer in  A  berührt,  in  dem  Yerhältniss  von  D^:M^,M^  geändert 
werden.  Es  werden  darauf  in  elliptischen  Goordinaten  die  Dif- 
ferentialgleichungen für  Curven  aufgestellt,  für  welche  der  Krüm- 
mungsradius in  jedem  Punkt  zu  demjenigen  des  entsprechenden 
Punktes  in  demselben  Yerhältniss  steht,  ferner  Curven  von  con- 
stanter  Elongation,  deren  unendlich  kleine  Bogenelemente  zu 
ihren  entsprechenden  in  constantem  Yerhältniss  stehen,  und  fttr 
Curven  von  gleicher  Tangential -Deflexion,  d.  i.  solche  Curven, 
bei  denen  der  von  irgend  zwei  Tangenten  gebildete  Winkel  gleich 
dem  von  den  beiden  entsprechenden  Tangenten  der  entsprechen- 
den Curve  gebildeten  Winkel  ist. 

Schliesslich  werden  die  Bedingungen  angegeben  daf&r,  dass 
entsprechende  Kegelschnitte  ähnlich  und  ähnlich  liegend  oder  nur 
ähnlich  sind,  Bedingungen,  welche  die  enge  Beziehung  solcher  Kegel- 
schnitte zu  den  Focis  und  Aequisegmentallinien  erkennen  lassen. 

Analoge  Untersuchungen  werden  nun  durchgeführt  bei  zwei  pro- 
jectivischenStrahlenbUndeluiSiund  s  (Punkt-Figuren  genannt).  Pund 
q  seien  die  beiden  unendlich  kleinen  Kugeln  um  S  und  s  (die  ima- 
ginären Kegel),  welche  sich  nicht  entsprechen  sollen ;  dann  seien  Q 
und  p  die  imaginären  Kegel,  welche  diesen  entsprechen.  Eis  giebt 
in  jedem  Bündel  ein  und  nur  ein  System  von  drei  aufeinander  senk- 
recht stehenden  Geraden,  deren  entsprechende  ebenfalls  rechte 
Winkel  bilden  X,  Y,  Z,  x,  y,  z;  dies  sind  die  Hauptaxen  der  Kegel 
Q  und  p  und  werden  die  Hauptaxen  der  beiden  Bündel  ge- 
nannt. Da  die  vier  imaginären  Schnittiinien  von  P  und  Q  und 
die  vier  imaginären  gemeinsamen  Tangentialebenen  dieser  beiden 
Kegel  den  vier  Schnittlinien  und  den  vier  gemeinsamen  Tan- 
gentialebenen von  p  und  q  entsprechen,  so  entsprechen  die  beiden 
reellen  Cyclischen-  oder  Kreis-Ebenen  C,  und  C,  und  die  beiden 
reellen  Focallinien  F^ ,  F^  von  Q  resp.  den  Kreisebenen  c^ ,  c, 
und  den  Focallinien  /*, ,  f^  von  p.  Ist  Y  resp.  y  die  Axe,  in 
welcher  die  Kreisebenen  sich  schneiden,  so  ist  XZ  resp.  xa  die 
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Ebene  der  FocalÜDien.  Sind  C  und  c  die  spitzen  Winkel  F^SX 
nnd  f^sx,  dann  ist  der  spitze  Winkel,  gebildet  von  YX  resp.  yx^ 
mit  jeder  der  Ereisebenen  von  Q  und  p  das  Gomplement  von 
resp.  c  und  C  Dies  giebt  Veranlassung  zu  reciproken  Bezie- 
hungen zwischen  den  beiden  Bündeln. 

Die  Winkel,  gebildet  von  irgend  zwei  Ebenen,  die  sich  in 
einer  Focallinie  von  S  schneiden,  sind  gleich  den  Winkeln  zwischen 
den  entsprechenden  Ebenen,  die  sich  in  einer  Focallinie  von  s 
schneiden;  und  ebenso  bilden  irgend  zwei  Strahlen  einer  Kreis- 
ebene  von  S  und  die  entsprechenden  Strahlen  der  Kreisebene 
von  s  gleiche  Winkel.  Um  S  sowohl  als  um  s  denke  man  sich 
Kugeln  beschrieben  mit  dem  Radius  eins;  ist  nun  Ä  irgend  ein 
Punkt  auf  der  Kugeloberfläche  von  S,  so  wird  von  den  zwei 
Punkten,  in  welchen  der  dem  Strahl  SA  entsprechende  Strahl 
die  Kugel  um  s  trifft,  derjenige  a  als  der  dem  A  entsprechende 
festgesetzt,  für  welchen  die  entsprechenden  Drehrichtungen  um  ^1 
and  a  von  den  Centren  der  Kugeln  aus  ähnlich  erscheinen.  Sind 
XYZ,  xyz  in  solcher  Weise  eindeutig  sich  entsprechende  Octanten, 
80  sind  die  entsprechenden  Drehrichtungen  um  die  in  ihnen  be- 
findlichen Foci  ähnlich,  und  auch  auf  den  entsprechenden  Cyoli- 
sehen  Bögen  sind  dadurch  die  entsprechenden  Sichtungen  be- 
stimmt, wodurch  man  in  den  Stand  gesetzt  ist  zu  jedem  Punkt 
und  grössten  Kreis  der  einen  Kugel  den  entsprechenden  Punkt 
und  grössten  Kreis  der  anderen  eindeutig  zu  construiren. 

Es  werden  darauf  die  Gleichungen  der  Homographie  in 
sphärischen  Coordinaten  aufgestellt  und  in  Bezug  auf  die  ent- 
sprechenden confocalen  und  concyclischen  sphärischen  Kegelschnitte, 
auf  die  gleichen  entsprechenden  Bögen  und  Winkel,  in  Bezug 
auf  die  Indicatrix  auf  der  Kugel,  auf  die  Curven  von  gleicher 
Tangential-Deflexion  und  constanter  Elongation,  auf  die  Kreise, 
deren  Mittelpunkt  ein  Brennpunkt  ist,  und  die  entsprechenden 
Kreise  metrische  Belationen  aufgestellt.  Zuletzt  wird  noch  die 
Construction  der  Focallinien  bei  perspectivischer  Lage-  der  Bttndel 
angegeben. 

Im  dritten  Theile  werden  zwei  coUineare  Räume  S,  8  unter- 
sucht. Wir  können  auch  hier  aus  der  Fülle  des  Materials  nur 
Einiges  herausheben.    Sind  Si  und  a  ihre  unendlich  entfernten 
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imaginären  Kreise,  welche  sich  nicht  entsprechen  sollen,  o»,  S 
die  ihnen  entsprechenden  imaginären  Kegelschnitte,  von  welchen 
angenommen  wird,  dass  keiner  ein  Kreis  sei,  so  sind  S  und  a 
ähnlich.  Sind  0,  o'  ihre  Mittelpunkte,  F,  rf  ihre  Ebenen,  X,  F, 
a?',  y'  die  unendlich  entfernten  Punkte  ihrer  Hauptaxen,  Z,  »' 
die  unendlich  entfernten  Punkte  senkrecht  auf  V  und  f>^  so 
werden  OX,  OY,  OZ,  oV,  o'y',  oV  die  Hauptaxen  der  beiden 
Bäume,  die  allein  sich  entsprechenden  Axen  OZ  und  oV  (O 
und  ä',  Z  und  o'  sind  entsprechende  Punkte)  die  Focal-Axen 
genannt. 

Die  entsprechenden  Drehrichtungen  um  entsprechende  Gerade 
sind  entweder  sämmtlich  ähnlich  oder  sämmtlich  unähnlich.  S 
und  (o  bestimmen  zwei  Systeme  entsprechender  confocaler  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  für  welche  sie  die  imaginären  Focal- 
Kegelschnitte  sind.  Die  Brennpunkte  der  reellen  Focal- Kegel- 
schnitte in  den  Hauptebenen  YZ  und  XZ,  resp.  y'z',  x'z!  sind  die 
homographischen  Foci  dieser  Ebenen  (sämmtlich  in  der  Z- Axe.) 
Den  ElUpsoiden  entsprechen  zweischalige  Hyperboloide  und  den 
einschaligen  Hyperboloiden  wieder  einschalige  Hyperboloide. 
Die  Focallinien  entsprechender  Strahlenbündel  P  und  p  sind  die 
Generatricen  der  durch  P  und  p  gehenden  einschaligen  Hyper- 
boloide; daraus  folgt:  Irgend  zwei  entsprechende  Generatricen 
zweier  Hyperboloide  der  beiden  confocalen  Systeme  sind  die 
Axen  von  Ebenenbüscheln,  deren  entsprechende  Winkel  gleich 
sind.  So  ist  es  leicht,  wenn  ein  Paar  entsprechender  Punkte 
und  drei  Paar  entsprechender  Generatricen  der  beiden  Räume 
gegeben  sind,  zu  jedem  beliebigen  Punkt  den  entsprechenden  zu 
construiren.  Die  Cyclischen  Ebenen  der  StrahlenbUndel  in  P  ent- 
halten zugleich  die  Kreisschnitte  der  Indicatrix  in  P,  Üie  Halb- 
axen  der  letzteren  werden  angegeben;  ferner  auch  die  Bedin- 
gung, dass  die  beiden  Räume  in  symmetrische  Lage  gebracht 
werden  können.  Schliesslich  folgt  noch  eine  historische  Anmer- 
kung, in  welcher  unter  Anderem  die  Auffassungen  einiger  Mathe- 
matiker erörtert  werden,  welche  zu  Resultaten  gelangt  sind,  die 
yon  den  hier  entwickelten  abweichen.  Schz. 
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Eduard  Weyr.     Ueber  einen  Satz,  von  Steiner,     Borchardt 

J.  LXXL  16-17.  1870. 
Zum  grössten  Theil  eine  Wiederholung  des  §  12  (Nr.  67c) 
der  Introduzione  des  Hrn.  Cremona.  Zuletzt  wird  aus  dem  Lehr- 
satz 6  dieses  §  12,  welcher  von  den  Kegelschnitten  handelt,  die 
eine  Curve  dritter  Ordnung  fllnfpunktig  berühren,  der  Steiner'sche 
Satz  von  den  dieselbe  sechspunktig  berührenden  Kegelschnitten 
abgeleitet.  Schz. 

E.  Weyr.    Ueber  Punktsysteme  auf  Curven  3*^^  Ordnung, 

Scblömilch  Z.  XV.  344-360.  1870. 
Wenn  C^  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
ist,  so  versteht  man  unter  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
der  Curve  das  Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen,  welche  den 
Doppelpunkt  mit  jenen  4  Punkten  verbinden.  Zwei  Punktsysteme 
auf  CJ  werden  demnach  projectivisch  sein,  wenn  das  Doppelver- 
hältniss von  4  Punkten  des  einen  Systems  gleich  ist  dem  Doppel- 
verhältniss der  entsprechenden  vier  Punkte  des  anderen  Systems. 
Haben  im  Besonderen  zwei  derartige  projectivische  Punktsysteme 
die  Eigenschaft,  dass  jedem  Funkt  der  Curve  immer  derselbe 
Punkt  entspricht,  mag  man  ihn  zu  dem  einen  oder  anderen  System 
rechnen,  so  bilden  beide  Punktsysteme  auf  CJ  eine  quadratische 
Involution.  Als  Grundlage  für  die  folgenden  Entwickelungen 
dienen  nun  dem  Verf.  die  centralen  Involutionen,  die  er  dahin 
d^nirt:  „Schneiden  sich  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  in  einem  und  demselben  auf  der  Curve  Cl  liegenden 
Punkte  0,  so  ist  die  Involution  eine  centrale  und  der  Punkt  0 
heisst  Centrum  der  Involution.^  Eine  solche  Involution  ist  be- 
stimmt, sobald  ein  Paar  entsprechender  Punkte  und  das  Centrum 
der  Involution  bekannt  ist.  Von  diesen  Gesichtspunkten  aus  ent- 
wickelt nunmehr  Herr  Weyr  mit  Leichtigkeit  eine  ganze  Beihe 
von  Eigenschaften  der  Curven  Cl,  auf  die  näher  einzugehen  an 
dieser  Stelle  zu  weit  führen  würde.  Sehn. 

E.  Wete.    Ueber  die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem 

Doppelpunkte.      Clebscb  Add.  in.  235-237.  1870. 
In  der   vorliegenden  Arbeit  wendet  der  Verf.  die  von  ihm 
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in  Schlömilch  Zeitschrift  XV.  1870,  (siehe  p.  403)  gegebene  Be- 
trachtungsweise der  Curven  CJ  auf  die  Sätze  von  den  Steiner'- 
schen  Polygonen  an,  deren  Herleitung  sich  flir  die  vorliegende 
Curvengattung  C^,  welche  ein  Doppelpunkt  auszeichnet,  sehr 
leicht  ergiebt.  Wenn  t  das  Theilverhältniss  ist,  in  welches  ein 
Strahl  T  den  Winkel  der  beiden  Doppelpunktstangenten  D^D^ 

•_  rj    m 

zerlegt,  also  der  Werth  .  jJ^py  so  ist  die  Bedingung  dafttr, 
dass  drei  Punkte  t^,  t^,  t^  — jedem  Werth  t  entspricht  ein  Punkt 
der  Curve  —  in  gerader  Linie  liegen  durch  die  Relation  bestimmt 
t^.t^,t^  =  k,  wo  k  eine  nur  von  der  Curve  CJ  abhängige  Grösse 
ist.  Um  nun  zu  einem  der  Curve  C\  eingeschriebenen  2n-Eck 
zu  gelangen,  gehe  man  von  zwei  willkürlichen  Curvenpunkten 
«,  und  t^  aus.  Man  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  x^  der 
Curve  mit  t^ ,  diese  Verbindungslinie  schneidet  C\  in  einem  dritten 
Punkte  x^,  von  diesem  aus  ziehe  man  durch  f,  und  gelangt  zu 
einem  dritten  Schnittpunkt  x^^  diesen  verbinde  man  wieder  mit 
<i  und  man  erhält  als  dritten  Schnittpunkt  den  Punkt  x^  u.  s.  f. 
Ist  man  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  bis  zu  einem  Punkt 
^2»+i  gelangt,  so  bestehen  die  Relationen: 

<,aj,  a?,    =ft,  «,a?j  x^  =  Ä, 

t^x^  x^    =&,  t^x^  x^  =&, 

Aus  diesen  folgt,  dass  i\x^  =f;x2„^.i.  Ist  nun  das  Polygon 
geschlossen,  d.  h.  fällt  X'^n+i  mit  x^  zusammen,  so  ist  für  t^  und 
«4  ausreichende  und  noth wendige  Bedingung  <7  =  ^J.  Je  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  r  =  ß,  wo  ß  eine  beliebige  Grösse  ist, 
bestimmen  also  zwei  Punkte  t^  und  <,,  fttr  welche  das  Polygon 
sich  schliesst.  Diese,  die  Hauptpunkte  der  Steiner'schen  2n-Ecke 
auf  der  Cuive  C\,  lassen  sich  demnach  zu  n- elementigen  Gruppen 
vereinigen,  welche  eine  Involution  n^*""  Grades,  die  die  beiden 
Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  zu  n- fachen  Punkten  hat, 
bilden.  Sohn. 

E.  Weyr.     Zur  Geometrie    der   Curven    3*®"*  Ordnung. 

Schlömilch  Z.  XV.  383-387.  1870. 
Eine  Curve  C\  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  wird, 
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bezogen  auf  die  DoppelpunktstaDgenten  als  Axen,  dargestellt  werden 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form  mxy  =  ax^+bx^y+cxy*+dy^. 
Eine  gerade  Linie  durch  den  Doppelpunkt  y  =tx  schneidet 
die  Curve  noch  in   einem  Punkte  p,  dessen  Coordinaten  sind 

^  =  — r-TT-i — r«  .    ..a ,  y  =  — nr-; — ^,  ,    ,^a  •  Jedem  i  entspricht 

ein  Punkt  p  der  Curve  und  jedem  Punkt  p  der  Curve  ein  Werth  t. 
Die  Grösse  (  nennt  der  Verf.  den  Parameter  des  entsprechenden 
Curvenpunkts.  Bildet  man  das  Product  der  Parameter  der  3n 
Schnittpunkte  einer  Curve  n^"  Ordnung  mit  C' ,  so  ist  dies  gleich 
der  n*®"  Potenz  einer  constanten  nur  von  der  Curve  dritter  Ord- 
nung abhängigen  Grösse.  Dieser  Satz,  dessen  Ableitung  sich 
sehr  einfach  ergiebt,  lässt  vielfache  interessante  Anwendungen 
zu.  Als  Beispiele  mögen  einige  der  nächstliegenden  dienen. 
Eine  willkürliche  Gerade  schneidet  C\  in  3  Punkten  t^,  /,,  /,  und 
es  ist  l|  t^  f,  =  k,  wo  A(  eine  nur  von  C^  abhängige  Grösse  ist 
BertLhrt  die  Gerade  die  Curve  in  t^y  während  sie  sie  in  i^  schneidet, 

so  ist  t]t^z=zk  und  daher  t^  =  ±y  y,  daher  giebt  es  von  f,  aus 

zwei  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  +  l/y-  ^^^  ""Vt 
zu  den  Doppelpunktstangenten  harmonisch  liegen.    Ist  j  ein  In- 

3  S  8 

flexionspunkt,  so  ist  j'  =  x,  daher  j,  =  j/x,  j,  =  o/x,  j,  =  aV*> 
wo  a  die  imaginäre  Cubikwurzel  der  Einheit  ist.  Es  giebt  dem- 
nach auf  C\  drei  Inflexionspunkte  und,  da^jj^^',  =x,  so  liegen 
dieselben  auf  einer  Geraden.  Es  leuchtet  ein,  dass  die  Betrach- 
tungsweise ein  fruchtbares  Hülfsmittel  zur  Lösung  der  meisten 
Fragen  ist,  die  sich  auf  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt beziehen.  Sehn.  , 

Eduard  Weyr.  Ueber  die  Doppelelemente  projectivischer 
Gebilde  und  deren  Bedeutung  für  Curven  dritter  Ord- 
nung und  Classe.     Prag.  Ber.  1869.  3-16. 

Der  Verfasser  definirt  zuerst  projectivische  Grundgebilde 
erster  Stufe  (Strahlenbüschel,  etc.),  betrachtet  dann  zwei  solche 
gleichartige  Grundgebilde  auf  demselben  Träger,  und  beweist 
einmal  durch  Rechnung  und   hierauf  durch   geometrische  Con« 
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structioD,  dass,  wenn  man  eine  Folge  von  Elementen  so  bestimmt^ 
daBS  jedem  Elemente,  zum  ersten  Gebilde  gerechnet,  das  darauf 
folgende  im  zweiten  Gebilde  entspricht  ^  man  sich  immer  mehr 
einem  der  beiden  Doppeleleraente  nähert.  Eine  Anwendung  hier- 
von wird  am  Schlüsse  auf  Curven  dritter  Ordnung  und  Classe 
gemacht.  Von  einem  beliebigen  Punkte  einer  solchen  Gurre 
kann  man  nur  eine  Tangente  an  die  Curve  ziehen;  ferner  schneidet 
jede  Tangente  einer  solchen  Curve  diese  noch  in  einem  Punkte, 
welcher  der  zum  Berührungspunkte  gehörige  Tangentialpunkt 
heisst.  Es  wird  nun  folgender  Satz  bewiesen:  Construirt  man 
eine  Folge  von  Punkten  einer  solchen  Curve:  a, ,  a,,  ...  so, 
dass  jeder  Punkt  der  Tangentialpunkt  des  vorhergehenden  ist, 
so  nähert  man  sich  immer  mehr  und  mehr  dem  Bttckkehrpunkte 
der  Curve;  ist  dagegen  jeder  Punkt  ans  dieser  Reihe  der  Tan- 
gentialpunkt des  nachfolgenden,  so  kommt  man  immer  mehr  zum 
Inflexionspunkte  der  Curve.  Das  reciproke  Theorem  wird  noch 
hinzugefügt.  Mz. 

H.  DuKEGE.  Ueber  eine  leichte  Constrnction  der  Curven 
dritter  Ordnung,  welche  durch  die  imaginären  Kreis- 
punkte hindurchgehn.     Schlömilch  Z.  XIV.  368-371.  1869. 

Die  Constrnction  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung 
durch  projectivische  Beziehung  eines  Kegelschnittsbttschels  auf 
ein  Strahlbüschel  ist  umständlich  und  lässt  die  Gestalt  der  er- 
zeugten Curve  nur  wenig  erkennen.  Weit  leichter  wird  die 
Sache,  wenn  man  statt  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung 
diejenigen  betrachtet,  welche  durch  die  imaginären  Kreispnnkte 
hindurchgehen. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Constrnction  solcher  Curven  dritter 
Ordnung.  Er  verlegt  zunächst  zwei  Basispunkte  des  Kegelschnitts- 
bUschels  in  die  imaginären  Kreispunkte,  wodurch  das  Kegel- 
schnittsbüschel in  ein  System  von  Chordalkreisen  übergeht.  Dann 
benutzt  er  2  von  Eckhardt  aufgestellte  Sätze,  nämlich:  1)  Zieht 
man  ans  den  Punkten  a^ ,  a,,  in  welchen  eine  der  reellen  Asymptote 
parallele  Gerade  die  Curve  schneidet,  zwei  Gerade,  welche  die 
Curve  auf's  Neue  resp.  in  6,,  6,  und  c, ,  c,  treffen,  so  liegen 
die  letzteren  4  Punkte  jedesmal  auf  einem   Kreise.  —  Dieser 
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Satz  wird  aber  dahin  specialisirt,  dass  statt  der  zur  reellen 
Asymptote  parallelen  Geraden  diese  Asymptote  selbst  gewählt 
wird,  wodarch  a^  ins  unendliche  rückt. 

2)  Nennt  man  den  Durchschnitt  der  beiden  imaginären 
Asymptoten  C^  so  gilt  Folgendes :  Die  Punkte  c^ ,  c,  in  welchen 
eine  durch  den  Asymptotendurchschnitt  A  (der  f&r  a^  steht,  wäh- 
rend Gj  im  Unendlichen)  gehende  Gerade  die  Curve  schneidet, 
liegen  stets  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  C  ist. 

Die  Gonstruction  ist  nun  diese:  Man  nimmt  6,,  6,,  A  und 
C  beliebig  an,  legt  durch  b^ ,  6,  einen  beliebigen  Kreis,  verbindet 
dessen  Mittelpunkt  M  mit  C  und  zieht  aus  A  eine  Senkrechte  zu 
CM,  so  trifit  diese  den  Kreis  um  M  in  zwei  Curvenpunkten  Cj 
und  c, .  Indem  man  durch  6, ,  \  nach  und  nach  andere  Kreise 
legt,  erhält  man  beliebig  viele  Ourvenpunkte.  A  darf  nicht  auf 
der  Geraden  6, ,  6,  liegen,  und  —  soll  die  Curve  bestimmt  sein  — 
C  nicht  auf  der  Geraden^  auf  welcher  die  Mittelpunkte  sämmt- 
lieher  Kreise  sind.  Mz. 

F.  D.  Thomson.    Notes   on   the  geometry   of  a   cubic 

curve.      Messenger  V.  27-30.  1869. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  mit  Hülfe  des  Lineals  allein  un- 
endlich viele  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  construiren 
kann,  wenn  ein  Punkt  P  der  Curve  und  die  Berührungspunkte 
der  Tangenten,  die  man  von  P  an  die  Curve  ziehen  kann,  ge- 
geben sind. 

Die  nöthigen  Sätze  sind  ohne  Beweise  gegeben.  In  Bezug 
auf  diese  wird  auf  eine  frühere  Arbeit  des  Verfassers  (Messenger 
m.  15)  verwiesen.  He. 

H.  J.  E.  Smith.  Memoire  sur  quelques  problfemes  cu- 
biques  et  biquadratiques,  et  Appendice.  Brioschi  Ann.  (2) 
m.  112-116,  218-243.  1869. 

H.  KoRTüM.  Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und 
vierten  Grades.  Bonn  1869. 

Die  erste  und^die  dritte  der  oben  genannten  Abhandlungen 
sind  mehr  oder  weniger  wörtliche  Abdrücke  zweier  Schriften, 
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zwischen  denen  im  Jahre  1868  von  der  Königlichen  Aeademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  der  aus  dem  Steiner'sehen  Legat 
ausgeschriebene  Preis  getheilt  wurde.  Die  zweite  Abhandlung 
von  Herrn  Smith  enthält  in  Form  von  Noten  Ausführungen  und 
Erläuterungen  zur  ersten.  — 

Die  Preisaufgabe  hatte  die   geometrische  Feststellung  der 
fundamentalen   Httifsmittel   verlangt,    welche    zur.  constructiTen 
Lösung  solcher  Probleme  nöthig  sind,  die  auf  cubische  Gleichun- 
gen führen,  und  ferner  die  Durchführung  einzelner  bestimmter 
Probleme,  namentlich   aber  der  Aufgabe:   „Wenn  13  Punkte  in 
der  Ebene  gegeben  sind,  so  sollen  durch  geometrische  Construction 
diejenigen  3  Punkte  bestimmt  werden,  welche  mit  den  gegebenen 
ein  System  von  16  Durchschnittspunkten  zweier  Curven  vierten 
Grades  bilden.^'   Die  Lösung  sollte  auch  die  Fälle  berücksichtigen, 
bei  welchen  einige  der  gegebenen  Punkte  imaginär  vorausgesetzt 
sind.  —  Hierdurch  war  der  Gang  für  beide  Schriften  ziemlieh 
genau  vorgezeichnet.     Beide  Verfasser  haben,  wie  dies  in  der 
Natur  der  Sache  liegt,  die  Aufgaben  des  dritten  und  des  vierten 
Grades  unter  einem  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkte  aufgefasst, 
und  sind  darauf  ausgegangen,  nachzuweisen,  dass  jedes  geome- 
trische Problem,  welches  3  oder  4  Lösungen  hat,   durch  lineare 
Construction  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Auffindung  der 
Durchschnittspunkte   eines  im   Voraus   gezeichneten 
festen  Kegelschnitts  mit  einem  Kreise,  ganz  analog  dem 
von   Steiner    angegebenen   Verfahren,    die    elementaren   Con- 
structionen   mit  Hülfe  des  Lineals   allein   unter   Voraussetzung 
eines  einzigen  vorher  gezeichneten  festen  Hülfskreises  auszuführen. 
Die  Methoden,  durch  welche  dies  erreicht  wird,  obwohl  im  Prinzip 
übereinstimmend,  weichen  im  Einzelnen  vielfach  von  einander 
ab,  die  Behandlung  der  speciellen,  die  Fundamentalpunkte  eines 
Büschels  von  Curven  vierten  Gerades  betreffenden  Aufgabe  ist 
bei  beiden  Verfassern  ganz  verschieden.    Im  Folgenden  sollen 
zunächst  die  Abhandlungen  von  Herrn  Smith  und  dann  im  Ver- 
gleich damit  die  von  Herrn  Kortum  besprochen  werden. 

L    Die  Abhandlung  von  Herrn  Smith  zerfällt  in  drei  Theile 
1)    die  geometrischen  Constructionen  in  der  Ebene  aus  ima- 
ginären Daten. 
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2)  Beweis  des  Deseartes'schen  Theorems,  dass  jedü  Problem 
dritten  oder  vierten  Grades  mit  Lineal  und  Cirkel  gelöst 
werden  kann,  wenn  im  Voraus  ein  fester  Kegelschnitt, 
oder  auch  nur  ein  beliebig  kleiner  Bogen  desselben  ge- 
zeichnet vorliegt  (Descartes,  Geometrie  livrelll — Oeuvres 
de  Descartes,  ed.  Cousin  vol  V,  p.  409) 

3)  Anwendung  auf  mehrere  besondere  Probleme,  vorzüglich 
auf  das  von  der  Akademie  gestellte. 

Erster  Theil.  Der  Verf.  nennt  ein  Paar  conjugirter  ima- 
ginärer Elemente  in  der  (reellen)  Ebene  eine  Dyade  (Punktdyade 
und  Strahlendyade);  eine  Punktdyade  liegt  auf  einer  reellen 
Geraden,  ihrer  Axe,  eine  Strahlendyade  geht  durch  einen  reellen 
Punkte  ihr  Centrum.  Jede  Dyade  ist  definirt  durch  eine  elliptische 
Involution,  deren  Träger  die  Axe  oder  das  Centrum  ist,  ist  also 
geometrisch  bestimmt  durch  zwei  Paar  reeller  conjugirter  Elemente 
dieser  Involution,  deren  Paare  sich  selbstverständlich  gegenseitig 
trennen.  Aus  dieser  Definition  folgt  zunächst,  dass  durch  jeden 
imaginären  Punkt  in  der  Ebene  eine  und  nur  eine  reelle  Ge- 
rade geht,  und  dass  jede  imaginäre  Gerade  einen  und  nur 
einen  reellen  Punkt  enthält.  Hat  man  nun  auf  der  Geraden 
A  die  Punktdyade  a^  a,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  sie  vertretende 
Involution,  und  irgend  einen  Punkt  p,  so  kann  man  den  Strahlen- 
btlschel  mit  dem  Centrum  p  perspectivisch  auf  die  involutorische 
Punktreihe  auf  A  beziehn,  und  erhält  so  einen  involutorischen 
Bflschel  dieser  repräsentirt  eine  durch  den  Punkt  p  gehende 
Strahlendyade,  die  man  definirt  als  das  Strahlenpaar,  welches 
den  reellen  Punkt  p  mit  jedem  der  beiden  Punkte  a^a^  verbindet. 
Vermöge  dieser  Definition  ist  der  Sinn  der  Aufgabe,  einen  reellen 
Punkt  mit  einem  imaginären  durch  eine  Gerade  zu  verbinden, 
und  der  der  reciproken  Aufgabe,  den  Durchschnitt  einer  reellen 
Geraden  mit  einer  imaginären  zu  bestimmen,  geometrisch  festge- 
stellt. Hat  man  femer  2  Punktdyaden  a^a^^  auf  der  Axe  A^  und 
6,6,,  auf  der  Axe  B;  so*  ist  bekannt,  dass  es  zwei  involutorische 
Bflschel  p  und  q  giebt,  die  zu  beiden  Involutionen  auf  A  und 
B  perspectivisch  liegen.  Die  Punkte  p  und  q  (die  Homologie- 
centra)  sind  mit  Lineal  und  Cirkel  zu  construiren.  Der  in- 
volutorische Büschel  in  p  repräsentirt  eine  Strahlendyade  P,P,, 
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und  es  fdgt  ans  den  früheren  Definitionen,  dass  jeder  der  beiden 
Strahlen  P,  und  P,  einen  Punkt  der  Dyade  a^a^  mit  einem  der 
Dyade  b^  b^  verbindet.  Dasselbe  gilt  von  der  Strahlendyade  Q^0^ , 
die  durch  den  involutorischen  Büschel  in  q  bestimmt  ist  Soll 
durch  zwei  imaginäre  Paukte  eine  Gerade  eindeutig  bestimmt 
sein,  wie  dies  die  Analogie  fordert,  so  muss  eine  Qerade  Q  als 
Verbindung  zweier  anderer  Punkte  aufgefasst  werden,  als  eine 
Gerade  P;  so  dass  etwa  die  Gerade  P^  ginge  durch  a^b^p,  Q 
durch  0^6,9,  Pt  durch  a^b^p  und  Q^  durch  a^b^q.  Wenn  man 
demnach  a^  und  a,  als  fest  gegeben  betrachtet,  so  entspricht 
einer  Vertauschung  der  Homologiecentra  p  und  q  eine  Vertau- 
schung der  imaginären  Punkte  b^  und  6,;  oder  durch  die  Ver- 
tauschung von  p  und  q  wird  die  Dyade  b^b^  mit  b^b^  vertauscht 
Vermöge  des  Dualitätsprinzips  gelten  entsprechende  Beziehungen 
zwischen  zwei  Strahlendyaden.  Man  findet  fttr  diese  2  Homo- 
logieaxen,  denen  man  in  analoger  Weise  verschiedenen  Sinn 
beilegen  kann. 

Im  Zusammenhange  hiermit  sucht  der  Verfasser  nun  ein 
Mittel  auf,  um  die  Vieldeutigkeit  möglichst  zu  beschränken, 
welche  durch  die  conjugirten  Werthe  auftritt.  In  der  ersten  Ab- 
handlung sucht  er  dies  dadurch  zu  erreichen,  dass  er  alle  vor- 
kommenden Dyaden  durch  eine  feste  Halfsdyade  und  die  Art 
der  Homologie  definirt,  welche  zwischen  dieser  und  der  gegebenen 
existirt  Dieser  Weg  ist  indessen  umständlich,  und  es  bleibt  das 
Bedenken  unerledigt,  ob  die  zu  dem  Zwecke  angegebene  CSon- 
struction  zwischen  zwei  Dyaden  dieselbe  Homologie  liefert,  duroh 
welche  Zwischenglieder  man  auch  dazu  gelangt.  Begrifilich  voll- 
kommen scharf  ist  dieselbe  Frage  in  der  zweiten  Abhandlung  des 
Verfassers  Note  lU  pg.220  erledigt.  Der  Verf.  zeigt  hier,  dass  das 
anharmonische  Verhältniss  zwischen  den  Elementenpaaren  der  In- 
volutionen benutzt  werden  kann,  um  den  Unterschied  in  der  Art 
der  Homologie  zweier  Dyaden  zu  fixiren,  und  wird  so  dazu  ge- 
führt, die  Identität  seiner  Auffassung  mh  deijenigen  festzustellen, 
welche  von  Staudt  in  seiner  Geometrie  der  Lage  der  Betrachtung 
imaginärer  Gebilde  zu  Grunde  gelegt  hat.  Die  beiden  Homo- 
logiecentra p  und  q  sind  nämlich  in  Bezug  auf  die  Axen  A  und 
B  wesentlich  dadurch  zu  unterscheiden,  dass,  wenn  ein  Punkt 
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auf  A  sieb  in  einem  bestimmten  Sinne  bewegt,  die  beiden  in 
Beziehung  auf  die  Gentra  p  und  q  perspectivischen  Punkte  auf 
B  sieb  in  einander  entgegengesetztem  Sinne  bewegen.  Man 
kann  also  die  Djade  b^b^  von  der  entgegengesetzten  b^b^  da- 
dureb  unteraebeiden,  dass  man  auf  der  Axe  B  aasser  der  die 
Dyade  repräsentirenden  Involution  noch  einen  bestimmten  Rieh* 
tungssinn  iixirt.  So  ist  die  Homologie  zweier  Punktdyaden  ein- 
deutig bestimmbar,  und  das  Analoge  lässt  sich  für  zwei  Strahlen- 
dyaden  durchfuhren.  Hierdurch  sind  die  beiden  Fundamental- 
aufgaben  gelöst:  Zwei  imaginäre  Punkte  durch  eine  Gerade  zu 
verbinden,  und  den  Durchschnittspunkt  zweier  imaginärer  Geraden 
zu  eonstruiren.  (Ist  eins  von  den  gegebenen  Elementen  reell, 
so  ist  die  Aufgabe  noch  einfacLer,  wie  leicht  ersichtlich.)  Dar- 
aus folgt  nun  die.  Ausführbarkeit  aller  linearen  Gonstructionen, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  beliebige  Anzahl  der  ge- 
gebenen Elemente  imaginär  ist.  Es  werden  nun  zum  Scbluss 
des  ersten  Theils  mehrere  Gonstructionen  wirklich  ausgeführt, 
so  dass  sich  die  praktische  Anwendbarkeit  dieser  Betrachtungen 
vollkommen  bestätigt.  Dergleichen  Beispiele,  bei  denen  die 
Elemente  beliebig  reell  oder  imaginär  vorausgesetzt  werden, 
sind:  „Zu  drei  Punkten  auf  einer  Geraden  den  vierten  harmoni- 
schen zu  finden.^'  — -  „Wenn  fänf  Punkte  (Tangenten)  eines  Kegel- 
schnitts gegeben  sind,  beliebig  viele  Punkte  (Tangenten)  zu  con- 
struiren.^'  —  „Wenn  ein  reeller  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt, 
die  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  mit  einem  durch  fünf 
Punkte  gegebenen  Kegelschnitt  zu  bestimmen.'^  —  „Wenn  durch 
fünf  imaginäre  Punkte  ein  Kegelschnitt  gelegt  ist  und  durch  ihre 
fftnf  eonjugirten  ein  zweiter,  die  reellen  Kegelschnitte  des  durch 
sie  bestimmten  Büschels  zu  eonstruiren.^'  Als  letztes  Beispiel 
dient  die  Aufgabe:  „Wenn  vier  Dyaden  imaginärer  Punkte 
(a^a^  b^b^  c^c^  d^d^)  gegeben  sind,  den  neunten  Punkt  &  zu  be- 
stimmen, durch  welchen  alle  Gurven][  dritten  Grades  des  durch 
jene  acht  Punkte  bestimmten  Büschels  hindurchgehn.^^  — 

Die  Behandlung  des  Imaginären  weicht  zwar  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  nicht  wesentlich  von  der  durch  von  Staudt 
in  die  Geometrie  eingefllhrten  ab,  wie  dies  der  Verf.  selbst  an- 
erkennt   Auch  feUt  die  Bebandlung  der  imaginären  Gebilde  im 
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Räume,  da  der  Verf.  seinem  Zwecke  entsprechend  nur  von  Ge* 
bilden  in  der  reellen  Ebene  handelt.  Da  indessen  dieser  Gegen- 
stand an  sich  von  grossem  Interesse  ist,  und  da  die  Abhandlung 
des  Verfassers,  namentlich  wegen  der  darin  gegebenen  Beispiele 
wohl  ganz  besonders  geeignet  scheint,  zur  Elärung  der  Vor- 
stellungen über  das  Imaginäre  in  der  Geometrie  beizutragen,  so 
hielt  es  Referent  ftlr  nöthig,  auf  diesen  ersten  Theil  der  Arbeit 
ausftlhrlicher  einzugehen. 

Zweiter  Theil.  Es  wird  als  selbstverständlich  angenom- 
men, dass  jedes  Problem  vierten  Grades  zurttckgef&hrt  werden 
kann  auf  die  Auffindung  der  vier  Durchschnittspunkte  zweier 
Kegelschnitte,  und  da  diese  bestimmt  sind^  wenn  das  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftliche  harmonische  Dreieck  (conjugirte 
Tripel)  und  je  zwei  Punkte  jedes  Kegelschnitts  gegeben  sind, 
so  bleibt  die  Aufgabe  zu  lösen: 

„Wenn  zwei  Kegelschnitte  S^  S,  durch  je  fünf  ihrer  Punkte 
bestimmt  sind,  und  ausserdem  ein  fester  Kegelschnitt  £  in  der 
Ebene  gezeichnet  vorliegt,  das  den  Kegelschnitten  S^,  S>,  ge- 
meinschaftliche harmonische  Dreieck  mit  Lineal  und  Zirkel  allein 
zu  construiren.'* 

Der  Verf.  giebt  zwei  Methoden  ausAihrlicher,  welche  beide 
auf  der  Transformation  eines  ebenen  Systems  durch  coUineare 
Verwandtschaft  und  auf  der  Bestimmung  der  Kreise  in  Kegel- 
schnittnetzen beruhen.  Bei  der  ersten  wird  das  dem  —  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  —  harmonischen  Dreieck  um- 
schriebene Netz,  bei  der  zweiten  das  Netz  betrachtet,  fOr  welches 
dasselbe  Dreieck  harmonisch  ist. 

Dritter  Theil.  Der  dritte  Theil  enthält  zunächst  die  Auf- 
gabe: „Von  einem  gegebenen  Punkte  P  die  Normalen  auf  einen 
vollständig  beschriebenen  Kegelschnitt  zu  ftlllen.'^  Es  wird  mit 
Hälfe  der  Methode  des  zweiten  Theils  die  Joachimstharsche 
Lösung  des  Problems  reproducirt.  Der  Verf.  bespricht  dann  all- 
gemein diejenigen  Probleme,  bei  welchen  die  Glieder  zweier 
Büschel  verknüpft  sind  durch  eine  Gleichung 

in  welcher  X  und  fi  die  CoefGcienten  sind,  durch  welche  in  jedem 
Büschel  ein  Glied  bestimmt  wird,  und  f  eine  ganze  rationale 
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Function  vierten  Grades  von  k  und  fi  darstellt,  die  entweder  in 
Bezug  auf  jede  einzelne  vom  zweiten,  oder  in  Bezug  auf  eine 
vom  dritten,  in  Bezug  auf  die  andere  vom  ersten  Grade  ist.  Ge- 
wisse hierbei  häufig  vorkommende  Fragen  finden  durch  die  Me- 
tboden des  Verf.  ihre  constructive  Erledigung.  Endlicb  wird 
ausführlich  die  von  der  Akademie  gestellte  Aufgabe  behandelt, 
aus  dreizehn  gegebenen  Durchschnittspunkten  zweier  Curven 
vierten  Grades  (1,  2,  3,  ...  13)  die  drei  andern  (14,  15,  lü)  zu 
construiren.  Der  Verf.  benutzt  die  Erzeugung  der  Curven  vierten 
Grades  durch  einen  Büschel  von  Curven  dritten  Grades  und  einen 
projectivischen  Strahlenbüschel,  um  drei  besondere  Curven  vierten 
Grades  des  betrachteten  Büschels  zu  construiren,  deren  jede  noch 
durch  einen  Punkt  geht,  welcher  mit  den  Punkten  1  bis  7,  und 
je  einem  aus  den  übrigen  gewählten,  z.  B.  8,  9,  10  zusammen 
die  Fundamentalpunkte  eines  Büschels  dritten  Grades  bildet. 
Vermöge  einer  einfachen  anharmonischen  Relation  findet  sich 
alsdann  eine  Curve  dritten  Grades,  welche  durch  die  drei  Centra 
der  Strahlenbüschel  und  durch  gewisse  andere  Punkte  hindurch- 
geht, und  von  der  sich  beweisen  lässt,  dass  sie  auch  die  neun 
Fundamentalpunkte  8,  9,  10,  ...  14,  lö,  16,  enthält.  Durch 
Wiederholung  desselben  Verfahrens  mit  passender  Vertauschung 
der  gegebenen  Punkte  erhält  man  eine  zweite  Curve  dritten 
Grades  durch  die  Punkte  7,  9,  10,  ...  14,  15,  16,  welche  mit 
der  ersten  noch  einen  bekannten  Punkt  gemein  hat.  Die  Auf- 
gabe ist  somit  darauf  reducirt,  die  drei  unbekannten  Durch- 
schnittspunkte 14,  15,  16  dieser  beiden  Curven  dritten  Grades 
zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist  von  Chasles  gelöst;  sie  lässt  sich 
in  ganz  analoger  Weise  darauf  reduciren,  die  drei  Durchschnitts- 
punkte  zweier  Kegelschnitte  zu  construiren,  welche  durch  einen 
bekannten  Punkt  gehn.  Alle  anzuwendenden  Constructionen  bis 
auf  die  letzte  sind  linear.  Eine  Discussion  der  speciellen  Fälle 
und  die  Berücksichtigung  des  Imaginären  schliesst  die  interessante 
Abhandlung. 

Die  Arbeit  von  Herrn  Kortum  besteht  aus  zwei  Abhandlun- 
gen. Auf  eine  allgemeine  Betrachtung  des  Imaginären  geht  der 
Verf.  nicht  ein,  er  verweist  vielmehr  in  dieser  Hinsicht  auf  von 
Staudt,    da    durch    dessen    Untersuchungen     der    Unterschied 
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zwischen  imaginären  und  reellen  Daten  in  der  Geometrie  auf- 
gehoben sei. 

Die  erste  Abhandlung  behandelt  dasselbe  allgemeine 
Problem,  wie  der  zweite  Theil  der  Abhandlung  von  Herrn  Smith, 
schlägt  aber  zunächst  einen  Weg  ein,  der  dort  nur  kurz  ange- 
deutet und  beim  Normalenproblem  angewendet  war.  Ist  nämlich 
ein  fester  Kegelschnitt  £  vollständig  gezeichnet  gegeben,  und 
sind  zwei  andere  Kegelschnitte  S^ ,  S,  durch  eine  hinreichende 
Anzahl  von  Punkten  bestimmt;  so  transformirt  der  Verfasser  das 
ebene  System  in  ein  affines,  so  dass  S^  in  £  übergeht  und  die 
Mittelpunktscurve  des  BQschels  S^  5,  in  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
dass  also  der  transformirte  Büschel  einen  Kreis  enthält,  der  zu 
construireu  ist.  Den  Durch schnittspunkten  dieses  Kreises  mit 
£  entsprechen  im  ursprünglichen  System  die  gesuchten  Durch- 
schuittspunkte  von  S^  und  S, .  Diese  Lösung  ist  reell  nur  durch- 
führbar, wenn  die  Mittelpunktscurve  des  Büschels  S^S^  eine  Hy- 
perbel ist.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  wird  das  System  zunädiat 
durch  eine  allgemeinere  collineare  Belation  in  ein  anderes  trans- 
formirt, welches  die  verlangte  Eigenschaft  bat.  Für  den  Fall, 
dass  S^  und  S,  nur  imaginäre  Durchschnittspunkte  haben,  lässt 
sich  die  Methode  zwar  anwenden,  führt  aber  zu  keiner  constructiven 
Lösung.  Der  Verf  betrachtet  in  diesem  Falle  ebenfalls  das 
Polardreieck  und  zwei  ihm  'umschriebene  Kegelschnitte,  die  sich 
in  vier  Punkten  schneiden,  deren  einer  vorher  bekannt  ist;  so 
dass  die  Lösung  in  diesem  Falle  mit  der  von  Herrn  Smith  ge- 
gebenen im  Allgemeinen  übereinstimmt.  Es  ist  zum  Schluss 
noch  auf  die  algebraische  Bedeutung  der  gegebenen  Methoden 
hingewiesen. 

Die  zweite  Abhandlung  löst  die  von  der  Akademie  ge- 
stellte Aufgabe,  ausgehend  von  der  Erzeugung  der  Curven  vierten 
Grades  durch  zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel.  Hieraus 
wird  die  Construction  einer  solchen  Curve  durch  vierzehn  ge- 
gebene Punkte  abgeleitet.  Wenn  diese  Construction  unbestimnit 
wird,  so  muss  der  vierzehnte  ein  nothwendiger  sein,  und  dies 
führt  zur  Aufsuchung  der  drei  nothwendigen  Punkte.  Der  Ver- 
fasser steigt  zur  allgemeinen  Losung  auf  durch  die  speciellen 
Fälle,  in  denen  drei  Doppelpunkte,  oder  zwei,  oder  einer  be- 
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ztiglich  statt  neun,  sechs  oder  drei  einfacher  Punkte  gegeben 
sind,  und  in  welchen  sich  die  Lösung  wesentlich  vereinfacht. 
Der  allgemeinste  Fall  wird  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe: 

„Wenn  gegeben  ein  Punkt  p  und  neun  Punkte  1,  2,  ...  9; 
femer  neun  Elemente  eines  einfachen  Gebildes  a^...a^  (z.  B. 
neun  Strahlen  eines  Büschels),  drei  Punkte  x,  y,  %  zu  finden, 
so  dass  die  neun  Glieder  des  Kegelschnittbüschels  (s^^^  durch 
die  neun  Punkte  1,  2,  ...  9  projectiyisch  sind  den  neun  Elemen- 
ten a,  ...ttg."  —  A. 

A.  Olivier.  Ueher  die  Erzeugung  solcher  geometrischer 
Curven,  welche  durch  unbekannte  Durchschnittspunkte 
gegebener   Curven  bestimmt   sind.      Schiömilch  z.  xiv. 

209-249.  1869. 
Die  nächste  Veranlassung  zur  Abfassung  vorliegender  Schrift 
war,  wie  der  Verf.  bemerkt,  ihm  durch  die  von  der  königlichen 
Akademie  zu  Berlin  ausgeschriebene  Preisfrage  gegeben,  welche 
folgendes  Problem  unter  anderem  zur  Construction  vorlegt:  „Wenn 
dreizehn  Punkte  in  der  Ebene  gegeben  sind;  so  sollen  durch  geo* 
metrische  Construction  diejenigen  drei  Punkte  bestimmt  werden, 
welebe  mit  den  gegebenen  zusammen  ein  System  von  sechzehn 
Durehflchnittspunkten  zweier  Curven  der  vierten  Ordnung  bilden.^ 
Wie  man  sieht,  handelt  es  sich  bei  dem  Problem  um  die  Con- 
struction unbekannter  Durchschnittspunkte  gegebener  Curven,  und 
da  derartige  Probleme  dadurch  zu  lösen  sind,  dass  man  Curven 
von  möglichst  niederer  Ordnung  construirt,  welche  sich  in  den 
unbekannten  Schnittpunkten  treffen,  so  ist  der  Zusammenhang 
des  Themas,  welches  Herr  Olivier  behandelt,  mit  jener  Preisfrage 
ermditlich.  Aber  die  vorliegende  Untersuchung  hat  noch  eine 
tiefer  greifende  Bedeutung.  Ist  nämlich  eine  Curve  K  der  n^^ 
Ordnung  durch  eine  genügende  Anzahl  reeller  Punkte  gegeben, 
so  lassen  sich  immer  zwei  projectivische  Curvenbttschel  niederer 
Ordnung  angeben,  welche  durch  den  Durchschnitt  der  entsprechen- 
den Elemente  die  Curve  K  erzeugen.  Sind  aber  unter  den  die 
Curve  K  bestimmenden  Punkten  auch  imaginäre,  welche  nur  als 
Durehsehnittspunkte  gegebener  Curven  darstellbar  sind,  so  ver- 
sagen die   bekannten  Principien    über  Curvenerzeugung    ihren 
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Dienst,  und  hier  ist  die  Lücke,  die  auszuAlIlen  die  vorliegende 
Schrift  einen  bedeutsamen  Beitrag  liefert. 

Ist  eine  Curve  K  der  n'*'"  Ordnung  durch  4 «(»-}- 3)  reelle 
Funkte  gegeben,  so  können  immer  nach  Theoremen  von  Chasles 
und  Jonquiöres  zwei  projeetivische  Curvenbttschel  der  «'*''"  und 
w""'"  (n'-f  w"  =  n)  Ordnung  festgestellt  werden,  welche  üurch  den 
Durchschnitt  entsprechender  Elemente  die  vorgelegte  Curve  er- 
zeugen. Den  Verf.  beschäftigt  zunächst  der  Specialfall,  bei  wel- 
chem das  eine  Curvenbüschel  von  der  Ordnung  «  —  1,  das  andere 
ein  Strahlenbttschel  ist.  In  diesem  Fall  lassen  sich  von  den  ge- 
gebenen Punkten  der  Curve  K  willkttrlich  p  =  4w(n  — 1)  +  1  zu 
Basispunkten  der  Büschel  wählen,  die  übrigen  sind  durch  die 
Bedingung  zu  bestimmen,  dass  die  entsprechenden  Elemente  die 
Curve  K  erzeugen.  Ist  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüs^hels  ein 
bekannter  Punkt  der  Curve,  so  besitzt  das  Problem  eine  einzige 
Auflösung,  welche  von  Härtenberger  in  der  Abhandlung:  „Ueber 
die  Erzeugung  geometrischer  Curven*'  (Borchardt  J.  LVIII  54) 
gegeben  worden  ist;  ist  das  nicht  der  Fall,  so  hat  das  Problem 
der  Curvenerzeugung  mehrere  Auflösungen,  mit  denen  sich  der 
Verf.  nunmehr  eingehender  beschäftigt. 

Von  den  4n(«  +  3)  Punkten  b^b^...bp  a^a^,..(hu^ij  welcbe 
die  Curve  n^""'  Ordnung  bestimmen,  können,  wie  gesagt, 
P=:>m(«  — i)-fl  willkürlich  zu  Basispunkten  des  Curven- 
büschels  (n— l)"**^  Ordnung  gewählt  werden;  es  seien  dies  die 
Punkte  6^6,... 6p.  Diese  nennt  der  Verf.  ,^ Grundpunkte ^  des 
Curvcnbüschels.  Die  übrigen  unbekannten  Basispunkte  des 
Büschels  fasst  er  zusammen  unter  dem  Kamen  „  Basisrest, '^  es 
sind  dies  die  Punkte  y, y,...y»-3||yii-2...y»-i,  wo  s  den  Werth 
i(n— -l)(ii— 2)  bezeichnet  und  der  Doppelstrich  diejenigen  Basis* 
punkte,  welche  eigentlich  unbekannt  sind,  von  denen  trennt, 
welche  mit  jenen  von  selbst  bestimmt  sind,  den  sogenannten  noth- 
wendigen  Basispunkten  des  Büschels.  Bezeichnet  x  den  Mittel- 
punkt des  Strahlenbüschels,  so  können  alle  unbekannten  Basis- 
punkte, also  a:,  y,  y,  ...y»-3||yi.-2*...y6-i  durch  die  Bedingung 
gefunden  werden,  dass  das  anharmonische  Verhältniss  des 
Strahlenbüschels  a?[aj  a,... 02^-1]  gleich  zu  machen  ist  dem  an- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  5.    Neuere  gyntbetische  Geometrie.  4I5 

hannonischen  Verbältnisse  des  CurvenbOschels 

Diese  Aufgabe  besitzt,  wie  der  Verf.  zeigt,  im  Allgemeinen 
s  =  ^(n— l)(n— 2)  verschiedene  Lösungen,  so  dass  die  pro- 
jeetivische  Erzeugung  der  Curve  K  in  diesem  Fall  auf  s  ver- 
schiedene Weisen  mögUch  ist.  Die  s  verschiedenen  Mittelpunkte 
der  Strahlenbüschel  P*P\..P^  heissen  nach  dem  Verf.  die  Pro- 
jectionspunkte  der  Curve  K;  zu  jedem  Projectionspunkt  Pf  ge- 
hört ein  gewisser  auf  die  Curve  K  fallender  Basisrest 

(?r(?^..(?:-3||(?^2... (?:-!. 

Zahlreiche  und  bemerkenswerthe  Relationen  zwischen  den 
Grundpunkten,  den  Punkten  des  Basisrests  und  den  Projections- 
punkten  bilden  den  Gegenstand  weiterer  Betrachtung  und  liefern 
die  Grundlage  für  die  Lösung  der  später  gestellten  Probleme. 
Sie  umfassen  interessante  Beziehungen  von  Curven  dritten  und 
vierten  Grades,  von  welchen  Pliicker  (Theorie  der  algebr.  Curven 
p.  56),  Hart  (Cambridge  aud  Dublin,Mathematical  Journal,  vol.  VL 
Cambridge  1851  p.  181)  einige  bereits  ausgesprochen  haben,  die 
aber  hier  als  Specialfälle  allgemeiner  Theoreme  in  neuem  Lichte 
erscheinen.  Von  den  Resultaten,  auf  die  im  Einzelnen  einzu- 
gehen zu  weit  fahren  würde,  nur  Folgendes:  „Eine  Curve 
'  (n—l)'*' Ordnung,  welche  durch  4(«— i)(n— i+3)  unbekannte 
Schnittpunkte  zweier  Curven  K  und  St  der  ti^*'"  Ordnung  bestimmt 
ist,  geht  durch  die  Projectionspunkte  dieser  beiden  Curven,  die 
zu  den  p  =  in(n—1)+1  ttbrigen Schnittpunkten  als  Grundpunkten 
gehören." 

„Von  den  n(«— i)  Durchschnittspunkten  einer  Curve  K  der 
„fen  Ordnung  und  einer  Curve  T  der  («— i)****  Ordnung  bestimmen 
iCfi— 2)(n— 2+3)  eine  gewisse  Curve  der  (n— 2)*«"  Ordnung, 
welche  durch  die  Projectionspunkte  von  K  in  Bezug  auf  die 
ttbrigen  p  =  |n(n— l)-}-l  Schnittpunkte  als  Grundpunkte  geht." 

„Sind  b^\...bp€^e^.,.ipX^x^...Xn^2  die  n*  Durchsohnitts- 
punkte  zweier  Curven  K  und  5f  der  n**^"  Ordnung  und  P^P*.,.P* 
die  Projectionspunkte  von  K  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte 
6^6,... ftp,  und  ebenso  p^p^.'^p''  die  Projectionspunkte  von  K  in 
Bezug  auf  die  Grundpunkte  «, c,...«p,  so  liegen 
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1)  die  Projectionspunkte  P^P^ ...P^p^p^...p^  auf  ein  und 
derselben  Curve  der  (n— 2)*^"  Ordnung,  welche  auch  durch  die 
übrigen  Schnittpunkte  x,  x,...x„_2  von  K  und  St  geht, 

2)  die  Punktsysteme    6,  6, . . .  6p  p '  p* . . .  p« , 

bezüglich  auf  zwei  Curven  2^,  und  JS",  der  («—!)»*'"  Ordnungy 
die  auch  zugleich  durch  die  weiteren  Schnittpunkte  XjX^...ae^_2 
von  K  und  Ä  gehen." 

Nach  derartigen  Grund  legenden  Betrachtungen  wendet  sieh 
der  Verf.  zu  folgenden  drei  wichtigen  Problemen: 

1)  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Curven  AT  und  &  der  w'*"  Ordnung 
bezüglich  durch  \n{n-\-3i)  Punkte  gegeben  sind,  nämlich  A' 
durch  die  Punkte 

6,6,..  .6p  a,  a,...a2;,«i 
und  ff  durch  die  Punkte 

6,6,.. .6p  aia2...fl^;„-i, 
so  soll   diejenige  Curve  2  der  (n— i)'^"  Ordnung   erzeugt 
werden,  welche  die  übrigen  unbekannten  Schnittpunkte 

von  K  und  ff  bestimmt. 

2)  Es  sei  K  eine  Curve  der  n*^"  Ordnung,  gegeben  durch  die 
Punkte 

6,  b^.,,bp  a,  a^,,,au-h 

und  T  eine  Curve  der  (n— i)'**»  Ordnung,  gegeben    durch 

die  Punkte 

6, 6,...6p  A,  A,  ...A„_3,  a; 

man    soll    diejenige   Curve  V  der   (n— 2)*""  Ordnung  con- 

struiren,  welche  durch  die  übrigen  Schnittpunkte  von  K  und 

T  bestimmt  wird. 

3)  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Curven  K  und  ff  der  »'<^"  Ord- 
nung gegeben  sind,  nämlich  K  durch  die  Punkte 

6j6,...6p  a^  a,...art__2  a^  a,...a«+i 
und  ff  durch  die  Punkte 

6, 6, ...6p  a^a^,,.a„^2  aia2...a«.f-i, 
80  sollen  die  noch  übrigen  unbekannten  Durcbschnittspunkte 

von  K  und  ff  construirt  werden. 
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Die  SpecialiäUe  für  n  =  4  erfahren  bei  jedem  Problem  eine 
besondere  Behandlung.  Sehn. 

C.  F.  Geiser.     Ueber  die  Doppcltangenten  einer  ebenen 
Curve  vierten  Grades,    ciebsch  Ann.  i  129-138.  1869. 

Indem  der  Verf.  in  durchsichtiger  synthetischer  Methode  den 
Satz  entwickelt:  „Eine  beliebige  .Curve  vierten  Grades  in  der 
Ebene  kann  stets  aufgefasst  werden  als  der  Durchschnitt  des 
Tangentenkegels,  welcher  von  einem  Punkte  einer  Fläche  dritten 
Grades  aus  an  diese  Fläche  geht,  mit  der  Ebene  der  Curve", 
gewinnt  er  einen  interessanten  Zusammenhang  zwischen  den  28 
Doppeltangenten  einer  Curve  vierten  Grades  und  den  27  Geraden 
der  Fläche  dritten  Grades  und  verbreitet  ein  neues  Lieht  über 
eine  Reihe  von  Sätzen,  welche  die  gegenseitigen  Beziehungen 
der  28  Doppeltangenten  einer  Curve  vierten  Grades  zum  Gegen- 
stand haben.  Sehn. 

C.  F.  Geiser.  Ueber  die  Steiner'schen  Sätze  von  den  Doppel- 
tangenten der  Curven  vierten  Grades.  Borchardt  J.  LXXii 

370-378.  1870. 
Es  wird  mit  den  Mitteln  der  synthetischen  Geometrie  der 
Beweis  geführt,  dass  die  allgemeine  Curve  vierten  Grades,  so* 
bald  zwei  Doppeltangenten  als  reell  vorausgesetzt  werden,  von 
unendlich  vielen  Kegelschnitten  in  je  vier  Punkten  berührt  wird, 
welche  einem  und  demselben  Netze  angehören  und  die  ersten 
Polaren  eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritten 
Grades  sind.  Da  je  zwei  Doppeltangenten  einen  derartigen,  die 
Curve  in  vier  Punkten  berührenden  Kegelschnitt  darstellen,  so 
ist  es  möglich  die  Theorie  dieser  Doppeltangenten  auf  die  Theorie 
dieser  Kegelschnitte  zurückzuf&hren,  welche  nach  des  Herrn  Ver- 
fassers Meinung  auch  den  Betrachtungen  Steiner's  zu  Grunde  ge- 
legen hat.  Es  wird  andeutungsweise  gezeigt,  wie  mehrere  der 
im  49.  Bande  des  Crelle'sohen  Journals  von  Steiner  ohne  Beweis 
mitgetheilten  Sätze  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  sich  ableiten 
lassen,  entsprechend  den  analytischen  Bntwickelungen  der  Herren 
Aronhold  (Berliner  Monatsberichte,  Juli  1864),  Ciebsch  (Borchardt 
J.  LXm.)  Hesse  (CreUe  J.  XLIX.).    Schliesslich  folgt  noch  eine 
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Andeutung  einer  Untersuchung,  welche  den  Herrn  Verfasser  za 
dem  Resultat  führt,  dass  der  allgemeinen  Curve  vierten  Grades 
unendlich  viele  vollständige  Ftinfseite  eingeschrieben  werden 
können,  während  Herr  Ltiroth  (Clebsch  Ann.  I.  37—53.  s.  Abschn. 
IX.  Cap.  2D.)  auf  analytischem  Wege  gefunden  hat,  dass  diese 
Eigenschaft  nur  einer  besonderen  Gattung  solcher  Curven  zu- 
kommt. Schz. 

M.  W.  Crofton.     On    various    properties    of  bicircular 

qiiartics.     Proc.  of.  L.  M.  S.  II  33-45.  1869. 

Vorausgeschickt  wird  ein  bekannter  Satz,  welcher  mehreren 
der  folgenden  Sätze  zu  Grunde  liegt,  nämlich:  Sind  1,  2,  3,  4 
irgend  4  Punkte,  welche  ein  convexes  Viereck  bilden,  und  ^, , 
Pi )  Pj  >  Qi  ^i®  Entfernungen  eines  Punktes  R  in  ihrer  Ebene  von 
ihnen  und  «,  /?,  y,  S  die  Flächen  der  Dreiecke  (234),  (341), 
(412),  (123),  und  *  die  Fläche  des  Vierecks,  x  der  Schnitt- 
punkt seiner  Diagonalen,  so  ist 

<*Q]  —  ßgl+Yo\—dgl  =  *{la;.a;3  — 2aj.x4}, 
also  wenn  1,  2,  3,  4  Punkte  eines  Kreises  sind: 

ag]^ßQ\+ygl^dQl   =  0. 
Die  Punkte,  deren  Entfernungen  p,  a,  r  von  irgend  drei  festen 
Brennpunkten  R,  S,  T  einer  homogenen  linearen  Gleichung 

+  lg+ma+nT  =  0 
gentigen,  bestimmen  eine  Curve,  welche  ein  Bicircular -Oval  ge- 
nannt wird,    l,  m,  n  als  positive  ganze  Zahlen  vorausgesetzt,  ist 
von  den  drei  Ovalen 

-—Iq  -{-ma-^nr  =  0, 

-{-Ig^ma  -\-  nr  =  0, 

-{-lg-\-ma —  UT  =  0 
stets  eines  imaginär;  die  beiden  reellen  heissen  conjugirte  Ovale 
und  werden  unter  dem  Namen  einer  bicircularen  Curve  vierter 
Ordnung  (Bicircular  Quartic)  zusammengefasst.  Unter  den  mit- 
getheiiten  Eigenschaften  dieser  Curven,  deren  Beweis  oft  nur 
angedeutet  ist,  heben  wir  folgende  hervor:  Der  zu  jedem  Punkt 
eines  Ovales  zugehörige  Gegenpunkt  oder  inverse  Punkt  in  Be- 
zug auf  den  Kreis  der  Brennpunkte,  d.  i.  der  auf  demselben 
Durchmesser  befindliche  Punkt  der  Polare,  liegt  auf  demselben 
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Oval ;  je  zwei  solcher  inversen  Funkte  sind  die  Berflhningspunkte 
eines  das  Oval  doppelt  berührenden  Kreises.  Jedes  Oval  schneidet 
den  Kreis  seiner  Brennpunkte  rechtwinklig  in  Punkten  der 
grössten  oder  kleinsten  Krflmmung.  Ein  Bicircular-Oval  hat 
nicht  nur  drei,  sondern  vier  Brennpunkte.  Die  vier  Punkte,  in 
welchen  ein  Oval  von  irgend  einem  Kreise  geschnitten  wird, 
sind  die  foci  eines  anderen  Ovals,  welches  durch  die  4  foci  des 
ersten  geht  (ein  von  Herrn  CliflFord  raitgetheilter  Satz).  Alle 
Ovale,  welche  einen  Brennpunkt  gemein  haben  und  durch  vier 
feste  Punkte  1,  2,  3,  4  eines  Kreises  gehen,  haben  ihre  drei 
anderen  Brennpunkte  auf  zwei  Ovalen,  welche  durch  R  gehen 
und  deren  Brennpunkte  die  Punkte  1,  2,  3,  4  sind;  ihre  Glei- 
chung ist: 

«C.  <y,  -  ßSt^^i  +  ypi^i  -  <^C4  ^4  =  0, 
worin  «f  /9,  y,  S,  p, ,  p, ,  p^ ,  q^  die  oben  angegebene  Bedeutung 
haben.  Der  Bogen  einer  Bicircularcurve  in  einem  Punkte  R 
halbirt  den  Winkel,  der  von  den  Kreisen  Ä13  und  Ä24  gebildet 
wird  (von  Herrn  Clifford).  Die  äusseren  Diagonalpunkte  des 
Brennpunktvierecks  sind  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  (secun- 
däre  Kreise  genannt),  welche  den  primären  Kreis  der  Brenn- 
punkte, sowie  alle  confocalen  Ovale  rechtwinklig  schneiden,  letztere 
in  Punkten  grdsster  oder  kleinster  Krömmung,  und  in  Bezug  auf 
welche  ebenfalls  jedes  Oval  seine  eigene  inverse  Curve  ist.  Alle 
confocalen  Ovale  bilden  zwei  Familien;  nur  zwei  Ovale  ver- 
schiedener Familien  schneiden  sich,  und  zwar  rechtwinklig.  Es 
werden  noch  weitere  Analogien  mit  den  Kegelschnitten  angeführt. 
Zwei  der  Breniipunkte  jedes  Ovales  liegen  innerhalb,  die  beiden 
anderen  ausserhalb  desselben.  Es  werden  Bedingungen  aufge- 
stellt für  die  relative  Lage  zweier  conjugirter  Ovale  und  folgende 
Construction  einer  solchen  Curve  angegeben:  Man  ziehe  die 
Kreise  1/23  und  2R4  und  irgend  einen  dritten  Kreis,  welcher 
die  Bogen  Äl  und  Ä2  berührt,  ohne  den  Kreis  (1234)  zu  schnei- 
den, und  suche  auf  der  gemeinsamen  Centrale  dieses  Kreises  und 
des  Kreises  (1234)  diejenigen  beiden  Punkte,  welche  in  Bezug 
auf  beide  Kreise  conjugirt  sind,  so  sind  dies  zwei  Punkte  des- 
jenigen Ovales,  welches  den  Winkel  1A2  halbirt.  Schz. 
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W.  A.  Whitworth.  La  spirale  ^uiangle,  ses  principales 
propri^t^s  prouv^es  g^omdtriquement.  Tradiiit  de  Mes- 
senger.    Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  5-16.  1869. 

W.  A •Whitworth.  Note  additionnelle  k  la  spirale  ^uiangle. 

Nouv.  Ann.  v2)  IX.  38-40.  1870. 

Die  zuerst  genannte  Arbeit  enthält  eine  Zusammenstellung 
der  wichtigsten  Eigenschaften  der  gleichwinkligen  Spirale  nebst 
den  geometrischen  Beweisen  fttr  dieselben.  Auch  werden  'geome- 
trische Constructionen  fttr  die  Schwerpunkte  des  Bogens  und  des 
Flächeninhaltes  dieser  Gurve  angegeben.  Als  Definition  wird 
folgende  genommen:  Eine  jede  Gurve,  welche  so  beschaffen  ist, 
dass  sie  von  einem  festen  Punkte,  dem  Pole,  ausgehend,  zwischen 
diesem  Punkte  und  irgend  einem  andern  in  ihr  gelegenen  einen 
Bogen  liefert,  der  immer  sich  selbst  ähnlich  ist,  wird  eine  gleich- 
winklige Spirale  genannt.  Die  Beweise  der  Sätze  werden  mit 
Hilfe  der  Eigenschaften  ähnlicher  Gurren  geführt. 

Die  hinzugefügte  Note  betrifft  wesentlich  folgenden,  in  der 
ersten  Arbeit  hergeleiteten  Satz:  Wenn  man  auf  dem  Leitstrahle 
der  Spirale  Dreiecke  construirt,  welche  einem  gegebenen  ähnlich 
sind,  dann  ist  der  geometrische  Ort  der  dem  Leitstrahl  gegen- 
überliegenden Ecke  eine  Spirale,  die  der  ursprünglichen  ähnlich 
ist.  Besonders  hervorgehoben  wird  die  physikalische  Anwendung 
dieses  Satzes  auf  Refraction  und  Reflexion  des  Lichtes.  Den 
Schluss  bildet  die  Erörterung  des  Ueberganges  einer  gleichwink- 
ligen Spirale  in  den  Kreis.  T. 

Emil  Weyr.     Construction   des   KrUmmungskreises   fttr 

FusspunktCUrven.     Wien.  Ber.  LIX.  169-177.  1869. 

Der  Verfasser  definirt  zuerst  die  Fusspunktencurven  als 
geometrischen  Ort  der  Fusspunkte  aller  Lothe,  die  von  einem 
festen  Punkte  0  (dem  Pole)  auf  sämmtliche  Tangenten  einer 
gegebenen  Gurve  C  (der  Directrix)  gefüllt  werden.  Er  erwähnt 
alsdann  einige  Eigenschaften  ^der  Fusspunktencurven,  die  aus 
dieser  Definition,  verbunden  mit  bekannten  Sätzen,  hervorgehen. 
So:  Ist  die  Directrix  von  der  ä**"  Classe,  so  ist  die  Fusspunkten- 
curve  im  Allgemeinen  von  der  2/r'^°  Ordnung,  and  besitzt  im 
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Pole  einen  Ä-fachen  Punkt.  Einer  Doppeltangente  der  Directrix 
entspricht  ein  Doppelpunkt  der  Fusspunktenourve,  und  einer  In- 
flexionstangente  der  Directrix  eine  Spitze  der  Fusspunktencurve. 

Hierauf  wird  die  Construction  der  Tangente  in  einem  Punkte 
der  Fusspunktencurve  angegeben;  dieser  Punkt  sei  p,  er  liege 
auf  der  Tangente  der  Directrix  welche  letztere  im  Punkte  n  be- 
rührt; beschreibt  man  um  das  bei  p  rechtwinklige  Dreieck  npO  einen 
KreiSj  so  ist  die  Tangente  dieses  Kreises  in  p  zugleich  die  Tan- 
gente der  Fusspunktencurve  in  p. 

Dann  geht  der  Verfasser  zur  Betrachtung  des  Krümmungs- 
kreises in  einem  Punkte  der  Fusspunktencurve  über.  Mit  Zu- 
hilfenahme bekannter  Sätze  von  den  Kegelschnitten  gelangt  er  zu 
folgendem  Resultat:  Ist  (  eine  Tangente  der  Directrix  C,  deren 
Berührungspunkt  n  ist,  und  entspricht  dieser  Tangente  der  Punkt 
p  der  Fusspunktencurve  F,  so  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  M 
von  F  in  p  —  der  Mittelpunkt  jenes  Kegelschnitts,  welcher  den 
Pol  0  zum  Brennpunkt  hat  und  die  Directrix  C  im  Punkte  n 
einfach  osculirt.  Durch  Specialisirung  ergiebt  sich  weiterhin: 
Die  Fusspunktencurve  F  einer  Curve  C  bezüglich  des  Poles  0 
besitzt  so  viele  Inflexionstangenten,  als  es  Parabeln  giebt,  welche 
O  zum  Brennpunkte  haben  und  die  Directrix  C  osculiren;  die 
Inflexionspunkte  sind  die  den  Berührungstangenten  dieser  Parabeln 
entsprechenden  Punkte. 

Der  Verfasser  giebt  nun  die  Construction  des  Krttmmungs- 
mittelpunktes  itf  zur  Fusspunktencurve  F  im  Punkte  p,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Krüramungskreis  zur  Directrix  C  im  ent- 
sprechenden Punkte  n  bereits  gegeben  ist.  Es  kommt  hierbei 
darauf  an,  den  Kegelschnitt,  der  in  0  einen  Brennpunkt  besitzt 
und  den  gegebenen  Kreis  in  n  osculirt,  zu  bestimmen.  Sein 
Mittelpunkt  M  (zugleich  Mittelpunkt  des  gesuchten  Krümmungs- 
kreises) wird  durch  Urakehrung  der  bekannten  Construction  des 
Krtttnmungskreises  an  Kegelschnitten  gewonnen.  Schliesslich 
findet  sich  noch  eine  Bemerkung  für  den  Fall,  dass  die  Tan- 
gente an  die  Directrix  durch  0  geht.  Mz. 
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Emil  Weyr.     lieber   die  Identität  der  Brennlinien  mit 

den  FuSSpunktCUrven.      Schlömilch  Z.  XIV.  376-381.  1869. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  folgenden  Satz:  Bleibt 
der  eine  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  fest,  während  der  Kegel- 
schnitt eine  feste  Curye  C  nach  und  nach  in  den  aufeinander- 
folgenden Punkten  einfach  osculirt,  so  beschreibt  der  zweite 
Brennpunkt  die  Brennlinie  B  der  Curve  C.  Er  giebt  hierauf  zwei 
Constructionen  von  Punkten  der  Brennlinie,  von  denen  die  eine 
sich  auf  den  oben  angefllhrten  Satz  stützt,  wogegen  die  zweite 
aus  einer  Betrachtung  harmonischer  Strahlbüschel  hervorgeht 
Zum  Schluss  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Satz,  dass  die  Evo- 
luten der  Fusspunktcurven  und  die  Brennlinien  fttr  irgend  eine 
beliebige  Curve  ihrer  Natur  nach  identisch  sind.  Die  ersten  sind 
nämlich  Verjüngungen  im  Verhältniss  1:2  der  zweiten. 

Mz. 

E.  Bebtuni.     Nuova    dimostrazione    del   teorema:    Due 
curve  punteggiate   projettivamente    sono    dello   stesso 

genere  p.    Battaglini  G.  VII  105.  1869. 

Der  Beweis  des  im  Titel  angeführten  Satzes  ist  synthetisch 
und  stützt  sich  auf  Eigenschaften  der  Doppel-  und  Rückkehr- 
punkte. Mz. 


B.    Räumliche  Gebilde. 

G.  Wenzel.  Ueber  die  einfachste  allgemeine  Beziehung 
zwischen  räumlichen  Gebilden.    Breslau  1870. 

Siehe  Absch.  IX  Cap.  5. 

W.  Fuhrmann,  üeber  Abhängigkeit  geometrischer  Ge- 
bilde.   Pr.  Königsberg  1870. 

H.  G.Zeuthen.  Sur  les  points  fondamentaux  de  deux  sur- 
faces  dont  les  points  se  correspondent  un  k  un.  c  R.  Lxx. 
742.    1870. 

Ein  geometrischer  Beweis    der    wichtigen    Lehrsätze    von 
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Riemann  und  Glebseh,  wonach  eine  gewisse  Function  der  Singu- 
laritätenzahlon  einer  Curve  oder  einer  Fläche  bei  einer  doppelt 
rationalen  Transformation,  oder  geometrisch,  bei  einer  ein-  ein- 
deutigen Beziehung  der  Punkte  zweier  Curven  oder  Flächen  auf- 
eiuander,  denselben  Werth  behält;  hat  den  Verfasser  zugleich  zu 
einem  Ausdrucke  gefllhrt^  welcher  die  Anzahl  der  Fundamental- 
punkte so  aufeinander  bezogener  Flächen  mit  den  Singularitäten- 
zahlen  in  Beziehung  setzt.  Unter  Fundamentalpunkten  sind  näm- 
lich diejenigen  Ausnahmepunkte  zu  verstehen,  denen  anstatt  eines 
einzigen  Punktes  alle  Punkte  einer  Curve  entsprechen.  Be- 
deuten n,  und  n^  die  Ordnungen,  r^  und  r,  die  Klassen,  ß^  und 
/9,  die  Anzahlen  der  Spitzen  zweier  in  der  angegebenen  Weise 
auf  einander  bezogenen  Curven,  P,  und  P,  zwei  veränderliche 
entsprechende  Punkte  auf  ihnen,  und  A^  und  A^  zwei  feste 
Punkte,  so  wird  die  Curve  D  von  der  Ordnung  », +«,  unter- 
sucht, welche  der  Ort  für  die  Schnittpunkte  .von  A^P^  und  A^P^ 
ist.  Es  findet  sich,  dass  von  A^  r^-\- ß^-\-2.n^  gerade  Linien 
ausgehen,  deren  jede  entweder  Tangente  ist  oder  eine  Spitze 
von  D  enthält,  und  dass  von  A^  '•«+Ä-f2.ft,  derartige  Gerade 
ausgehen.  Aus  der  Gleichheit  dieser  zwei  Ausdrücke  für  den 
Werth  der  Summe  der  Klassenzahl  und  der  Anzahl  der  Spitzen 
von  Z>,  folgt  die  Riemann'sche  Gleichung 

wo  die  8  die  Anzahlen  der  Doppelpunkte  sind,  nach  Anwendung 
der  Plücker'schen  Formeln.  Indem  nun  ein  analoges  Verfahren 
auf  zwei  Flächen  angewendet  wird,  deren  Punkte  in  der 
angegebenen  Weise  auf  einander  bezogen  sind,  ergiebt  sich  die 
Gleichung: 

wo  n^  und  «,  die  Ordnungen,  n\  und  «',  die  Klassen,  a,  und 
a^  die  Klassen  eines  ebenen  Schnittes,  v^  und  v^  die  Klassen 
der  Cuspidalcurve,  t^  und  r,  die  Ordnungen  derselben,  und  end- 
lich fl^  und  fA^  die  Zahlen  der  Fundamentalpunkte  für  die  bei- 
den Flächen  bedeuten.  Seht. 
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Thomas  Cotterill.  On  a  correspondence  of  poini»,  such 
that  a  curve  of  ihe  nth  order  in  one  plane  corresponds 
to  a  curve  of  the  4nth  in  another  plane,  with  three 
multiple  points  of  the  order  n  on  the  line  of  inter- 
section  of  the  planes,  and  three  other  multiple  pointe 
of  the  Order  2n,  Proc.  of  L.  M.  s.  IL  119-125.  1869. 

Sind  1,  2,  3,  4,  5,  6  beliebige  Punkte  im  Räume,  yon  denen 
nicht  vier  in  einer  Ebene,  nicht  drei  in  einer  Geraden  liegen; 
ist  A  die  Ebene  der  drei  ersten,  B  die  Ebene  der  drei  letzten, 
schneiden  die  Seiten  23,  31,  12  des  Dreiecks  123  in  A  die 
Schnittlinie  /  von  A  und  B  resp.  in  den  Punkten  1',  2',  3';  die 
Seiten  56,  64,  45  in  B  ferner  /  resp.  in  4',  5',  6',  ist  endlich 
7  irgend  ein  Punkt  von  Ay  verschieden  von  den  ausgezeichneten 
Punkten  1,  2,  3,  4',  5',  6',  so  wird  das  Kegelschnittbüschel  durch 
1237  auf  /  eine  Involution  bestimmen,  und  alle  Kegelschnitte, 
welche  in  B  durch  4,  5,  6  und  zwei  entsprechende  Punkte  dieser 
Involution  auf  /  gelegt  werden  k(^nnen,  schneiden  sich  im  All- 
gemeinen in  einem  Punkte  8.  So  entspricht  im  Allgemeinen 
jedem  Punkte  der  Ebene  A  ein  Punkt  der  Ebene  B  und  umge- 
kehrt.  Die  Punkte  der  Geraden  /,  ausgenommen  die  ausge- 
zeichneten Punkte  1',  2',  3',  4\  5',  6',  entsprechen  sich  selbst 
Den  Punkten  4',  5',  6'  entsprechen  jedoch  alle  Punkte  der  Geraden 
56,  64,  45  resp.  und  umgekehrt,  und  den  Punkten  1,  2,  3  resp. 
alle  Punkte  der  Kegelschnitte  4562'3',  4563'!',  4561'2'  und  um- 
gekehrt. Die  allen  Punkten,  ausgenommen  die  Punkte  1,  2,  3 
der  Geraden  12,  23,  31  entsprechenden  Punkte  fallen  daher 
zusammen  resp.  in  3',  1',  2',  und  die  allen  Punkten  der  Kegel- 
schnitte 123  {4'5',  5'6',  6'4'j,  ausgenommen  die  Punkte  1,  2,  3,  ent- 
sprechenden fallen  zusammen  resp.  in  6;  4,  5.  Jeder  Curve  C. 
^ter  Ordnung  in  A  entspricht  daher  in  B  eine  Curve,  welche  in 
V,  2\  3'  drei  nfache  und  in  4,  5,  6  drei  2ft  fache  Punkte  besitzt, 
/  in  denselben  n  Punkten  schneidet  und  demnach  vom  4»^^" 
Grade  ist.  Geht  die  Curve  C„{1a26  3<?4a'5b'6r'i  amal  durch  1, 
a'mal  durch  4!  etc.,  so  zerfällt  die  in  B  entsprechende  Curve 
Cu  in  eine  Curve  C»,{4a5/9  6y  ll'2l5'3y'}  und  die  Vesp.  a,  6,  cfachen 
ausgezeichneten  Kegelschnitte  und  die  resp.  a%  h\  c' fachen  ans- 
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gezeichneten  Geraden,  so  dass 

V  =  An-^Sa  —  Saf, 

a  =  2«  — :?«  — 6'— c',     a'  =  n  — 6  — c  etc. 
Anhangsweise  wird  von  den  Herrn  Cayley  nnd  W.  E.  Clifford 
der  Znsammenhang  dieser  Transformation  mit  Herrn  Cremona's 
allgemeiner  Theorie  angegeben.  Schz. 

L.  LiNDELöF.     Propri^t^s  g^n^rales   des  polyfedres  qui, 
sous  une  dtendue  superficielle  donn^e,  renferinent  le 
plus  grand  volume.    Bull,  de  st  P6t.  XIV.  257-269.  1869. 
Herleitung  folgender  zwei  Sätze:  1)  Unter  allen  Polyedern, 
welche  gleiche  Oberfläche,  gleiche  Anzahl  und  gegenseitige  Nei- 
gung der  Seiten  besitzen,    hat  das  einer  Kugel  umschriebene 
den   grössten   Rauminhalt;    2)  ist  nur  die   Oberfläche  und  die 
Seitenzahl  eines  convexen  Polyeders  gegeben,  die  gegenseitige 
Neigung  der  Seiten  aber  unbestimmt,  so  ist  das  Polyeder  von 
grösstem  Volumen  einer  Kugel  umschrieben  und  die  Berührungs- 
punkte fallen  in  die  Schwerpunkte  der  Seiten. 

Beide  Sätze  waren  schon  von  Steiner  vermuthet  und  fOr 
specielle  Fälle  bewiesen  worden.  Der  Beweis  obiger  Sätze  ist 
verhältnissmässig  einfach  und  mit  Hülfe  von  geometrischen  und 
Infinitesimal-Betrachtungen  durchgefllhrt.  B. 

R.  Stürm.     Ueber  Singularitäten  der  allgemeinen  Fläche 

n^^^  Ordnung.      Borchardt  J.  LXXII  350-359.  1870. 
Herr  S.  giebt  für  die  in  Salmon-Fiedler*s  analytischer  Geo- 
metrie des  Raumes  Bd.  II,  §  325-339  behandelten  Probleme  neue, 
mehr  geometrische  Beweise.  K. 

R.  Sturm.  Sur  la  surface  envelopp^e  par  les  plans, 
qui  coupent  une  courbe  gauche  du  4^®""®  ordre  et 
2  i*™«  espfece  en  quati-e  points  d'un  cercle.    Brioschi  Ann. 

(2)  IV.  73-86.  1870.  K. 

Th.  Eeye.     Die    algebraischen    Flächen,    ihre    Durch- 
dringungscurven,  Schnittpunkte  und  prqjectivische  Er- 
zeugung.    Clebftch  Ann.  II.  475-504.  1870. 
Herr  B.  geht  von  den  Jacobi'schen  Sätzen  über  die  Durch- 
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dringungscurven  und  Schnittpunkte  von  2  oder  3  algebraischen 
Flächen  (Grelle  XV  299)  aus,  begründet  dieselben  zum  Theil  rein 
geometrisch  und  entwickelt  dann  eine  grosse  Anzahl  neuer  Sätze, 
welche  über  die  projectivische  Erzeugung  algebraischer  Raumcurven 
und  algebraischer  Flächen  wichtige  Aufschlüsse  geben.  Bedeutet 
Fp  eine  algebraische  Fläche  p*"  Ordnung,  C«  die  Durchschnitts- 
eurve  einer  Fp  und  F«,  [«,  p,  9]  die  Gruppe  der  n.p.q  Schnitt- 
punkte von  FP,  F«,  F*,  so  stellt  Herr  R.  zunächst  die  Anzahl 
von  Punkten  fest,  welche  zur  Bestimmung  einer  Cp^  auf  einer 
Fp  gegeben  sein  müssen;  daraus  folgt  die  Zahl  der  Punkte^  die 
zur  Bestimmung  eines  auf  Fp  gelegenen  CurvenbOschels  np**' 
Ordnung  erforderlich  sind,  resp.  zur  Bestimmung  einer  Punkt- 
gruppe [nnp].  Zwei  auf  derselben  Fp  gelegene  Curven  Cm  und 
Cp*  schneiden  sich  in  der  Punktgruppe  [p,  q, «].  —  Die  Be- 
trachtung der  Flächen  und  Gurven,  welche  durch  eine  solche 
gelegt  werden  können^  füllt  ein  ergebnissreiches  Capitel,  auf  das 
sich  folgende  Sätze  über  die  projectivische  Erzeugung  der  alge- 
braischen Raumcurven  und  Flächen  gründen:  „Die  allgemeine  auf 
einer  Fläche  g**""  Ordnung  gelegene  Curve  (n+p)g*«' Ordnung  kann 
nicht  durch  projectivische  Gurvenbüschel  p*"  und  «'^'  Ordnung 
erzeugt  werden,  sondern  nur  die  besondere  Art  derselben,  welche 
eine  Punktgruppe  [n,  n,  q]  enthält;  aber  für  «  >  2  entsteht  jede 
C**  auf  unzählig  viele  Arten  durch  zwei  projectivische  Gurven- 
büschel 2.2*^'  und  2(«-2)'«'^Ordnung'^  „Enthält  eine  Fläche 
ii_[_pier  Ordnung  eine  Gruppe  [w,  n, «]  (ob  die  allgemeine  F"+i' 
eine  solche  immer  enthalten  muss,  hat  Herr  K.  noch  nicht  er- 
mitteln können),  so  lässt  sie  sich  durch  zwei  reciproke  Flächen- 
bündel n**'  und  p***^  Ordnung  erzeugen,  jede  F*  entsteht  durch 
Bündel  1»"  und  «— 1**^^  2»^'  und  «-2»^'  Ordnung/* 

In  Betreff  der  Ergebnisse,  welche  die  Theorie  der  Polaren 
aus  den  angedeuteten  Sätzen  liefert,  möge  auf  die  wichtige  und 
und  inhaltreiche  Abhandlung  selbst  verwiesen  werden.        K. 

H.  Schubert,   Geometrische  Bestimmung  der   zu  einer 
Fläche    beliebiger    Ordnung    gehörigen    HeBse'schen 
Kernfläche.  Schiomiich  z.  xv.  126-129.  1870. 
Die  Hesse'sche  Determinantenfläche  oder  Steiner'sohe  Kern- 
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fläche  läBst  sich  bekauntlich  definiren  als  Ort  der  Pankte,  für 
welche  die  quadratischen  Polarflächen  in  Kegel  degeneriren. 
Die  Anzahl  der  Kegel,  welche  in  der  einfach  unendlichen  Schaar 
der  quadratischen  Polarflächen  vorkommen,  die  zu  sämmtlichen 
Punkten  einer  Geraden  gehören,  bestimmt  den  Grad  der  Fläche. 
Diese  Zahl  wird  durch  die  Ghasles'sche  Methode  der  Charakte- 
ristiken gewonnen,  d.  i.  durch  Bestimmung  der  Zahlen  fi,  v,  p, 
von  welchen  die  ersten  die  Anzahl  derjenigen  Flächen  unter  der 
betrachteten  einfach  unendlichen  Schaar  angiebt,  welche  durch 
irgend  einen  Punkt  des  Raumes  gehen,  die  zweite  die  Anzahl 
derer,  welche  irgend  eine  Gerade  berühren,  und  die  dritte  end- 
lich die  Anzahl  derer,  welche  irgend  eine  Ebene  tangiren.  Aus 
der  Theorie  der  Polaren  folgt  fi  =  »—2,  v=  2(«— 2),  p  ==  3(n— 2). 
Aus  diesen  Zahlen  bestimmt  der  Verf.  UQmittelbar  durch  syn- 
thetische Schlussfolge  den  Grad  der  Kernfläche  auf  4(n— 2). 

Sehn. 

E.  "Weyr,  Construction  der  HauptkrOmmungshalbraesser 
und   der  Hauptkrtiramungsrichtungen    bei    beliebigen 

Flächen.  Clebsch  Ann.  III  228-234  1870 
lieber  die  Abhandlung'  ist  referirt  bei  Besprechung  des 
Werkes  ,,E.  Weyr,  Geometrie  der  räumlichen  Erzeugnisse  ein- 
zweideutiger Gebilde,  insbesondere  der  Regelflächen  dritter  Ord- 
nung 1870/'  Note  ß.  daselbst  giebt  den  wesentlicben  Inhalt. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3.  A.  Sehn. 

Halphen,  Th^orfemes  sur  les  normales  communes  k  des 
surfaces  et  ä  des  courbes.  loat  i  sect.  xxxviii  254.  1870. 
Herr  Halph6n  bemerkt,  dass  einige  von  den  Resultaten, 
welche  Herr  Mannheim  durch  unendlich  kleine  Verrückungen 
fester  Systeme  gewonnen  habe,  sich  auch  leicht  aus  einer  von 
ihm  aufgestellten  Formel  ergeben  und  citirt  unter  auderem  den 
Satz,  den  er  mit  Hülfe  derselben  hergeleitet.  Die  Zahl  der  Nor- 
malen, welche  zwei  Flächen  gemeinsam  sind,  ist  gleich  dem 
Product  der  Anzahl  der  Normalen,  welche  sich  von  einem  Punkt 
an  jede  der  Flächen  legen  lassen,  vermehrt  um  das  Product  der 
Anzahl  derjenigen,  welche  in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

Sehn. 

Forticbr.  d  Math.  U.  3.  29 
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G.  Darboux.     Sur  un  mode  de  transformatioti  des  figures 
et  son  application  k  la  construction  de  la  surface  du 
deuxifeme  ordre  d^termin^e  par  neuf  points.     Ann.    de 
rfic.  Norm.  VI.  61-69.  1869. 
Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  274  und  275.  Sehn. 

R.  Sturm,  Das  Problem  der  Projectivität  und  seine  An- 
wendung auf  die  Flächen  zweiten  Grades.   ClebschAnn. 

I.  533-574   1869. 

Das  Problem  der  Projectivität  ist  folgendes:  Zu  zwei  Gruppen 
Ton  einer  gleichen  Anzahl  Punkte  einer  Ebene  zwei  zu  einander 
gehörige  (correspondirende)  Punkte  zu  finden,  welche  resp.  mit 
den  Punkten  der  einen  und  der  andern  Gruppe  verbunden  ent- 
sprechende Strahlen  von  zwei  projectivischen  Strahlenbttscheln 
liefern. 

Sind  nun  zwei  Gruppen  von  je  vier  Punkten  gegeben,  so 
correspondirt  jeder  Punkt  eines  Kegelschnitts  durch  die  yier 
Punkte  der  einen  Gruppe  allen  Punkten  des  analogen  Kegel- 
schnitts durch  die  yier  Punkte  der  andern  Gruppe.  (Der  analoge 
Kegelschnitt  ist  nämlich  jener,  dessen  Punkte  mit  den  vier  Punkten 
der  zweiten  Gruppe  dasselbe  anharmonische  Yerhältniss  um- 
fassen, wie  irgend  ein  Punkt  des  ersten  Kegelschnitts  mit  den 
vier  Punkten  der  ersten  Gruppe.) 

Sind  femer  zwei  Gruppen  von  je  fünf  Punkten  gegeben, 
deren  Punkte  einander  als  homologe  zugeordnet  sind,  so  giebt 
es  im  Allgemeinen  für  jeden  Punkt  ihrer  Ebene,  wenn  man  ihn 
mit  der  einen  Gruppe  zusammenstellt,  nur  einen  correspondirenden. 
Aber:  Jedem  Punkte  der  einen  Gruppe  correspondiren,  wenn  er 
derselben  zugeordnet  wird,  unendlich  viele  Punkte,  die  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  dessen  Punkte  mit  den  vier  Punkten  der 
andern  Gruppe,  die  jenem  nicht  homolog  sind,  dasselbe  anhar- 
monischß  Yerhältniss  umfassen,  wie  der  Punkt  mit  den  vier 
Übrigen  Punkten  seiner  Gruppe.  Ausserdem  giebt  es  fUr  jede 
Gruppe  noch  einen  Punkt  (der  sogenannte  verbundene  Punkt), 
der  allen  Punkten  des  Kegelschnitts  correspondirt,  den  die  fUnf 
Punkte  der  andern  Gruppe  erzeugen.  Er  liegt  auf  den  cor-^ 
respondirenden  Kegelschnitten  dieser  flinf  Punkte. 
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Man  denkt  sich  nun  irgend  einen  Funkt  der  Ebene,  während 
er  der  einen  Gruppe  zugeordnet  ist,  eine  Gerade  durchlaufen, 
80  durchläuft  der  correspoudirende  Punkt  der  andern  Gruppe 
eine  Gurve  fünfter  Ordnung  mit  6  Doppelpunkten,  nämlich  den 
5  gegebenen  und  dem  ß'^""  verbundenen  der  andern  Gruppe. 
Die  Ordnung  der  Gurve  erniedrigt  sich,  wenn  die  genannte 
Gerade  durch  einen,  und  noch  weiter,  wenn  sie  durch  zwei 
Hauptpunkte  der  ersten  Gruppe  geht. 

Hat  man  2  Gruppen  von  je  6  Punkten,  so  giebt  es  nicht 
mehr  flir  jeden  beliebigen  Punkt  der  Ebene,  wenn  er  der  ersten 
Gruppe  zugeordfaet  wird,  einen  Correspondenten  der  zweiten 
Gruppe.  Aber  diejenigen  Punkte  der  ersten  Gruppe,  die  cor- 
respoudirende der  zweiten  haben,  liegen  auf  einer  Gurve  dritter 
Ordnung,  und  die  letzteren  dann  gleichfalls  auf  einer  solchen« 

Hat  man  endlich  2  Gruppen  von  je  7  Punkten,  die  einander 
als  homologe  zugeordnet  sind,  so  giebt  es  drei  Paare  correspon- 
dirender  Punkte,  die  mit  den  beiden  Gruppen  verbunden  pro- 
jectivische  Strahlbttschel  liefern. 

Die  Anwendung  auf  Flächen  zweiten  Grades  findet  nun 
folgendermassen  statt  Es  seien  9  Punkte  beliebig  im  Räume 
gegeben:  P,  77,  )i^, ,  ^i*,,  )Ö,,  ,^^,  i^^,  '^,,  ^b^.  Aus  zwei  von 
ihnen  P  und  77  werden  die  7  übrigen  auf  eine  beliebige  Ebene 
(S  projicirt.  Die  Projectiönen  aus  P  seien  6,  6,  ...6^,  die  aus  77 
seien  /?,  /?,... /J,.  Der  Punkt  %  in  welchem  die  Gerade  P77  die 
Ebene  S  trifft,  liegt  mit  je  2  homologen  Punkten  aus  den  bei- 
den Gruppen  (6,6,...6J  und  (ÄÄ...Ä)  in  gerader  Linie.  Da- 
her ist: 

$(6.  6,. ..6,)  proj.  ^(/J.Ä...A> 
$  repräsentirt  demnach  2  zusammengefallene  correspoudirende 
Punkte  in  Bezug  auf  die  beiden  Gruppen,  so  dass  nur  noch  die 
beiden  anderen  Paare  p'^n'^  und  p'^n'^  zu  finden  sind.  Hat  man 
eins  derselben,  so  kann  man  die  Geraden  Pp'^  und  nn\  zu  Axen 
von  Ebenenbttscheln  nehmen,  die  derartig  projectivisch  sind,  dass 
sich  in  ihnen  die  Ebenen 

Ppi (»,»....«,)    und    /7<(«.»,...93,) 
entsprechen,  und  also  eine  Fläche  zweiten  Grades  erzeugen,  näm- 
lich diejenige  durch  die  9  gegebenen  Punkte.     Der  Verfasaw 
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giebt  nun  hier  die  Constructiqn  von  p',,  p'J,  n'«,  n'l  an.  Die 
beiden  Punktenpaare  p'^n'^  und  p'^n'^  ergeben  dieselbe  Fläche 
zweiten  Grades;  aber  bei  dem  einen  Paare  erhält  man  die 
durch  P  und  TI  gehenden  Geraden  aus  der  einen  Geraden- 
schaar  der  Fläche  zu  Axen  der  Ebenenbttschel,  bei  dem  anderen 
Paare  die  durch  P  und  //  gehenden  Geraden  aus  der  andern 
Geradenschaar.  Die  beiden  Punkte  p^  p'J  (und  gleichzeitig  eben- 
so ^«^'•)  sind  zugleich  reell  oder  imaginär.  Im  ersteren  Fall 
erhält  man  ein  einschaliges  Hyperboloid,  im  andern  ein  zwei- 
schaliges  Hyperboloid  oder  ein  Ellipsoid.  Es  folgt  nun  Näheres 
über  die  Construction  dieser  Flächen. 

Durch  die  Annahme  von  nur  8  Punkten  des  Raumes  geht 
der  Verfasser  zur  Betrachtung  der  Raumcurven  vierter  Ordnung 
i^nd  erster  Species  über,  wendet  hierauf  das  Frühere  an  und 
giebt  unter  Anderem  die  Construction  der  Tangenten  der  Räum- 
en rvc  in  jedem  dieser  8  Punkte,  durch  die  sie  bestimmt  ist 

Hierauf  werden  nur  7  Punkte  des  Raumes  als  gegeben  an- 
genommen; diese  bestimmen. eine  doppelt  unendliche  Schaar  von 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  alle  durch  einen  associirten 
achten  Punkt  mit  hindurchgehen.  Es  wird  dies  mit  Hülfe  des 
vorher  Gegebenen  nachgewiesen,  und  auch  die  Construction  des 
8'*""  Punktes  gezeigt. 

Es  folgt  nun  noch  eine  längere  Behandlung  des  Falles,  in 
welchem  nur  6  Punkte  gegeben  sind.  Dann  wird  zu  einem  be- 
liebigen T*"*"  Punkte  der  diesem  und  den  6  gegebenen  associirte 
8**  Punkt  gesucht.  Der  Verfasser  giebt  hier  viele  Sätze 
über  den  Ort  des  8**""  Punktes,  wenn  der  7'^  einen  gegebenen 
Ort  durchläuft.  Mz. 

H.  Müller.      lieber   eine    geonietrische  Verwandtschaft 

fünften   Grades.     Clebscb  Ann.  II  281-293.    1869. 

Der  Verf.  behandelt  die  Aufgabe,  welche  Herr  Sturm  in  der 
obigen  Arbeit  am  Anfange  gegeben  hat.  Die  Resultate  sind  die- 
selben, wie  dort  mitgetheilt.  Weiterhin  findet  sich  aber  eine  An- 
wendung auf  ebene  Curven  drittes  Grades.  Es  wird  die  Auf- 
gabe gelöst:  Wenn  von  den  9  Durchschnittspunkten  zweier  Curven 
dritten  Grades  8  gegeben  sind,  den  neunten  linear  zu  construiren. 
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Ferner  wird  ^ie  Construction  einer  durch  9  Punkte  bestimmten 
Cnrye  dritter  Ordnung  angedeutet.  Mz. 

JoEBRES.  Einige  allgemeine  Sätze  über  ebene  Ciirven 
und  über  Flächen  mit  Anwendungen  auf  Curven  und 
Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung.    Borchardt  J.  LXXii. 

827-889.    1870. 
Wenn  die  ebene  Curve  P2n  (der  Index  bezeichnet  zugleich 
den  Grad  einer  Curve)  durch  zwei  projectivische  Büschel 

{AnB^Cn...)    und    (XßlC-...) 
entstanden  gedacht  werden  kann,  dann  kann  sie  auch   durch 
zwei  andere  projectivische  Bttschel: 

CAnAU:...)    und    (ß^ßlß:...) 
entstanden  gedacht  werden ;  es  haben  die  Curven  dieser  Büschel 
die  Eigenschaft,  dass  die  dreimal  is'  Schnittpunkte: 

iAnB:xc.B:xcu:) 

auf  derselben  Curve  S»  liegen.    Man  kann  die  6  Curven: 

-«»1    Anj    Bn  }    Bny    C»,    C» 

BD  ordnen,  dass  je  zwei  aufeinanderfolgende  (die  letzte  und  erste 
auch  als  solche  betrachtet)  sich  auf  P^ny  je  zwei  gegenüberliegende 
dagegen  auf  Sn  schneiden:  A^Cny  c!,B„,  BnÄn»  Diese  Anord- 
nung wird  eine  geschlossene  Kette  der  6  Curven  genannt  In 
dem  Folgenden  wird  nun  gezeigt,  dass  die  Erf&llung  irgend  einer 
der  Bedingungen,  dass  sich  auf  einanderfolgende  Glieder  einer  ge- 
schlossenen Kette  auf  P?»  oder  gegenüberliegende  auf  5«  schnei- 
den, die  Erftollung  der  andern  nach  sich  zieht. 

Femer  wird  gezeigt,  dass  man  durch  andere  Anordnung  der 
Kettenglieder,  im  Ganzen  4  geschlossene  Ketten  erhalten  kann, 
Bo  dass  die  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden  Glieder 
auf  der  Curve  Sn  liegen.  Daraus  folgt  dann  weiter,  daas  eine 
jede  der  4  zu  S«  gehörigen  Curven  Pa«  auf  doppelte  Weise  durch 
zwei  projectivische  Curvenbttschel  entstanden  gedacht  werden 
kann;  die  Beziehungen,  in  denen  diese  Curven  Pu  zu  einander 
stehen,  werden  dann  erörtert. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Curve  P«+«  durch  zwei  projecti- 
vische Curvenbttschel  (il„B»C,...)  und  (illfilci...)  entstanden 
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Bei  und  bezeichnet  Jir„_«  eine  beliebige  Cnrve  von  der  Ordnung 
n^m,  dann  kann  man  die  Curve  Pn^m.Hu^m  auf  doppelte  Weise 
durch  zwei  projectivische  Curvenbtischel  entstanden  ansehen. 
Hieran  knüpfen  sich  dann  analoge  Untersuchungen  ttber  die  ge- 
schlossene Kette  von  sechs  Curven  wie  vorhin, 

Die  Anwendung  der  vorstehenden  Entwickelungen  auf  Curven 
zweiter  Ordnung  führt  zum  Pascarschen  Satz,  zu  der  Umkebrung 
und  zu  einer  Erweiterung  desselben.  Auch  auf  Curven  dritter 
und  vierter  Ordnung  werden  einige  Anwendungen  gemacht. 

Bezeichnen  nun  AnBn  und  die  übrigen  Symbole  Flächen 
vou  der  Ordnung,  die  der  Index  ausdrückt,  so  gewinnt  man, 
mutatis  mutandis,  für  Flächen  ganz  analoge  Sätze  wie  für  Curveu. 
Diese  Sätze  mit  ihren  Anwendungen  auf  Flächen  zweiter  und 
dritter  Ordnung  bilden  den  zweiten  Theil  der  Arbeit.       T. 

E.  Stürm,  Untersuchungen  über  das  Flächennetz  zweiter 

Ordnung.     Borchardt  J.  LXX,  212-246.  1869. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  eingehend  mit  der  syn- 
thetischen Ableitung  der  Eigenschaften  eines  Flächennetzes 
zweiter  Ordnung.  Ein  solches  umfasst  die  zweifach  unendlich 
vielen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  7  irgendwie  ge- 
legene Punkte  gehen,  und  ausserdem  noch  einen  durch  die  Lage 
dieser  7  Punkte  bestimmten  achten  Punkt  gemein  haben.  Durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  geht  ein  zu  dem  Netzö  gehöriges 
Flächenbüschel,  durch  je  zwei  Punkte  eine  einzige  Fläche  des 
Netzes.  Die  sämmtlichen  Flächen  eines  Flächenbtlschels  des 
Netzes  haben  eine  Grundcurve  vierter  Ordnung  gemein.  Die 
zweifach  unendlich  vielen  Grundcurven  des  Netzes  haben  keine 
andern  Punkte  als  dessen  Grundpunkte  gemein.  Vier  unter  ihnen 
treffen  zugleich  zwei  beliebig  angenommene  Gerade,  36  von 
ihnen  berühren  zugleich  zwei  Ebenen.  Was  die  dreifach  unend- 
lich vielen  auf  den  Flächen  des  Netzes  liegenden  Geraden  an- 
betrifft, so  bilden  dieselben  einen  Strahlencomplex  dritten  Grades 
und  dritter  Klasse.  Weitere  auf  die  Polareigenschaften  des 
Netzes  basirte  Untersuchungen  ergeben  Resultate,  von  denen  die- 
jenigen erwähnt  werden  mögen,  welche  einige  der  Zahlen  fttr 
die  5ö  Elementareharakteristiken  der  Flächen  und  Kegel  zweiter 
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Ordnung  bestätigen,  nämlich,  dass  von  den  durch  7  Punkte  ge- 
henden Flächen  4  zwei  gegebene  Gerade  berühren,  6  eine  ge- 
gebene Gerade  und  eine  gegebene  Ebene,  9  zwei  gegebene 
Ebenen  berühren,  und  dass  von  den  durch  7  Punkte  gehenden 
Kegeln  8  eine  gegebene  Gerade  berühren.  Es  ergiebt  sich  ferner 
in  diesem  Zusammenhange  das  ^  bekannte  Resultat,  dass  12 
Flächen  eines  Flächenbüschels  eine  allgetneine  Fläche  zweiter 
Ordnung  berühren.  Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  die  Be- 
handlung des  Falles,  wo  die  7  Grundpunkte  des  Netzes  auf 
einer  und  derselben  cubischen  Raumcurve  liegen,  die  dann  allen 
Flächen  des  Netzes  gemeinsam  ist.  Seht. 

H.  Müller.     Der  Flächenbüscliel   zweiter  Ordnung  in 
synthetischer  Behandhing.    Ciebsch  Ann.  i  627-633.  1870. 

Die  Eigenschaften  des  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung  wer- 
den durch  synthetische  Betrachtung  aus  den  Sätzen  über  ebene 
Kegelschnittbüschel  gewonnen.  Sehn. 

H.  Schubert.    Eine   geometrische  Eigenschaft    der  16 
Kugeln,  welche  4  beliebig  gegebene  Kugeln  berühren. 

Schlömilch  Z.  XIY.  506-513.    1869. 

H.  Schubert.     Metrische  Relationen  zwischen  den  Ra- 
dien   der    16    Kugeln,    welche    4   Kugeln    berühren. 

Schlömilch  Z.  XIV.  513-516.  1869. 

Aus  den  Sätzen,  welche  über  Aehnlichkeits-  und  Chordal- 
gebilde und  Berührung  der  Kugeln  gelten,  wird  der  Satz  herge- 
leitet, dass  die  16  Kugeln,  welche  4  Kugeln  berühren,  eine  solche 
Lage  haben,  dass  sich  24  neue  Kugeln  finden  lassen,  von  denen 
eine  jede  .8  der  berührenden  16  berührt,  und  dass  es  32  neue,  auch 
von  den  24  verschiedene,  giebt,  von  denen  eine  jede  6  der  berühren- 
den 16  berührt.  Zwischen  den  Radien  der  berührenden  16  Kugeln 
bestehen  6  von  einander  unabhängige  Relationen,  von  denen  '5 
in  der  zweiten  der  obengenannten  Abhandlungen  aufgestellt 
werden.  T. 
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R.  NiEMTSCHicK*  Einfache  Construction  windschiefer 
Hyperboloide  und  Paraboloide  mit  ihren  ebenen 
Schnitten  und  Selbstsohnitten.     Wien.  Ber.  LXL  380.  1870. 

Mz. 

Haag.     Th^orfemes  de  g^om^trie,       inst.  i.  sect.  xxxvm. 

213.  1870. 
Die  Note  enthält  die  Mittheilung  zweier  Sätze  ohne  Beweis. 
Die  Sätze  beziehen  sich  auf  die  Erzeugung  eines  Hyperboloids 
durch  gerade  Linien.  T. 

H.  Müller.     Zur   Geometrie  auf   den   Flächen   zweiter 

Ordnung.    Olebsch  Ann.  L  407-423.  1869. 

Gesttltzt  auf  die  grundlegenden  Betrachtungen  Ton  Herrn 
Th.  Reye  über  Rauracurven  dritter  Ordnung  (Th.  Reye,  die  Geome- 
trie der  Lage,  Hannover  1868.  Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  p.  269 
bis  272)  verfolgt  der  Verf.  die  Beziehungen  dieser  Curven  zu 
einander,  sowie  zu  den  Flächen  2***"  Grades.  Im  Laufe  seiner 
streng  synthetischen  Entwickeluugen  giebt  er  die  Beweise  für 
mehrere  Sätze,  welche  Ghasles  in  den  „Comptes  rendus^'  ohne 
dieselben  veröffentlicht  hat,  z.  B.  „Wenn  eine  Raumcurye  dritter 
Ordnung  7  Punkte  mit  einer  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung gemein  hat,  so  ist  sie  ganz  auf  dieser  Fläche  gelegenes 
oder  „zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  5  Punkte  gemein 
haben  und  nicht  zusammenfallen,  liegen  auf  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung.''  In  einem  folgenden  Paragraphen  bilden  die  Bezie- 
hungen der  Raumcurven  dritter  Ordnung  zu  dem  Strahlencom- 
plex,  von  welchem  Herr  Reye  in  seinem  oben  angezeigten  Werk 
handelt,  Gegenstand  weiterer  Betrachtung;  es  mag  daraus  her- 
vorgehoben werden,  dass  alle  Linien  A^  welche  so  gelegen  sind, 
dass  die  Ebenen  nach  4  festen  Punkten  p, ,  p,,  p,,  p^  ein  ge- 
gebenes Doppelverhältniss  haben,  einen  solchen  Strahlencomplex 
bilden,  für  welchen  die  vier  festen  Punkte  Hauptpunkte  sind. 
Daran  schliesst  sich  eine  Untersuchung  über  die  Lage  der  Axen 
von  Ebenenbüscheln,  in  denen  Ebenen,  welche  durch  feste  Punkte 
gehen,  gegebene  Düppelschnittverhältnisse  haben.  Endlich  geht 
der  Verf.  zur  Behandlung  der  Aufgabe  über,  welche  Herr  Chasles 
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in  den  ,,Compte8  rendus,  1857  pag.  194'*  gestellt  hat:  „Auf  einem 
Hyperboloide  sind  zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung  gegeben, 
welche  die  Strahlen  der  nämlicben  Eegelscbaar  zu  Sekanten 
haben;  man  soll  die  vier  Durchsebnittspunkte  derselben  suchen.^ 
Auf  die  zahlreichen  Bemerkungen,  welche  der  Verf.  bezüglich 
der  von  ihm  behandelten  Materie  macht,  im  Einzelnen  einzu- 
gehen, würde  an  dieser  Stelle  zu  weit  ftihren.  Sehn. 

M*  Gardiner.  On  the  inscription ,  by  a  simplification 
of  Sir  W.  E.  Hamilton's  process  of  reduction,  of  closed 
«-gons  in  any  quadric,  so  that  the  sides  of  each  shall 
pass  in  Order  through  n  given  points.  Proc.  of  L.  M. 
S.  II   63-66.  1869. 

Sei  S  eine  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  und 
öj  a4...a«a,+i  sei  irgend  ein  dieser  inschriebenes  oflfenes  oder 
geschlossenes  Polygon,  dessen  Seiten  a,  a,,  a^a^j  ...  a«a„4.i  der 
Reihe  nach  durch  die  n  gegebenen  Punkte  resp.  o, ,  o, ,  ...  o« 
gehen.  F  sei  eine  beliebige  Ebene,  welche  S  nicht  berührt;  die 
Linie  o^  o,  treffe  P  in  p^ ,  p^  a^  treffe  S  zum  zweiten  Male  in  6, , 
dann  wird,  wie  auch  a^  seine  Lage  auf  der  Oberfläche  ändere, 
ft^aj  stets  durch  einen  festen  Punkt  q^  von  o^o^  gehen.  Die 
Linie  q^o^  treffe  P  in  p,,  p.j6,  treffe  S  in  63,  dann  wird  b^a^ 
die  Gerade  q^  0^  stets  in  einem  und  demselben  festen  Punkte  9, 
schneiden,  wie  auch  a^  seine  Lage  auf  S  ändere,  q^  0^  treffe  P 
i^  Pa»  Ps*3  *^^^ff®  S  in  64,  dann  wird  b^a^  die  Gerade  q^o^  stets 
in  demselben  festen  Punkte  q^  schneiden  u.  s.  f.  So  erbalt« 
wir  ein  Polygon  a,  6, 63...6„a„4i,  dessen  erste  n—i  Seitei 
n—i  bekannte  Punkte  p, ,  p, , . . .  p„-i  einer  Ebene  gehen,  ^ 
die  letzte  Seite  6„a„-i  durch  einen,  im  Allgemeinen, 
dieser  Ebene  befindlichen  Punkt  p„  =  g„-i  geht  Ziehe« 
der  Ebene  P  eine  Gerade  L,  so  können  wir  in  älu&^fr 
von  diesem  ein  drittes  Polygon  a,  c^C3...c,_i&,«^:  ^^'^^jci^ 
dessen  erste  ti— 2  Seiten  durch  «—2  feste  Punkte  -  .  •.-  ---  •"— -^ 
der  Geraden  L  gehen,  dessen  («—!)**  Seite  c^-zK  ar^  ibn^L 
Punkt  p«_i  ausserhalb  L  in  der  Ebene  P.  mmi  iasta.  iea»  >f^ 
bnOn^i  durch  den  Punkt  Qn  ausserhalb Pgcte^  Ke»  rrd 
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haben  die  Anfangs-  und  die  Endecken  gemeinsam;  schliesst  sich 
das  eine,  so  aueh  die  beiden  anderen. 

Ist  nun  n  eine  ungrade  Zahl,  so  ist  auch  n—2  ungrade, 
und  die  Linie  a,  Cn.i  geht  durch  einen  festen  Punkt  ft  der  Linie 
L.  Die  Aufgabe,  der  Oberfläche  ein  geschlossenes  n-eck  einzu- 
schreiben, dessen  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte  o  gehen, 
reducirt  sich  hiernach  auf  die  Aufgabe,  der  Oberfläche  S  ein 
Dreieck  einzuschreiben,  dessen  Seiten  durch  die  drei  Punkte 
Ä  fii-i,  Qn,  gehen,  welche  bekanntlich  zwei  Lösungen  giebt. 
Ist  n  grade,  so  ist  n— 2  grade  und  die  Linie  a,  c„-.2  geht  durch 
einen  festen  Punkt  y  der  Linie  L.  Die  angegebene  Aufgabe  ist 
daher  zurückgeführt  auf  die  Construction  eines  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  eingeschriebenen  Vierecks  a^  c„»2C„-i  c^a^ ,  dessen 
Seiten  der  Reihe  nach  durch  die  vier  Punkte  y,  r,«2,  (>»~i,  (>• 
gehen.  Schiesslich  wird  noch  die  Lösung  dieser  beiden  speciellen 
Aufgaben  besprochen.  Schz. 

J.  LüROTH.     Eine  Aufgabe  über  Kegelschnitte  im  Raum. 

Clebsch  Ann.  III.  124-133.  1870. 

Die  Aufgabe  lautet:  „Die  Anzahl  der  Kegelschnitte  zu  be- 
stimmen, welche  eine  Curve  vierter  Ordnung  erster  SpBcies  in 
drei  und  fünf  ihrer  Sehnen  in  je  einem  Punkte  treffen,  ohne 
durch  einen  den  Sehnen  und  der  Curve  gemeinsamen  Punkt  zu 
gehen.''  Die  Lösung  beruht  auf  dem  Princip,  dass  die  Ordnung 
der  Fläche,  auf  welcher  alle  Kegelschnitte  einer  einfach  unend- 
lichen Schaar  liegen,  durch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  bestimmt 
wird,  in  denen  eine  beliebige  Linie  von  Kegelschnitten  der 
Schaar  getroffen  wird.  Es  sei  bemerkt,  dass  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  zwei  Kegelschnitte  genügen.  Sehn. 

R,  TowNSEND.  Solution,  by .  the  method  of  ordinary 
homographic  division,  of  the  problem,  „To  inscribe 
in  a  given  ruled  quadric  a  polygon  of  any  given 
Order  whose  sides  ßhall  pass  in  any  prescribed  Order 
of  sequence  through   an   arbitrary   system    of  given 

pointS   in   Space.      Proc.  of  the  L.  M.  S.  II  21-24.    1869. 

Pj ,  P„  • . .  jP»  seien  die  gegebenen  Punkte  in  der  gegebenen 
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SeiheBfolge,  S  die  gegebene  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  und 
n  werde  zunächst  als  grade  angenommen.  Denkt  man  sich 
durch  drei  beliebige  Generatricen  A,  B,  C  derselbeü  Schaar  von 
S,  welche  wir  kurz  als  die  erste  Schaar  bezeichnen  wollen,  und 
durch  P,  drei  Ebenen  gelegt,  so  schneiden  dieselben  die  Ober- 
fläche S  ausserdem  noch  in  drei  Generatricen  il,,  Bj,  C,  der 
zweiten  Schaar;  die  Ebenen  durch  P,  und  A^^  Pj,  C,  resp. 
schneiden  S  in  drei  Generatricen  il„  P,,  C,  der  ersten  Schaar; 
legt  man  nun  die  Ebenen  durch  P,  und  resp,  ^4,,  P,,  C,  u.  s.  f., 
80  erhält  man  schliesslich  drei  Generatricen  il»,  P»,  C«,  der 
ursprünglichen  Schaar  angehörig,  welche  mit  Ay  P,  C  zwei  pro- 
jectivische  Systeme  bestimmen,  auf  deren  Doppel -Elementen 
M  =  Mn  und  N  =  Nn  die  ersten  Ecken  des  zu  construirenden 
Polygons  liegen  müssen.  Wählt  man  nun  drei  beliebige  Gene- 
ratricen der  zweiten  Schaar  A',  P',  C  und  verfährt  in  gleicher 
Weise,  so  erhält  man  zwei  Doppel-Generatricen  SP  =  Mn  und 
N'  =  Nn  der  zweiten  Schaar,  auf  welchen  die  ersten  Ecken  des 
Polygons  ebenfalls  liegen  müssen.  Die  vier  Schnittpunkte  P,  Q, 
R,  S  dieser  Geraden  sind  demnach  die  gesuchten  Anfangspunkte 
zur  Beschreibung  des  Polygons.  Ist  n  ungrade,  so  leitet  man 
durch  ein  gleiches  Verfahren  von  drei  beliebigen  Generatricen 
A,  P,  C  derselben  Schaar  zwei  Triaden  von  Generatricen  der 
anderen  Schaar  Anj  P«,  C«  und  A^n,  B^n,  C-n  ab,  die  eine,  in- 
dem die  Punkte  P  in  der  gegebenen  Reihenfolge  P,,  P„  ...  P„, 
die  andere,  indem  dieselben  in  der  entgegengesetzten  Reihenfolge 
P»,  P1.-1,  . . .  P|  angewendet  werden.  In  den  durch  die  ent- 
sprechenden Geraden  Anj  Bn,  C„  und  A^^  B^n^  C^n  bestimmten 
projectivischen  Systemen  construirt  man  die  Doppel-Generatricen 
Jf»  ==  Jlf„„  und  iV»  =  iVLn,  dann  sind  die  Schnittpunkte  einer 
jeden  derselben  mit  derjenigen  Generatrix  resp.  M  oder  JV  des 
ursprünglichen  Systems,  welche  durch  den  umgekehrten  Process 
von  ihr  abgeleitet  werden  kann,  die  beiden  Anfangspunkte  für 
die  Beschreibung  des  Polygons.  Es  wird  ferner  der  Grund  fttr 
die  Verschiedenheit  der  Zahl  der  Lösungen  besprochen,  und  die 
besonderen  Fälle,  in  denen  die  Aufgabe  theilweise  oder  ganz 
unbestimmt  wird,  werden  erörtert.  Schz. 
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C.  F.  Geiser,  üeber  die  Flächen  vierten  Grades,  welche 
eine  Doppelcurve   zweiten  Grades  haben.     Borchardt  J. 

LXX  249-257.  1869. 
Siehe  Abschn.  IX  Cap.  5. 

H.  DüRRANDE.     Sur    les    surfaces   du    quatrifeme    ordre. 

C.  R.  LXX  920.  1870. 
Betrachtung    der   Fläche    yierter   Ordnung   als   Erzeugniss 
zweier  projectivischer  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung,  und  Auf- 
zählung einiger  Eigenschaften  der  Fläche,  welche  sich  auf  diese 
Erzeugungsart  beziehen.  A. 

Th.  Eeye.  Projectivische  Erzeugung  der  allgemeinen 
Flächen  dritter,  vierter  und  beliebiger  Ordnung  durch 
Flächenbllndel  niederer  Ordnung.    Oiebsch  Ann.  i.  455  bis 

466.  1869. 
Die  vorliegende  Arbeit  enthält  allgemeine  Erzeugungsarten 
der  Flächen  dritter  und  vierter  Ordnung  durch  projectivische 
Flächenbündel  und  zeichnet  zugleich  einen  Weg  vor,  auf  welchem 
man  zu  analogen  Erzeugungsarten  einer  Fläche  n}^'  Oodnung 
gelangt.  Nachdem  der  Verf  eine  Reihe  Relationen  zwischen 
den  16  Schnittpunkten  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  F*  und 
F]  einer  Fläche  vierter  Ordnung  F*  entwickelt  hat,  wendet  er 
sieh  dazu,  die  Curven  C'-*  und  C*-',  das  sind  die  Durchdrin- 
gungscurven  einer  Fläche  F'  mit  einer  F*  oder  F',  durch  pro- 
jectivische Curvenbüschel  zu  erzeugen.  Die  Elemente  der  Er- 
zeugung geben  ihm  folgende  Betrachtung.  Zwei  Flächenbüschel 
zweiter  Ordnung  sind  bekanntlich  projectivisch,  wenn  die  Polar- 
ebenen eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  ihre  Flächen  zwei 
projectivische  Ebenenbüschel  bilden;  sie  erzeugen  alsdann  eine 
F*.  Auf  einer  beliebigen  F'  wird  jedes  Element  eines  Flächen- 
büschels eine  Curve  C'-*  verzeichnen,  und  alle  diese  Curven  C'-' 
werden  ein  Büschel  von  Curven  C'-'  mit  8  Knotenpunkten  bil- 
den. Die  beiden  projectivisch  auf  einander  bezogenen  Flächen- 
büschel zweiter  Ordnung  geben  also  Veranlassung  zu  zwei  pro- 
jectivischen  Curvenbüscheln  C'  auf  der  Fläche  F',  und  der 
Schnitt  der   entsprechenden   Elemente   liefert   die    Curve    C'-*, 
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welche  durch  die  zweimal  8  Knotenpunkte  der  Bttschel  hindurch- 
geht. Die  80  erzeugte  Curve  ist  aber,  wie  der  Verf.  ausfllhrt, 
die  allgemeine  Durchdringungscurve  einer  F"  und  F*.  Nach 
einigen  Bemerkungen  über  die  Natur  von  C"-*  giebt  der  Verf. 
eine  Erzeugung  einer  F'  oder  F*  durch  reciproke  Flächenbttndel. 
Ein  Flächenbttndel,  bestimmt  durch  drei  Flächen  F],  F],  FJ,  wird 
nicht  nur  als  Totalität  aller  zum  Bündel  gehörigen  Flächen  auf- 
gefasst,  sondern  umfasst  auch  die  Totalität  aller  Gurren  C'**, 
welche  je  2  Elemente  des  Bündels  bilden.  Die  Polarebenen 
und  Polarstrahlen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  F*  und  C*'* 
des  Bündels  bilden  ein  Strahlenbttndel,  und  zwei  Flächenbündel 
zweiter  Ordnung  sind  nunmehr  reciprok  dadurch  auf  einander 
zu  beziehen,  dass  die  einem  Punkte  des  Raums  in  Beziehung 
auf  sie  entsprechenden  polaren  Strahlenbündel  reciprok  bezogen 
werden.  Zwei  reciproke  Flächenbttndel  zweiter  Ordnung  er- 
zeugen nach  dem  Verf.  eine  F*,  welche  durch  die  zweimal  acht 
Knotenpunkte  der  Bttndel  hindurchgeht,  und  jede  gegebene  F* 
kann  als  Erzeuguiss  von  zwei  reciproken  Flächenbündeln  zweiter 
Ordnung  dargestellt  werden.  Schliesslich  zeigt  der  Verf.,  dass 
wie  jede  F*  durch  einen  Flächenbündel  dritter  Ordnung  und 
einen  zu  ihm  reciproken  Strahlenbündel  erzeugt  werden  kann, 
so  aUgenciein  jede  Fläche  F*^'  sich  als  Durchschnitt  der  ent- 
sprechenden Elemente  eines  Flächenbündels  n^^''  Ordnung  und 
eines  zu  ihm  reciproken  Strahlenbttndels  auffassen  lässt. 

Sehn. 


R.  Sturm,     lieber    die    römische    Fläche    von    Steiner, 

Clebech  Ann.  HI   76-123.  1870. 

Nach  einigen  einleitenden  Worten  über  frühere  Bearbeitun- 
gen der  römischen  Fläche  gelangt  der  Verfasser  folgendermassen 
zu  ihrer  Erzeugung: 

Es  sei  eine  Flächenschaar  2*«'  Classe  S(Fj)  gegeben,  d.  h. 
eine  Reihe  von  Flächen  2*''"  Orades,  welche  8  beliebige  Ebenen 
und  in  Folge  dessen  sämmtlicl)p  Ebenen  einer  abwickelbaren 
Fläche  4»"  Classe  D^  berühren.  (Das  Wort  „Ebenen"  wird  im 
Folgenden  öfters  für  „Tangentialebenen"  gebraucht.)    Zu  dieser 
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Schaar  gehören  4  Kegelschnitte  Q.  Durch  jede  Tangente  eines 
solchen  Kegelschnitts  gehen  2  Ebenen  von  D^,  die  nämlich,  welche 
von  der  Tangente  an  irgend  eine  andere  Fläche  der  Schaar,  z.  B.  an 
einen  zweiten  der  4  Kegelschnitte  gelegt  sind.  Also  gehen  von 
jedem  Punkte  eines  solchen  Kegelschnitts  Q  zwei  Generatricen 
von  D^  aus;  in  jedem  beliebigen  Punkte  einer  Generatrix  be- 
rührt nur  eine  Fläche  der  Schaar.  Bezieht  man  daher  die  Pankt* 
reihe  einer  Generatrix  von  D^  auf  die  einer  beliebigen  Geraden, 
so  ist  die  Punktreihe  dieser  Geraden  auf  die  Schaar  der  Flächen 
bezogen.  Die  Lage  der  beliebigen  Geraden  G  wird  nun  dahin 
eingeschränkt,  dass  sie  sich  auf  2  der  vorbin  erwähnten  Kegel- 
schnitte 0'  und  0"  stutzt;  sie  treffe  Q*  in  «'  und  0"  in  ©'' ;  die 
Tangenten  B'  und  B'*  in  (o'  und  w"  an  die  resp.  Kegelschnitte 
0'  und  0"  mögen  einander  nicht  treffen ;  bei  der  projectivischen 
Beziehung,  in  die  G  zu  einer  Generatrix  von  D^  und  hierdurch 
zur  Flächenschaar  gebracht  wird,  entsprechen  &>'  dem  Kegel- 
schnitt 0'  und  ft/"  dem  Kegelschnitt  0".  Legt  man  nun  von  je- 
dem Punkte  der  Geraden  G  an  seine  entsprechende  Fläche  der 
Schaar  den  Tangentialkegel,  so  bullen  diese  sämmtlichen  Kegel, 
oder  was  dasselbe  ist,  ihre  BerUhrungsebenen  die  römische 
Fläche  F,  ein,  eine  Fläche  dritter  Classe  mit  4  Doppel-(tangen- 
ten)ebenen.  Die  Gerade  G  ist  eine  Doppelgerade  auf  F,,  die 
Paare  der  Berührungsebenen  desselben  Punktes  bilden  eine  In- 
volution. Die  beiden  Ebenen  ((?,  B)  und  {Gy  fi")  sind  die 
Asymptotenebenen  der  Involution,  und  die  Punkte  o»'  und  «" 
sind  die  Cuspidalpunkte  der  Doppelgeraden  G.  Durch  jede  der 
beiden  Geraden  5'  und  Ä"  gehen  zwei  Doppelebenen  der  rö- 
mischen Fläche  F3,  welche  diese  in  unendlich  vielen  Punkten^ 
die  einen  Kegelschnitt  bilden,  berühren.  Von  den  Flächen  der 
Schaar  S  geht  ausser  den  Kögelschnitten  0'  und  0"  nur  eine 
einzige  Fläche  F\  durch  ihren  entsprechenden  Punkt  a®  auf  G. 
Seien  nun  &  und  G"  die  beiden  Geraden  auf  F\ ,  die  sich  in 
a^  kreuzen,  so  sind  dies  auch  Doppelgeradc  der  Fläche  F,. 
Ausser  den  drei  Doppelgeraden  G,  G\  6r",  die  in  dem  dreifachen 
Punkt  a^  zusammenstossen,  e:^stiren  keine  vielfachen  Punkte 
der  Fläche  F^.  Jede  der  drei  Doppelgeraden  begegnet  zweien 
Gegenkanten  des  Tetraeders  der  4  Doppelebenen.     Durch  die 
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drei  Doppelgeraden  geht  eine  doppelt  unendliehe  Schaar  von 
Kegeln  zweiten  Grades,  welche  F,  in  einem  Gebilde  zweiter 
Ordnung  schneiden;  dies  Gebilde  mnss  ein  Kegelschnitt  sein, 
da  ausser  den  drei  Doppelgeraden  keine  Geraden  auf  F,  existiren. 

Nach  einer  eingehenden  Behandlung  alles  dessen,  was  hier 
angedeutet  ist,  betrachtet  der  Verfasser  den  besonderen  Fall, 
in  welchem  die  oben  erwähnten  Tangenten  B'  und  fi"  sich 
schneiden  y  —  in  welchem  also  G  eine  Generatrix  von  D^  wird. 
Weiterhin  wird  folgender  specielle  Fall  betrachtet:  Die  Ebene 
jedes  der  vier  Kegelschnitte  Q,  die  zur  Schaar  SQF^)  gehören, 
z.  B.  Q"  schneidet  aus  der  Fläche  Z)^,  auf  der  Q"  doppelt  liegt, 
noch  4  Generatricen  aus,  in  denen  die  von  dem  Schnittpunkte 
der  Ebenen  der  drei  übrigen  Kegelschnitte  an  die  Fläche  D^ 
gelegten  Ebenen  'dieselbe  berühien.  Diese  4  Generatricen  be* 
rahren  den  Kegelschnitt  Q"  und  sind  als  Geraden  der  Fläche 
Q"  anzusehen,  weil  durch  sie  unendlich  yiele  Tangentenebenen 
derselben  gehen.  Nimmt  man  nun  eine  dieser  4  Generatricen 
zur  Geraden  G,  so  hat  man  den  zweiten  vom  Verfasser  behan- 
delten speciellen  Fall,  der  übrigens  weniger  allgemein  ist,  als 
die  erste  Specialisirung. 

Hierauf  nimmt  der  Verfasser  die  Fläche  wieder  ganz  all- 
gemein an,  und  geht  zur  Betrachtung  der  auf  ihr  liegenden 
Curven  über.  Auf  der  Steiner'schen  Fläche  giebt  es  keine  Gurre 
ungrader  Ordnung.  Es  giebt  ferner  auf  ihr  keine  Baumcurve 
vierter  Ordnung  und  erster  Species  ohne  Doppelpunkt. 

Der  Verfasser  giebt  eine  punktweise  Abbildung  der  Curven 
auf  der  Fläche  F*  in  Curven  einer  Ebene  E  an,  und  ferner  eine 
grosse  Zahl  von  Sätzen  über  Curven  und  Curvenschaaren  auf 
der  Fläche.  Mz. 


C.    Geometrie  der  Anzahl. 
H.  Schubert.     Zur  Theorie  der  Charakteristiken.   Borchardt 

J.  LXXI  366-386.  1870. 

Die  von  Herrn  Chasles  erfundene,  im  Jahre  1864  veröffent- 
lichte, ausser  von  ihrem  Erfinder  namentlich  noch  von  den  Herren 
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JonquiSres  und  Zeuti  en  weiter  ausgebildete  Methode  der  Charakte- 
ristiken will  im  Wesentlichen  die  Anzahl  der  Curven  oder  Flächen 
finden,  welche  gegebenen  Bedingungen  genügen.  Die  vorliegende 
Arbeit  beweist  einige  der  von  Herrn  Chasles  in  den  Comptes 
rendus  ohne  Beweis  angegebenen  Resultate  und  führt  einige  eben- 
daselbst ausgesprochene  Gedanken  aus. 

Unter  einem  Systeme  von  Flächen  n**'"'  Ordnung  wird  in 
der  Theorie  der  Charakteristiken  die  einfach  unendliche  Mannich- 
faltigkeit  aller  derjenigen  Flächen  verstanden,  welche  gleich- 
zeitig einer  Bedingung  weniger  genügen,  als  zui*  endlichdeutigen 
Bestimmung  einer  Fläche  n^^^  Ordnung  immer  nothwendig  sind, 
und  unter  den  drei  Charakteristiken  (jl,  v,  q  eines  solchen 
Systems  beziehungsweise  die  Anzahl  derjenigen  Flächen  des 
Systems,  welche  ausser  den  Bedingungen  des  Systems  auch 
noch  der  Bedingung  Genüge  leisten,  einen  irgend  wo  gegebenen 
Punkt  zu  enthalten,  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  zu  berühren. 
Wenn  dann  a.fi-{- ß,V'\-y,Q  die  Anzahl  derjenigen  Flächen  des 
Systems  ist,  welche  eine  beliebige  neu  hinzukommende  Bedin- 
gung befriedigen,  so  beissen  a^  ß^  y  die  Parameter  dieser  Be- 
dingung. Beispielsweise  und  behufs  späterer  Anwendung  sind 
in  der  Abhandlung  des  Verfassers  die  Parameter  der  Bedingung, 
eine  Fläche  m'^'  Ordnung  zu  berühren,  geometrisch  hergeleitet, 
wobei  a  =  wi(m— 1)',  /9  =  m(m— 1),  y  —  m  gefunden  ist.  Dies 
beisst  mit  anderen  Worten,  dass  es  in  einem  Fläcbensysteme 
mit  den  Charakteristiken  ^,  v,  q,  m(m— l)*.^  +  m(m— l).i'--f-m.p 
Flächen  geben  muss,  welche  eine  gegebene  Fläche  m*'*'^  Ordnung 
berühren.  Darauf  ist  die  allgemeine  Formel  für  die  Anzahl  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  entwickelt,  welche  irgend  welchen  neuen» 
durch  die  27  Parameter  gegebenen  Bedingungen  Genüge  leisten. 
In  dieser  Formel  treten  nothwendig  die  Zahlen  auf,  welche  an- 
geben, wieviel  Flächen  zweiter  Ordnung  9  elementaren  Be- 
dingungen genügen,  das  heisst  solchen,  welche  aussagen,  dass 
die  Flächen  entweder  einen  Punkt  enthalten,  oder  eine  Gerade 
oder  eine  Ebene  berühren  sollen.  Ein  System  von  Flächen,  die 
nur  derartige  Bedingungen  befriedigen,  ist  Elementarsystem, 
die  Charakteristiken  eines  solchen  sind  Elementarcharakte- 
ristiken genannt.    DiedC  letztern  oder  die  Zahlen,  welche  an- 
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geben,  wieviel  Flächen  zweiter  Ordnung  allen  möglieben  neun 
elementaren  Bedingungen  genügen,  sind  im  Jahre  1866  von  Herrn 
Chasles  im  62'**"  Bande  der  Comptes  rendus  ohne  Beweis  an- 
gegeben und  etwa  gleichzeitig,  wie  dem  Verfasser  später  be- 
kannt geworden  ist  (Cf.  Schubert,  Schreiben  an  den  Herausgeber, 
Borchardt  J.  LXXUI.)  auch  von  Herrn  Zeuthen  in  Kopenhagen 
gefunden.  Letzterer  hat  in  demselben  Jahre  auch  eine  Tabelle 
veröffentlicht,  in  der  diese  Zahlen  aus  den  Zahlen  berechnet 
sind,  welche  angeben,  wieviel  degenerirte  Flächen  zweiter  Ord- 
nung in  einem  Systeme  (^,  y,  p)  vorkommen.  Diese  letzteren 
Zahlen  nun  sind  in  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  bloss 
angegeben,  sondern,  so  weit  es  erforderlich  war,  auch  ausftthr- 
lich  berechnet,  nachdem  einige  nicht  ganz  unnöthig  erscheinende 
allgemeine  Betrachtungen  über  die  Elementargebilde  der  Geometrie 
der  Lage  in  ihrem  Zusammenhange  mit  dem  Degeneriren  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  vorangeschickt  sind.  Schon  Herr 
Chasles  hatte  gefunden,  dass  die  Anzahl  der  in  einem  Systeme 
(^;  V,  q)  vorhandenen  kegelartigen  Flächen  zweiter  Ordnung 
2g— Vj  die  Anzahl  der  kegelschnittartigen  2fi—v  beträgt.  Später 
fand  Herr  Zeuthen,  dass  die  Anzahl  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, deren  sämratliche  Punkte  auf  zwei  Ebenen  liegen,  deren 
sämmtliche  Tangenten  alle  die  Schnittgerade  dieser  Ebene 
schneidende  Geraden  sind,  und  deren  sämmtliche  Tangential- 
ebenen die  Ebenen  sind,  welche  durch  zwei  auf  jener  Schnitt- 
gerade liegende  Punkte  gehen,  dass  die  Anzahl  solcher  Flächen 
in  einem  Systeme  (/tt,  v,p)2v— f*— p  beträgt.  Daraus  ist  ersicht- 
lich, dass  vermittelst  dieser  Gleichungen  sich  die  sämmtlichen 
55  Elementarcharakteristiken  ergeben  müssen,  sobald  ein  ge- 
wisser Theil  der  Zahlen  <7,  «,  x  bekannt  ist,  welche  ausdrücken, 
wieviel  ausgeartete  Flächen  von  jeder  der  drei  Weisen  der  Aus- 
artung allen  möglichen  8  elementaren  Bedingungen  genügen. 

Der  Tabelle,  welche  diese  Zahlen  und  die  daraus  abgeleiteten 
Elementarcharakteristiken  enthält,  sind  gewisse  sich  unmittelbar 
aus  ihr  ergebende  Bemerkungen  angefügt,  wie  zum  Beispiel,  dass^ 
alle  Ebenen,  welche  sechs  Gerade  in  einem  PascaVschen  Sechs- 
eck schneiden,  eine  Fläche  achter  Classe  umhüllen,  dass  der 
Ort  der  Mittelpunkte  aller  7  Gerade  berührender  Kegelflächen 

ForUdir.  d.  Math.  II.   2.  30 
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von  der  34"*"  Ordnung  ist,  und  dass  es  128  Kegelfläohen  giebt, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen  und  6  gegebene 
Gerade  berühren. 

Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  die  durch  die  vorher- 
gehenden Betrachtungen  ermöglichte  Berechnung  der  Anzahl  der 
quadratischen  Flächen,  welche  neun  gegebene  quadratische  Flächen 
berühren.  Es  ergiebt  sich  dafür  666841088,  eine  Zahl,  die  viel- 
leicht dadurch  einiges  Interesse  gewinnen  könnte,  dass  sie  en^ 
sprechend  ist  der  gleichzeitig  von  Herrn  Chasles  und  Theodor 
Bereut  richtig  zu  3264  bestimmten,  von  Jacob  Steiner  aber 
falsch  zu  6^  =  7776  angegebenen  Zahl,  welche  aussagt,  wie- 
viel Kegelschnitte  fünf  gegebene  Kegelschnitte  berühren. 

Seht. 

H.  G.  Zeuthen.  Sur  las  singularitds  ordinaires  d'une 
courbe  gauche  et  d'une  surface  ddveloppable.  Brioschi 
Ann.  (2)  III.  175-218.  1869. 

Bekanntlich  hat  Herr  Cayley  aus  den  Plücker*schen  Glei- 
chungen zwischen  den  Anzahlen  der  sechs  einfachsten  Singula- 
ritäten einer  ebenen  Curve  sechs  Gleichungen  zwischen  den 
Zahlen  für  die  neun  einfachsten  Singularitäten  einer  Raumcurve 
abgeleitet,  wobei  zu  der  als  Punktreihe  aufzufassenden  Curve 
auch  die  als  Ebenenreihe  aufzufassende  abwickelbare  Fläche 
hinzugerechnet  werden  muss,  welche  reciprok  zu  der  Curve,  als 
die  Einhüllende  ihrer  sämmtlichen  Osculationsebenen  erscheint 
Darauf  haben  die  Herren  Cayley,  Salmon,  Zeuthen  vermittelst 
der  neun  Cayley'schen  Zahlen  andere  Singularitätenzahlen  fttr 
eine  Curve  und  eine  abwickelbare  Fläche  aufgestellt.  lu  der 
vorliegenden  Abhandlung  beweist  nun  Herr  Zeuthen  diese  von 
ihm  früher  durch  die  Comptes  rendus  (siehe  Foitsch.  d.  M.  I. 
p.  231.)  veröffentlichten  Resultate,  und  fügt  eine  Reihe  neuer 
hinzu.  Die  Singularitäten,  deren  Anzahlen  hergeleitet  werden, 
sind  sämmtlich  von  der  ersten  Ordnung,  das  heisst,  sie  setzen 
nur  Punkte,  Ebenen  oder  Gerade  mit  der  Curve  in  Beziehung. 

Nach  Einführung  übersichtlicher  symbolischer  Bezeichnungen 
für  die  Anzahl  der  Gebilde,  welche  gewissen  gegebenen  Be- 
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difigungen  genQgen,  fägt  der  Verfasser  den  gewöhnlichen  neun 
Singularitäten  noch  drei  andere  hinzu,  nämlich  das  Begabtsein 
der  Curye  mit  Doppelpunkten,  das  der  abwickelbaren  Fläche 
mit  Doppeltangentialebenen,  und  das  Enthalten  von  Inflexions- 
tangenten,  d.  h.  Geraden,  die  durch  drei  aufeinanderfolgende 
Punkte  der  Curve  gehen  oder  reciprok  auf  drei  aufeinanderfol- 
genden Ebenen  der  abwickelbaren  Fläche  liegen.  Die  Zahlen 
ftlr  diese  Singularitäten  führt  er  in  die  Cayley'schen  Formeln  ein, 
indem  er  die  Plücker'schen  Formeln  auf  den  Kegel,  welcher  die 
gegebene  Curve  von  irgend  einem  Punkte  aus  projicirt,  resp. 
auf  die  ebene  Curve  anwendet,  in  welcher  die  abwickelbare 
Fläche  von  irgend  einer  Ebene  geschnitten  wird.  Die  Herlei- 
tungen der  Formeln  für  die  neuen  Singularitätenzahlen  beruhen 
auf  dem  von  Herrn  Chasles  in  die  Geometrie  eingeführten  alge- 
braischen Princip  der  Correspondenz ,  welches  aussagt,  dass, 
wenn  in  einer  geraden  Punktreihe  einem  beliebigen  Punkte  in 
gewisser  Weise  m  Punkte  entsprechen,  von  denen  jeder  zu 
n  Punkten  der  entsprechende  ist,  es  m  +  n  Stellen  auf  der  Ge- 
raden geben  muss,  wo  zwei  einander  so  entsprechende  Punkte 
zusammenfallen,  und  welches  das  Analoge  von  ebenen  Strahl- 
büscheln  behauptet.  Die  Schwierigkeiten,  welche  bei  der  An- 
wendung dieses  Princips  die  Frage  verursacht,  wie  vielfach  jede 
Lösung  zu  rechnen  ist,  löst  der  Verfasser  durch  zwei  Methoden, 
In  der  ersten  sieht  er  die  Entfernungen  x  und  u  zweier  einander 
entsprechender  Punkte  einer  Geraden  von  einem  auf  ihr  liegen- 
den festen  Punkte  als  die  Coordinaten  einer  Curve  S  an,  deren 
Schnittpunkte  mit  der  Geraden  x  =  u  dann  mit  den  Punkten 
der  Geraden  correspondiren,  in  denen  zwei  einander  entsprechende 
Punkte  vereinigt  sind.  Eine  Untersuchung,  wieviel  Punkte  S 
und  (x  =  u)  in  jedem  dieser  Schnittpunkte  gemeinsam  haben, 
ergiebt  dann,  wievielmal  entsprechende  Punkte  an  der  zuge- 
hörigen Stelle  des  Trägers  der  Punktreihe  zusammenfallen.  Die 
zweite  vom  Verfasser  experimentell  genannte  Methode  beruht 
darauf,  die  unbekannten  Coefficienten  durch  Gleichsetzung  von 
Ausdrücken  zu  bestimmen,  die  auf  verschiedene  Weise  nach  dem 
Princip  der  Correspondenz  für  dieselbe  Zahl  gefunden  sind.  Zur 
Auseinandersetzung  dieser   beiden  Metboden  iwird    zuerst   die 
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Zahl  der  Geraden  bestimmt,  welche  zwei  feste  Gerade  treffen, 
und  ausserdem  noch  die  gegebene  Curve  m**'  Ordnung  in  zwei 
verschiedenen  Punkten  schneiden,  und  daran  sich  anschliessend, 
die  Zahl  der  Geraden,  welche  eine  feste  Gerade  und  dreimal  die 
Gurre  treffen.  Bei  dieser  letzten  Aufgabe  ergiebt  sich,  um  ein 
Beispiel  solcher  Singularitätenformeln  hier  anzuführen. 


(._2)[Ä-^ifci)]. 


WO  A  die  Zahl  der  Geraden  ist,  welche,  Ton  einem  Punkte  aus- 
gehend, die  gegebene  Curve  zweimal  treffen.  Hierauf  folgen 
mehr  als  vierzig  Bestimmungen  der  Anzahlen  von  Punkten,  Ge- 
raden und  Ebenen,  welche  mit  der  gegebenen  Curve  in  Beziehung 
stehen,  und  zwar  sind  diese  Zahlen  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
den  früher  erwähnten  zwölf  fundamentalen  Singularitätenzahlen 
dargestellt.  Zu  den  complicirteren  der  hier  gelösten  Aufgaben 
gehört  zum  Beispiel  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Dreiecke, 
deren  Ecken  auf  der  Curve  liegen,  und  deren  Seite  dieselbe  noch 
einmal  treffen,  und  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Dreiecke, 
deren  drei  Seiten  je  drei  Schnitte  mit  der  Curve  haben,  ohne 
dass  eine  Ecke  auf  sie  fällt.  Seht 

Halphen.     Sur   le    nombre  des   droites  qui  satisfont  k 
quatre  conditions  donn^es.    C.  R.  LXVIII  ui-145.    1869. 

Die  Arbeit  enthält  den  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Anzahl 
derjenigen  Geraden,  welche  zweien  Paaren  von  Bedingungen 
genttgen,  fifi^  -{-vv^  ist,  wenn  fi^  v  und  ^, ,  v^  die  Charakteristiken 
flir  die  Bedingungen  sind.  Eine  Anzahl  specieller  Anwendungen 
des  Satzes  bildet  den  Schluss  der  Note.  T. 

A,  Cayley.     On  the  problera  of  the  inscribed  =  and  = 
circumscribed  triangle.      Rep.  Brut.  Ass.  1869/70. 

Das  Problem,  dessen  Lösung  der  Verfasser  giebt,  ist  fol- 
gendes: Gesucht  wird  die  Zahl  der  Dreiecke,  deren  Winkel  in 
einer  oder  mehreren  gegebenen  Curven  gelegen  sind  und  deren 
Seiten  eine  oder  mehrere  gegebene  Curven  berühren.    Es  giebt 
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im  Ganzen  52  Fälle  dieses  Problems,  je  nachdem  die  Curyen, 
welche  die  Winkel  enthalten,  und  die,  welche  die  Seiten  be- 
rühren, yerschieden  oder  dieselben  sind.  Bezeichnet  man  mit 
a,  c,  e  die  Ordnungen  der  Winkelcurven  und  mit  B,  D,  F  die 
Classen  der  Seitencurven,  so  ist  die  Zahl  der  Dreiecke  2aceBDF. 
Sind  die  Winkelcurven  dieselben,  so  ist  die  Zahl 

wo  a  und  A  die  Ordnung  und  Classe  der  Winkelcurven  be- 
zeichnen. Im  analogen  Fall,  wo  die  Seitencurven  dieselben  sind, 
ergiebt  sich  2{B(B-i)(5— 2)  +  6}ace.  Der  schwierigste  Fall 
ist  der,  wo  die  6  Curven  alle  dieselben  sind.  Dann  wird  die 
Anzahl  der  Dreiecke  ausgedrückt  durch  ein  Sechstel  von 
^*(-  +  l)  +  ^'02a'-18a'+52a-46)  +  i4X~*8ö"+162a' 
-420a  +  221)  +  il052a»+221a'+704a+172)  +  a*-46a» 

+  221a'+172a  +  o{4'( 9)  +  il( 12a+135)~9a' 

+  i  35a -600}. 
Hierbei  bezeichnet  a  die  Ordnung,  A  die  Classe  der  Curve,  und 
a  ist  gleich  3  Mal  der  Ordnung  der  Zahl  der  Inflexionen. 

Csy.  (0.) 

R.  Sturm.     Combien  y  a-t-il  de  s^cantes  communes  ä 

deux  Cubiques  gauches?    Brioschi  Ann.  (2)  III  28-32   1869. 

Die  Resultate  sind  folgende: 

1)  Haben  zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung  keinen  Punkt 
mit  einander  gemein,  so  giebt  es  10  gemeinschaftliche  Secanten 
(d.  h.  Gerade,  welche  jede  der  beiden  Curven  in  2  Punkten 
treflfen). 

2)  Haben  diese  Curven  aber  einen  Punkt  gemein,  so  gehen 
durch  diesen  4;  also  giebt  es  ausserdem  noch  6  gemeinschaft- 
liche Secanten. 

3)  Haben  die  Curven  2  Punkte  gemein,  so  gehen  ausser 
der  Verbindungsgeraden  beider,  durch  jeden  derselben  noch  drei; 
ausserdem  giebt  es  daher  noch  drei  gemeinschaftliche  Secanten. 

4)  Haben  die  Curven  3  Punkte  gemein^  so  hat  man  erstens 
das  Dreieck  dieser  drei  Punkte;  ferner  gehen  durch  jeden  Punkt 
zwei  gemeinschaftliche  Secanten;  daher  giebt  es  ausserdem  nur 
noch  eine. 
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5)  Haben  die  Guiren  4  Punkte  gemein,  so  hat  man  ersteng 
die  6  Verbindungsgeraden  dieser  4  Punkte,  und  durch  jeden 
Punkt  dann  noch  eine  gemeinschaftliche  Secante;  ausserdem 
existirt  keine.  Der  Fall,  in  welchem  beide  Curven  auf  derselben 
Fläche  2*®"  Grades  liegen,  wird  hierbei  noch  besonders  behandelt 
In  diesem  Falle  giebt  es  unendlich  viele  gemeinschaftliche 
Sccanten. 

6)  Haben  die  Curven  5  Punkte  mit  einander  gemein,  so 
sind  die  10  Verbindungsgeraden  dieser  5  Punkte  die  gemein- 
schaftlichen Secanten. 

7)  Die  Curven  können  nicht  6  Punkte  mit  einander  gemein 
haben,  ohne  identisch  zu  sein.  Mz. 
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Neunter  Abschnitt 

.     Analytische  Geometrie. 

Capitel  1. 
Coordinaten. 

R.  Heger.  Die  Grundformeln  der  analytischen  Geometrie 
der  Ebene  in  homogenen  Coordinaten.  Schiömilcb  z.  XV. 

389-426.  1870. 
Den  Gegenstand  der  Arbeit  bilden  die  grundlegenden  Rech- 
nungen und  Sätze  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  in  homo- 
genen Punkt-  und  Geraden -Coordinaten.  Als  homogene  Coor- 
dinaten eines  Punktes  werden  definirt  die  senkrechten  Abstände 
dieses  Punktes  von  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  (Axen-  oder 
Coordinaten-Dreieck).  Als  homogene  Coordinaten  einer  Geraden 
dagegen  die  Quotienten  aus  den  Abständen  derselben  von  den 
Ecken  des  Coordinaten -Dreiecks  und  dem  Abstände  von  dem 
willkürlich  in  der  Ebene  angenommenen  Fixpunkte.  Es  wird 
nun  zunächst  erörteii;,  dass  der  Uebergang  von  einem  orthogonalen 
Systeme  zu  einem  homogenen  oder  von  einem  homogenen  Systeme 
in  ein  anderes  durch  homogene,  der  Uebergang  von  einem  homo- 
genen in  ein  orthogonales  aber  durch  lineare  Substitutionen  er- 
folgt. Daran  schliesst  sich  die  Behandlung  der  Gleichung  der 
Geraden  und  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaten  des  Punktes 
und  der  Geraden,  die  Behandlung  einzelner  Aufgaben  über  Punkt 
und  Gerade  und  die  Herleitung  von  Sätzen  über  Curven  zweiten 
Grades. 
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Zunächst  ergiebt  sich  allgemein,  dass  die  Gleichung  einer 
jeden  Curve  w*^"  Grades  oder  n*^""  Classe  iu  homogenen  Coor- 
dinaten  als  homogene  Function  n}^"  Grades  dargestellt  werden 
kann.  Ebenso  allgemein  werden  die  Untersuchungen  über  die 
Gleichung  der  Tangente  in  einem  Punkt  einer  Curve,  über  die 
-Gleichung  des  Tangentialpunktes  in  einer  einhüllenden  Geraden 
einer  Curve  geführt.  Diese  Untersuchung  führt  z«  dem  Resultate, 
dass  die  Curven  zweiten  Grades  zugleich  auch  Curven  zweiter 
Classe  sind  und  umgekehrt.  Hieran  reihen  sich  Untersuchungen 
über  Pol  und  Polaren  der  Kegelschnitte.  Es  lässt  sich  für  einen 
jeden  Kegelschnitt  (ausgenommen  sind  nur  gewisse  Abarten) 
stets  ein  ganz  im  Endlichen  liegendes  Dreieck  auffinde^,  dessen 
Seiten  Polaren  der  Gegenecken  oder  dessen  Ecken  Pole  der 
Gegenseiten  sind.  Ein  solches  Dreieck  heisst  sich  selbst  con- 
jugirt.  Transformirt  man  die  homogenen  Gleichungen  der  Kegel- 
schnitte in  Bezug  auf  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck,  dann 
nehmen  sie  einfache  Gestalten  an  und  gestatten  dadurch  eine 
bequeme  Discussion.  Sätze  über  zwei  Dreiecke,  welche  für  einen 
und  denselben  Kegelschnitt  sich  selbst  conjugirt  sind,  bilden  den 
Schluss  der  Arbeit.  T. 

R.  Heger.     Neue  homogene  Plancoordinaten.     Sch'ömiich 

Z.  XV.  117-121.  1870. 
Der  Verf.  nimmt  ein  Coordinatentetraeder  an  und  definirt: 
Unter  den  neuen  Plancoordinaten  w,  v,  tv,  r  einer  Ebene  ver- 
steht man  die  Quotienten  aus  den  Abständen  der  Ebene  von  den 
Tetraederecken  und  von  dem  Centrum  der  eingeschriebenen 
Kugel;  sie  werden  positiv  gerechnet  für  die  Tetraederecken,  die 
mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der  Ebene  liegen,  im  Gegen- 
falle negativ.  —  Weiterhin  mächt  er  noch  auf  einige  Entwicke- 
lungen  aufmerksam,  die  für  diese  Coordinaten  Gültigkeit  haben, 
aber  nicht  für  die  gewöhnlichen  homogenen  Plancoordinaten 
[d.  i.  die  Abstände  einer  Ebene  von  den  Ecken  des  Coordinaten- 
tetraeders.]  Mz. 

H.  G.  Zeüthen.     Note  sur  un  systfeme  de  coordonndes  li- 
ndaires  dans  Tespace.    Clebsch  Ann.  l.  432-454.  1869. 
Während  Plücker  (Neue  Geometrie  des  Raumes;  cf.  Fortschr. 
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d.  M.  I.  1868  p.  198,  IL  1869  u.  1870  Abschn.  IX.  Cap.  4)  und 
Cayley  (Quart.  J.  III.  226  Trans,  of.  Camb.  XL  pari  II)  zur  Ein- 
führung von  Linien-Coordinaten  von  Punkt-  oder  Ebenen- Coor- 
dinaten  ausgehen,  benutzt  der  Verf.  zur  Erreichung  desselben 
Zweckes  in  der  oben  genannten  Note  eine  der  Mechanik  ent- 
lehnte  Darstellungsweise. 

unter  Moment  einer  als  Einheit  angenommenen  Kraft  in 
Bezug  auf  eine  feste  Axe  versteht  man  das  Produkt,  gebildet 
aus  dem  kürzesten  Abstände  zwischen  Kraft  und  Axe  und  aus 
dem  Sinus  des  Winkels,  den  Kraft  und  Axe  mit  einander  bilden. 
Nach  dieser  Analogie  nennt  man,  in  rein  geometrischem  Sinne, 
Moment  zweier  Geraden  das  ebenso  gebildete  Product;  dabei 
kann  jede  der  beiden  Geraden  als  Axe  aufgefasst  werden.  Eine 
beliebig  angenommene  Gerade  K  ist  durch  ihre  sechs  Momente 
in  Bezug  auf  die  sechs  Kanten  eines  festen  Tetraeders  (t^traödre 
de  r6f6rence)  bestimmt. 

Statt  dieser  sechs  Momente  kann  man  auch  die  sechs  Grössen 
nehmen,  welche  man  erhält,  wenn  man  den  Inhalt  der  sechs 
Tetraeder,  die  als  Gegenkanten  ein  der  Einheit  gleiches  Segment 
der  Geraden  K  und  eine  Kante  des  ursprünglichen  Tetraeders 
enthalten,  durch  den  Inhalt  dieses  letzteren  dividirt.  Diese  sechs 
Grössen  werden  —  auch  von  Cayley  —  die  Linien-Coordinaten 
der  Geraden  K  genannt.  Die  Gleichungen,  welche  zwischen 
diesen  bestehen,  gestatten  aus  vier  Verhältnissen  der  Coordinaten 
diese  selbst  zu  berechnen. 

Um  die  Anwendbarkeit  dieser  Coordinaten  zu  zeigen,  wer- 
den die  Bedingungen  erörtert,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit 
mehrere  Gerade  durch  einen  Punkt  gehen  oder  in  einer  Ebene 
liegen;  es  werden  ferner  einige  Eigenschaften  der  Plücker*schen 
Complexe  und  Complexflächen  hergeleitet.  T. 


H.  G.  Zeuthen.     Om  et  nyt  Rumkoordinatsystem.  Forh. 

af  Christ.  1869.  148. 

Siehe  Mathematische  Annalen  Bd.  I.   p.  432,  und  das  vor- 
hergehende Referat. 
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E.  d'OviDio.    Nota  su'  punti,  piani  e  rette  in  coordinate 

OmOgenee.     Battaglini  G.  VIII.  241-283.  1870. 

Eine  sehr  grosse  Anzahl  metrischer  Relationen  an  Pankten, 
geraden  Linien  und  Ebenen.  Es  werden  auf  Grund  dieser  Re- 
lationen Punkt-,  Linien-  und  Ebenencoordinaten  definirt.  Man 
findet  ferner  Ausdrücke  für  den  Winkel  zweier  Geraden,  zweier 
Ebenen;  die  Entfernung  zweier  Punkte,  zweier  Geraden  u.  a.  m. 
Das  Ganze  zeichnet  sich  durch  eine  grosse  Allgemeinheit  der 
Betrachtung  aus.  Mz. 

Neuberg,     ißtude    sur    las    coordonndes    tdtra^driques. 

Rapport  de   Gilbert    Bull,  de  Balg.  (2)  XXVIir.  529-539.  1868. 

Die  Arbeit  enthält  Anwendungen  dieser  Coordinaten  auf 
Gerade.  Z.  B.  wird  die  Entfernung  zweier  Punkte  aus  der  Glei- 
chung der  dem  Fundamental-Tetraeder  umschriebenen  Kugel  auf 
eine  directere  Weise  als  bei  Salmon  hergeleitet.  O. 

J.  ToEPLiTZ.  Die  constanteii  Relationen  bei  den  Drei- 
ecks- und  tetraedrischen  Coordinaten.  Schlömiich  z.  XIV, 
253-260.  1869.  Mz. 

F.  Klein.  Die  allgemeine  lineare  Transformation  der 
Liniencoordinaten.     Clebsch  Ann.  ii.  366-370.  1870. 

Zur  Definition  der  Liniencoordinaten  geht  der  Verf.  wie  H. 
Zeuthen  (Clebsch  Ann.  I,  432-454)  von  dem  Momente  zweier 
geraden  Linien  in  Bezug  auf  einander  aus.  Er  erörtert  dann 
die  geometrische  Bedeutung  der  allgemeinen  linearen  Transfor- 
mation der  Liniencoordinaten.  T. 

A.  Hall.     Transformations  in  Hansen 's  method  of  per- 

turbations.    Messenger  V.  15-23.  1869. 

Die  Arbeit  besteht  in  einem  S^sumä  eines  Theils  der  Han- 
sen'schen  Untersuchungen  über  Transformirung  von  Systeaien 
'  seiner  „Ideal  coordinates^.  Aus  einer  der  Transformationen, 
welche  H.  Hansen  mit  Httlfe  von  imaginären  Exponentialfunctionen 
bildet,  leitet  der  Verfasser  eine  geometrische  Construction  her, 
welche  denselben  Gegenstand  betrifft.  6Ir.  (0.) 
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C.  Taylor.     On  some  equivalent  equations.     Quart  J.  x. 

93-96.    1869. 
£r($rterungen  über  die  Frage,  in  wie  weit  die  Ausdrucks- 
weise berechtigt  ist,  dass  ein  Kegelschnitt  conti nuirlich  in 
zwei    reelle    oder  imaginäre  Gerade  bez.  in  zwei   reelle   oder 
imaginäre  Punkte  ausarten  kann.  — 

Der  Verf.  benutzt  bei  der  Discüssion  Punkt-  und  Linien- 
Goordinaten,  oder,  wie  er  sich  ausdrückt,  Gartesische  und 
Booth'sche  Goordinaten.  Hinsichtlich  dieser  Bezeichnung  mag 
die  folgende  Bemerkung  hier  ihre  Stelle  finden.  Die  Coordinaten 
der  Linie  in  der  Ebene,  so  wie  der  Ebene  im  Räume  sind  in 
der  jetzt  angewandten  Weise  zuerst  von  Plücker  eingeführt 
worden  (Ueber  eine  neue  Art,  in  der  analytischen  Geometrie 
Punkte  und  Gurven  durch  Gleichungen  darzustellen.  Grelle  J. 
VI.  1830),  nachdem  vorher  Möbius  in  seinem  barycentriscben 
Galcul  (1827)  zuerst  den  Gedanken  ausgesprochen  hatte,  dass 
man  eine  Gerade  in  der  Ebene  gleich  dem  Punkte  durch  Goor- 
dinaten bestimmen  könne.  In  dem  zweiten  Bande  seiner  „Ana- 
lytisch geometrischen  Entwickelungen"  (1831)  hat  Plücker  den 
Gegenstand  des  Weiteren  untersucht.  Als  Goordinaten  der  ge- 
raden Linie  benutzt  er  dabei  namentlich  die  negativ  und  reciprok 
genommenen  Abschnitte  derselben  auf  zwei  Goordinaten-Axen. 
Auf  diese  particuläre  Linien-Goordinaten-Bestimmung  ist  dann 
einige  Jahre  später  auch  Booth  geführt  worden.  (On  tangential 
Goordinates.  1840.  vergl.  Salmon's  Treatise  on  the  Higher  plane 
Gurves.  p.  16  Note.)  Die  PI ücker'schen  Untersuchungen  schei- 
nen in  England  einige  Zeit  unbekannt  geblieben  zu  sein,  und 
so  ist  es  wohl  gekommen,  dass  einige  englische  Geometer  die 
betr.  Linien-Goordinaten  (und  die  entsprechenden  Ebenen- Goor- 
dinaten) als  Booth'sche  Goordinaten  bezeichnen,  (vergl.  z.  B. 
die  Au()Bätze  von  JeflFery  im  Quart.  J.  IX.  Fortschr.  d.  M.  I.  154, 
241.)  Die  allgemeinen  homogenen  Linien-Goordinaten  benennen 
dieselben  Three-point  (Tangential)  Goordinates,  im  Gegensatze  zu 
den  Three-line  Goordinates,  welches  die  homogenen  Punkt-Goor- 
dinaten  sind.  Kln. 

Fiedler.     Ueber  die  projectivischen  Coordinaten.  Wolf  J. 

XV.  152-182.  1870. 
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H.  M.  Jeffery.     On   conicoids   referred    to    four-points 
tangential  coordinates.    Quart.  J.  X.  97-110.  1869. 

Fortsetzung  zu  der  Arbeit  des  Verfassers,  die  Fortschr.  d.  M. 
I.  p.  154  besprochen  ist.  Mz. 

W.  EssoN.     Axial  coordinates.    Quart.  J.  x.  113-121. 1869. 

Verbindet  man  einen  Punkt  P  mit  den  Punkten,  in  denen 
eine  Gerade  L  die  Seiten  eines  Dreiecks  schneidet,  so  kann  man 
die  Lage  des  Punktes  durch  die  Richtungen  dieser  Geraden  be- 
stimmen. 

Als  „Axial  Coordinates"  werden  nun  die  Differenzen  der 
Cotangenten  derjenigen  Winkel  genommen,  welche  die  Gerade 
L  mit  einer  Dreieckseite  und  den  entsprechenden  Verbindungs- 
geraden einschliesst ,  so  dass,  wenn  s  eine  Dreieckseite,  r  die 
entsprechende  Verbindungsgerade  bedeutet, 
cotan^.L  —  cotanr.L 
eine  der  3  Coordinaten  des  Punktes  ist. 

Der  Verfasser  giebt  die  fundamentalen  Relationen  zwischen 
diesen  Coordinaten  und  behandelt  dann  die  Gerade  in  diesem 
System.  He. 

J.  HoüEL.     Sur  la  m^thode    d'analyse  g^om^trique  de 
M.  Bellavitis  (Calcul  des  ^quipollences).    Nouv.  Ann.  (2) 

VIII.  289-312.  337-357.  1869. 

Die  Grundzüge  des  von  Bellavitis  erdachten  geometrischen 
Algorithmus,  welche  der  Verfasser  hier  reproducirt,  sind  die 
folgenden. 

AequipoUent  heissen  zwei  gerade  Linien  von  gleicher  Länge 
und  Richtung.  Die  geometrische  Summe  mehrerer  Geraden  heisst 
der  Abstand  der  Endpunkte  einer  gebrochenen  Linie^  deren  ge- 
rade Stücke  einzeln  den  Summanden  äquipoUent  sind.  Ver- 
schiedene Länge  bei  gleicher  Richtung  wird  durch  Coefficienten 
bezeichnet.  Zum  Ausdruck  der  Aequipollenz  verwendet  Hoüel 
das  Gleichheitszeichen.    Ist  in  diesem  Sinne 

x.AB  =  y,CD, 
so  ist  entweder  AB  parallel  CD  oder  rc  =  y  =  0.    Der  Ausdruck 
i.AB  bezeichnet  eine  Gerade  normal  zw  AB  von  gleicher  Länge. 
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Ebenso  können  durch  t^.ifi  alle  Neigungen  ausgedrückt  wer- 
den. Ein  Winkel  wird  als  DiflFerenz  zweier  Neigungen  gedacht. 
Die  geometrische  vierte  Proportionale 

AB. CD 

EF       =  ^^ 
heisst  eine  Gerade,  deren  Länge  aus  der  Proportion  resultirt, 
und  deren  Richtung  durch 

Neig.Gff  =  Neig.ijB  +  Neig.CI^-Neig.BF 
bestimmt  ist.  Direct  gleich  heissen  zwei  ebene  Figuren,  die 
durch  Parallelverschiebung  in  der  Ebene,  conjugirt,  die  durch 
Drehung  der  Ebene  um  eine  Axe  zur  Deckung  gelangen  können. 
Zur  Anwendung  der  Theorie  auf  Curven  hat  man  das  Linien- 
element als  Gerade  aufzufassen. 

Diese  Einfllhruugen  gestatten  in  ziemlichem  Umfange  Schlüsse 
nach  Art  der  Algebra,  die  man  bei  einiger  Uebung  leicht  kennen 
lernt.  Mit  dem  Zeichen  t  wird  ebenso  gerechnet,  wie  sonst  mit 
/— 1.  Eine  Anzahl  durchgeführter  Aufgaben  und  Sätze  aus  der 
Planimetrie,  einschliesslich  der  ebenen  Curven,  zeigt,  dass  der 
Algorithmus  viele  Deductionen  ungemein  vereinfacht. 

H. 

G.  Darboüx.     Sur  une  nouvelle   s^rie  de  systfemes  or- 
thogonaux  alg^briques.    0.  R.  LXix.  392-394.  1869. 

Wenn  man  ein  orthogonales  System  mit  beliebig  vielen 
Yariabeln  kennt,  kann  man  eine  unendliche  Anzahl  von  dreifach 
orthogonalen  und  algebraischen  Systemen  erhalten,  welche  dem 
Systeme  der  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  analog  sind. 
Die  Principien  der  zum  Beweise  dieses  Satzes  befolgten  Methode 
werden  erörtert.  T. 

M.  Levy.     Memoire  sur  las  coordonn^es  curvilignes  or- 
thogonales.   J.  de  l'Ec.  Pol.  Cah.  43.  157-200.  1870. 

Der  Verfasser  theilt  im  Eingänge  mit,  dass  H.  Bouquet  zu- 
erst gezeigt  hat,  es  lassen  sich  nicht  immer  zu  einer  gegebenen 
Flächenfamilie  zwei  andere  finden,  die  mit  der  ersten  ein  drei- 
fach orthogonales  System  bilden.  H.  Serret  ging  von  den  T\  Re- 
lationen auS;  denen  die  Parameter  ^,  X  und  (a  von  S  Fliiclieu- 
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familien,  die  sich  rechtwinklig  schneiden,  genügen  müssen,  und 
zeigte  nach  Elimination  von  k  und  fi,  dass  q  zugleich  2  partielle 
Differentialgleichungen  6**^'  Ordnung  erfüllen  muss.  Bonnet  wies 
nach,  dass  die  Aufgahe,  dreifach  orthogonale  Flächensysteme 
zu  bestimmen,  auf  eine  partielle  DiiBFerentialgleichung  dritter  Ord- 
nung fuhrt.  In  einer  längeren  Abhandlung  behandelt  nun  der 
Verfasser  die  Bedingung  fllr  solche  Systeme  analytisch  und 
geometrisch,  zeigt  die  Wichtigkeit  der  Oerter  der  Nabelpunkte 
auf  den  hier  vorkommenden  Flächen,  betrachtet  die  orthogonalen 
Systeme,  welche  irgend  eine  Familie  von  Flächen  zweiten  Grades 
enthalten  und  weist  endlich  nach,  dass  seine  Methode  in  einer 
gi'ossen  Zahl  von  Fällen  zur  Entdeckung  neuer  Coordinaten- 
sy Sterne  illhrt. 

Die  geometrische  Bedingung  eines  dreifach  orthogonalen 
Systems,  wie  sie  vom  Verfasser  angegeben  wird,  möge  hier  eine 
Stelle  finden: 

Damit  eine  Flächenfamilie  an  einem  orthogonalen  System 
Theil  nehmen  könne,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
sie  folgende  Bedingungen  erfüllt:  Es  sei  M  ein  Punkt  einer  der 
vorgelegten  Flächen.  Durch  diesen  Punkt  ziehen  wir  Tangenten 
MT  und  MT^  an  die  beiden  Krümmungslinien  der  Fläche  durch 
M,  und  ferner  die  Normale  MM',  die  wir  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitt M*  mit  der  unendlich  nahen  Fläche  vorlängern.  Endlich 
ziehen  wir  durch  den  Punkt  Jtf'  die  Tangenten  M'T  und  M'T[ 
an  die  beiden  Krümmungslinien  durch  M'.  Damit  nun  die  vor- 
gelegte Flächenfamilie  orthogonale  Flächen  zulasse,  ist  noth- 
wendig und  hinreichend,  dass  die  Tangente  M'T  einen  Winkel 
mit  der  Ebene  M'MT  bilde,  der  ein  unendlich  Kleines  zweiter 
Ordnung  ist  —  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  der 
kürzeste  Abstand  zwischen  den  beiden  Geraden  MT  und  M'T' 
unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  sei.  Ist  diese  Bedin- 
gung i'ür  die  Tangenten  MT  und  itf'T'  an  das  eine  System  von 
Krümmungsliuien  erfüllt,  so  ist  sie  es  schon  von  selbst  auch  iUr 
die  Tangenten  MT^,  M'T[  an  das  andere  System.  Mz. 

AousT.    Theorie  des  coordonn^s  curvilignes  quelconqnes. 

Brioschi  Ann.  (2)  III.  55-70.  1870. 

Fasst  man  von  den  Coordinatenfiächen  ^^  eine   bestimmte 
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i 

in's  Auge  und  nimmt  an,  dass  dieselbe  von  den  Schaaren  g  und 
Q^  rechtwinklig  durchschnitten  werde,  so  ergeben  sich  aus  den 
Gleichungen  des  ersten  Theiles  (Brioschi  Ann.  (1)  VI.  No.  2  — 
8.  Fortschr.  d.  M.  L  213-17)  zahlreiche  und  einfache  Relationen 
für  die  Curvenschaaren  a  und  a^.  Die  Seitenkrümmungen  der 
Elemente  da  und  da^  nach  da^  erhalten  eine  von  der  sonstigen 
Beschaffenheit  der  Coordinateufläche  p  und  g^  unabhängige  Be- 
deutung, weil  die  zugehörigen  Contingenzwinkel  in  die  Winkel 
zwischen  je  zwei  unendlich  nahen  Normalen  der  Fläche  g^  über- 
gehen. Die  Untersuchung  beschränkt  sich  ganz  auf  die  Coor- 
dinateuliuien  a  und  o^  der  Fläche  g^  uud  bezieht  sich  wesentlich 
auf  den  Zusammenhang  zwischen  den  Gomponenten  der  Krüm- 
mungen, ihren  Variationen  und  dem  Krümmungsmaass  der  Fläche 
Q^.  Die  erhaltenen  Beziehungen  gestatten  eine  zwanglose  Be- 
handlung des  Problems  der  Deformation  und  führen  zu  Grund- 
gleichungen allgemeinster  Art^  aus  denen  sich  diejenigen  von 
Bour  (Joum.  de  FEc.  Polyt.  39)  als  specielle  Fälle  ergeben, 
wenn  man  die  Voraussetzung  macht,  dass  auf  der  zu  deformiren- 
den  Fläche  (»^  die  Schaar  a^  geodätische  Linien,  die  andere  6 
deren  rechtwinklige  Trajectorien  vorstellen.  Diese  Gleichungen 
fallen  natürlich  verschieden  aus,  je  nach  der  Wahl  der  Unbe- 
kannten. Von  den  in  der  vorliegenden  Abhandlung  besprochenen 
drei  Fällen  führt  auf  die  Bour'schen  Gleichungen  das  System, 
in  welchem  folgende  Grössen  als  Unbekannte  gelten:  Die  nach 
der  Normalen  von  g^  genommenen  Gomponenten  der  Haupt-  und 
Seitenkrümmungen  der  Elemente  da  und  da^y  nämlich 
1  1  1  1 

Da  die  beiden  letzten  Quantitäten  einander  gleich  werden,  so 
reduciren  sich  diese  Unbekannten  auf  drei,  welche  einer  ge- 
wöhnlichen und  2  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  zu  genügen  haben.    Für  den  Bour'schen  Fall  ist 

(^ — ji^  nach  da  genommene  Componente  der  Hauptkrümmung 


von  da, 


.)•  K. 
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AousT.      Sur    Tanalyse    des    courbes    rapport^es    k    un 
Systeme  quelconque  de  coordoiincies.    Ann.  de  l'fic.  Norm. 

VI.  205-233.  1869. 
Denkt  man  die  Parameter  p,  p, ,  p,  als  gegebene  Functionen 
einer  unabhängigen  Variable  t,  so  bestimmen  sie  eine  Saum- 
curve,  welche  auf  keiner  der  Coordinatenflächen  liegt;  die  Be- 
stimmung der  Krümmungen  dieser  Curven  nach  den  in  der  oben 
genannten  Fundamental-Arbeit  aufgestellten  Principien,  bildet  den 
Inhalt  der  vorliegenden  Abhandlung.  An  Stelle  der  Ertlmmun- 
gen  setzt  Herr  Aoust  auch  hier  die  drei  nach  da,  da^,  da^  ge- 
nommenen Componenten,  welche  sich  mit  Hülfe  der  Seitenkröm- 
mungen  der  Coordinatenlinien  in  mehrfacher  und  übersichtlicher 
Weise  ausdrücken  lassen.  Ausser  den  gewöhnlichen  Krümmun- 
gen der  RaumcurvedefinirtH.  Aoust,  analog  wie  für  die  Coordinaten- 
linien a,  CT,,  (T,,  Seitenkrümmungen.  Denkt  man  nämlich  durch 
jeden  Punkt  der  Raumcurve  eine  Gerade  gezogen,  jede  unend- 
lich nahe  der  vorhergehenden,  dann  ist  Seitenkrümmung  eines 
Elementes  aß  der  unendlich  kleine  Winkel  der  durch  a  und  ß 
gehenden  Geraden,  dividirt  durch  aß.  Nennt  man  die  variable 
Gerade  r,  so  redet  Aoust  von  der  Seitenkrümmung  des  Elementes 
aß  {ds)  nach  r,  Ar.  Interesse  verdient  der  Fall,  in  welchem 
die  Geraden  Tangenten  der  Coordinatencurven  a  sind,  welche 
die  Raumcurve  treffen,  weil  die  Componenten  dieser  auf  da,  da^ 
und  da^  bezogenen  Seitenkrümmungen  höchst  einfache  Formen 
ftlr  die  Variationen  liefern,  welche  die  Winkel  y,  y, ,  qp,  läng» 
der  Raumcurve  erfahren.  In  dem  zweiten  Theil  der  Arbeit  zeigt 
Aoust,  wie  diese  Behandlung  der  Curven  im  Räume  für  verschiedene 
Fragen  der  Mechanik  nutzbar  gemacht  werden  kann.        K. 

Aoust.     Note   sur  les  ^quations  fondamentales  du  pro- 
bldme  de  la  d^formation  des  surfaces.   c.  R  Lxix.  1095.1869. 
Behandelt   die   Frage,  wie  der  zweite  Theil  der  oben  ge- 
nannten Arbeit  in  Brioschi  Ann.  K. 

Aoust  ü.  Gilbert.     Sur  la  th(5orie  g^n^rale  des  lignes 
trac^es  sur  une  surface  quelconque.    Inst.  i.  sect.  xxxvii. 

118-119.  183-184.  206-208.  1869. 
In  den  genannten  drei  Nummern  sind  Briefe  von  Aoust  und 
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Gilbert  über  einen  Prioritätsstreit  veröffentlicht,  den  Herr  Aonst 
mit  grosser  Leidenschaftlichkeit,  aber,  wie  dem  Ref.  scheint,  mit 
den  besten  GrUnden  fllhrt.  Auffallend  erscheint,  dass  Herr  Gilbert 
den  Raum  für  seine  Briefe  nicht  mit  einer  positiven  Widerlegung 
der  genau  bezeichneten  Ansprache  von  Aoust  ausfüllt.  Hätte 
er  auch  nur  eine  einzige  der  Formeln,  an  der  ihm  das  Prioritäts- 
recht bestritten  wird,  discutirt  und  gezeigt,  dass  er  sie  auf  wesent- 
lich verschiedenem  Wege  gefunden  hätte,  es  wUrde  ihm  mehr 
geholfen  haben,  als  der  Apell  an  das  Urtheil  der  Geometer. 
Auf  der  anderen  Seite  scheint  Herr  Aoust  seine  Verdienste  um 
die  Theorie  der  krummlinigen  Goordinaten  doch  auch  zu  über- 
schätzen, indem  er  sich  für  den  Erfinder  von  Principien  hält, 
die  wohl  allgemein,  also  auch  Herrn  Gilbert  bekannt  gewesen 
sind.  Die  Vorzüge  der  Aousfsohen  Theorie  sind  wohl  im  fol- 
genden zu  suchen.  Seine  Formeln  sprechen  von  Grössen,  die 
geometrisch  leicht  anschaulich  sind,  und  seine  Relationen  sind 
verhältnissmässig  übersichtlich  und  einfach;  an  die  Stelle  der 
Differentialquotienten  der  rechtwinkligen  Goordinaten  treten  ausser 
der  gewöhnlichen  Krümmung  die  Seitenkrümmungen.  Die  Ein- 
fachheit der  Formeln  wird  aber  noch  wesentlich  durch  Einführung 
der  Krttmmungs  -  Componenten  hervorgebracht;  ohne  dieselbe 
würden  sehr  complicirte  unübersichtliche  Ausdrücke  entstehen. 
Der  Begriff  der  Seitenkrümmung  wird  aber  leicht  gebildet,  wenn 
man  dia  krumme  Fläche  als  Grenze  der  Oberfläche  eines  von 
Elementar-Dreiecken  begrenzten  Polyeders  auffasst,  und  er  könnte 
durch  manche  andere  Quantität,  welche  ebenfalls  geeignet  ist,  die 
gegenseitige  Lage  zweier  aneinanderstossenden  Elementar- Drei- 
ecke zu  bestimmen,  ersetzt  werden;  aus  dieser  allbekannten  Auf- 
fassung ergiebt  sich  mit  Nothwendigkeit  der  Gang  der  Rechnung. 
Das  Verdienst  des  Herrn  Aoust  liegt  darin,  dass  er  diesen  Weg 
mit  Consequenz  verfolgt  hat,  nicht  darin,  dass  er  ihn  Überhaupt 
fand.  Der  Gedanke,  die  Krümmungen  als  Linien  darzustellen, 
und  dies  als  Bilder  von  Kräften  aufzufassen,  ist  ebensowenig 
neu;  schon  Lam6  hat  ihn  gehabt. 

K. 


Portschr.  d.'Uaih.  H.  2.  31 
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D.  OoDAzzi.     Sülle   coordinate    curvilinee  d'una  super- 

ficie  e  dellö  spazio.     Brioschl  Ann.  (2)  IV.  16-25.  1870. 

In  dieser  Fortsetzung  der  früheren  Arbeiten  (siehe  Fortschr. 
d.  M.  I.  p.  212)  hat  Herr  Codazzi  den  Begriff  Seitenkrümmung  von 
Aoust  aufgenommen  und  die  wichtigsten  Formeln  aus  dessen 
erster  Abhandlung  Tortolini  Ann.  (1)  VI  auf  rein  analytischem 
Wege  reproducirt.  Kr. 

F.  Lippich.     Die  Ebene  und  Gerade  als  Elemente  des 
barycentvischen  analytischen  Calculs.  Graz,  Leuschner  und 

Lubensky  1870. 

E.  Fran^oise.     Application  du  calcul  des  ^quipollences 
k  la  r^solution  d'un  problfeme   de  gdomdtrie   ^I^men- 

taire.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  66-73.  1870. 

Es  ist  die  Aufgabe  gelöst,  ein  Polygon  zu  constrairen,  yon 
dem  man  die  Spitzen  der  Dreiecke  kennt,  welche,  einem  ge- 
gebenen Dreiecke  ähnlich,  auf  den  Seiten  des  Polygons  con- 
struirt  sind.    Dreieck  und  Viereck  wird  besonders  erörtert 

G.  Bardelli.      Sulla    trasformazione    delle    coordinate 

nello   spazio,     Eend.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  II.  1869. 

In  dieser  Note  werden  die  Transformationsformeln  vwi  Euler, 
Monge,  Rodrigues,  Brioschi  bewiesen.  Es  werden  die  Relationen 
festgestellt,  durch  welche  man  von  einer  Transformation  zu  einer 
anderen  übergehen  kann,  und  die  verschiedenen  Systeme  von 
Hülfsvariabeln,  die  diese  Gelehrten  eingeführt,  geometrisch  ge- 
deutet Jg.  (0.) 

A,  Gayley.     On  the  six  coordinates  of  a  line.     Trans,  of 

Cambridge  XI.  290-323.  1869. 
Der  Verf.  bemerkt,  dass  die  Bezeichnung  der  6  Goordinaten 
einer  Linie,  so  viel  ihm  bekannt,  zuerst  in  seiner  Arbeit  „Oa 
a  new  analytical  representation  of  curves  in  space"  (Quart  J. 
III.  1860)  gegeben  ist;  dass  aber  diese  Goordinaten  sich  unab- 
hängig davon  darboten  in  Plückers  Theorie  ,>0n  a  new  geomejtry 
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of  tpace^'  (Ti-ans.  of  London  CLV.  1865.)  Der  Aasgangspunkt 
der  Theorie  iBt  folgender:  Man  benutze  irgend  welche  quadri- 
planare  Coordinaten  x,  y,  s,  w  und  betrachte  eine  Linie,  auf 
der  Linie  2  Punkte  mit  den  Coordinaten  a,  /9,  j^^  d  und  a\  /7, 
/,  S'^  durch  die  Linien  2  Ebenen,  deren  Gleichungen 

Ax+By+Cz+Dtc  =  0,        A'x-^B'y+C'z+D'w  =  0 
sind.    Dann  ist: 

=  Aiy^A'D  :BD'^B'D:Ciy^C'D:BC'-B*C:CA'-CA:Aff'-A% 
und  setzt  man  beide  Reihen  von  Verhältnissen  =  a:b:c:f:g:h, 
dann  sind  die  Grössen  a^  b,  c,  f,  g,  h,  welche,  wie  man  zugleich 
sieht,  der  Gleichung  af-\-bg'\-ch  =  0  genügen,  die  „sechs  Coor- 
dinaten'* der  Linie.  Cly.  (M.) 


Capital  2. 

Analytisxjhe  Geometrie  der  Ebene. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curyen. 
A.  Steen.     Begyndelsegrunde  i  den  analytiske  Geometri. 

Kjnhavn  Rectyl  1869. 

O.  ßcHLöMiLCH.    lieber  rectificable  Curven.    Schiomilch  z. 

XV.  124-126.  1870. 
Siehe  Abschn.  VL  Cap.  3  p.  145. 

J.  SoMOF.      Note    sur    la     rectification    approximative 
des  courbes  quelconques.  Mem.  de  St.  Pet.  1869. 

Dans  mon  memoire:  „Sur  les  accd6rations  des  divers  ordres'^ 
sagt  der  Verfasser,  j'ai  d^duit  de  la  thöorie  de  ces  grandeurs 
cintoiatiques ,  le  döveloppement  en  s^rie:  de  la  corde  d'un  arc 
d'ime  coürbe  quelconque  et  de  projections  de  cette  corde  snr 
la  tangente  et  les  deux  normales  principales,  ni6n6es  par  Vune 
des  extr^mit^s  de  Tarc.'' 

Aus  diesen  {Intwickelungen  leitet  Herr  Somof  einen  allge- 
meinen und  sehr  einfachen  Ausdruck  der  angenäherten  Lftnge 

31* 
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eines  Bogens  ab,  der  hinreichend  klein  ist,  um  die  fünfte  Potenz 
vernachlässigen  zu  können.  Er  findet  nämlich:  Die  Länge  des 
Bogens  ist  gleich  4  Dritteln  der  Sehne  weniger  dem  6'®"  Theil 
der  Summe  der  Projectionen  dieser  Sehne  auf  die  äussersten 
Tangenten.  Der  Verfasser  fügt  dieser  Note  einige  Zableabei- 
spiele  hinzu.  Z.  (0.) 

A.  Steen.     Ogtan  en  Methode  til  Integration  af 
'"'   TT  =^  ^^^'+»'^- 


('+(!)■)' 


G.  Mittag  Leffler.   Integration  af  Differentialequationer 


Dillüer  Tidsakr.  III.  24  u.  28.  1870. 
Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  5.  p.  169. 

E.  RiBAUCouR.  Sur  les  longueurs  d'arcs  et  le  mouvement 
d'une  figure  dans  son  plan,     inet,  xxxvil.  i.  sect.  124- 

125.  1870.  T. 

G.  DosTOR.  Relations  nouvelles  entre  les  tangentes,  nor- 
males, sous-tangentes  et  sous-normales  des  courbes  en 
g^n^ral,  avec  application  aux  lignes  du  second  degr^. 

Grunert  Arch.  LI.  129-190.  1870. 
Die  vorliegende  Abhandlung  giebt  eine  vollstlndige  Ent- 
wickelung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  Tangenten,  Nor- 
malen, Subtangenten  und  Subnormalen,  und  zwar  denjenigen 
Theilen  dieser  Geraden  bestehen,  welche  einerseits  zwischen  dem 
Berührungspunkte  und  der  Äbscissenaxe,  andererseits  zwischen 
dem  Bcrtthrungspunkte  und  der  Ordinatenaxe  liegen.  Es  werden 
zunächst  diejenigen  Relationen  zwischen  diesen  Grössen  und  den 
Coordinaten  des  Berührungspunktes  aufgesucht,  welche  vom  Go- 
ordinatenwinkel  unabhängig  sind,  dann  diejenigen,  welche  sich 
mit  der  Grösse  dieses  Winkels  ändern.     Daran  schliessen  sich 
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dann  diejenigen,  welche  speciell  ftlr  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  gelten.  Es  folgen  nun  Relationen  zwischen  den 
in  Rede  stehenden  Grössen,  die  mit  Hilfe  der  Gleichung  der 
CuTve  und  des  Coordinatenwinkels  gebildet  werden.  Die  ge- 
wonnenen Resultate  werden  dann  noch  ausführlich  auf  die  Ellipse, 
Hyperbel  und  Parabel  angewandt.  T. 

L.  Painvin.  Courbure  en  un  point  multiple  d'une  courbe 
DU  d'une  surface.  0.  R.  Lxviii  131-135*869. 
Eine  Sammlung  von  Lehrsätzen  über  die  Krümmung  an 
einem  vielfachen  Punkt  einer  Curve  und  (weiterhin)  einer  Fläche. 
Es  werden  die  Berührungen  verschiedener  Ordnung  besprochen 
und  die  Fälle  betrachtet,  in  denen  die  Curve  oder  Fläche  Rück- 
kehrpunkte besitzt.  Mz. 

L.LuNDELöF.  Sur  la  courbure  moyeiiiie  d'une  courbe  plane 

fermöe.    Mondes  (2)  XXII.  110-112.  1870. 

Von  der  Gleichung  2i4  =  a,;?,  +  a,  p,  -j \-anPn  ausgehend, 

wo  Ä  die  Fläche,  a^,  a^,  ...  a»  die  Seiten,  p^,  p,,  ...  p»  die 
von  einem  beliebigen  Punkte  auf  die  entsprechenden  Seiten  ge- 
fällten Lothe  sind  (positif  oder  negativ,  je  nachdem  sie  ausser- 
halb oder  innerhalb  fallen),  beweist  H.  Lindelöf  folgenden  Satz: 
Die  mittlere  Krümmung  einer  ebenen  geschlossenen  Curve  er- 
hält man,  indem  man  den  Umfang  durch  das  Doppelte  der  Fläche 
dividirt.  0. 

H.  M.  Jeffery.     On   dual  curvature,  and  the  duals  of 

evolutes   and   involutes.      Quart.  J.  X.  321-344.  1870. 

Der  Verfasser  betrachtet  neben  dem  Erümmungskreis  einer 
ebenen  Curve,  als  ihm  entsprechend,  und  als  dessen  Dual  be- 
nannty  den  Kegelschnitt,  welcher  mit  derselben  Curve  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung  und  den  Anfangspunkt  zum  einen 
Brennpunkt  hat,  giebt  jedoch  über  die  Bedeutung  seiner  Ein- 
ftthnmgen  und  über  Ziel  und  Gesichtspunkt  seiner  Untersuchung 
keine  genügende  Auskunft.  H. 

A;  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1870  Question  4. 

MeBsenger  Y.  187-190.    1870. 
Der  Winkel  zwischen  der  Normale  einer  ebenen  Curve  und 


Digitized  by  VjOOQIC 


464  I^*  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

der  Linie,  die  man  vom  Punkte  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Sehne,  die  parallel  und  unendlich  nahe  der  Tangente  in  diesem 
Punkte,  zieht,  wird  bestimmt.  Auf  einer  Oberfläche  kann  eine 
ähnliche  Frage  nicht  aufgestellt  werden.  Es  wird  noch  bemerkt, 
dass  die  Indicatrix  nie  eine  Parabel  ist,  sondern  dass  der  Ueber- 
gangsfall  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  ein  Paar  paralleler 
gerader  Linien  ist.  61r.  (0.) 

de  la  GouBNEME,     Note  sur  las  singularit&  ^lev^s  des 

COUrbes   planes.    Liouville  J.  ,2)  XIV.  425-435.  1869. 

Nach  Herrn  Gayley  ist  jede  Singularität  einer  ebenen 
Curve  bestimmten  Zahlen  von  Doppelpunkten,  Rtlckkehrpunkten, 
Doppel-  und  Inflexionstangenten  aequivalent,  so  dass,  wenn  diese 
4  Zahlen  fttr  alle  Singularitäten  einer  Curve  bekannt  sind ,  man 
sofort  die  3  Plücker'schen  Gleichungen  auf  diese  Curve  anwen- 
den und  auch  bestimmen  kann,  welchem  Geschlecht  sie  ange- 
hört. Herr  Cayley  hat  ausserdem  Formeln  angegeben,  die  4 
Zahlen,  welche  eine  Singularität  ausdrücken,  auszurechnen,  wenn 
man  f&r  die  verschiedenen  Zweige,  in  der  sie  vorkommt,  be- 
sondere Gleichungen,  die  nach  einer  der  Coordinaten  aufgelöst 
sind,  hat.  Der  Verfasser  unternimmt  nun  zu  zeigen,  wie  man 
diese  Gleichungen  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curve  ab- 
leiten kann.  Es  folgen  dann  einige  Besultate  über  die  Krüm- 
mungsradien an  einem  vielfachen  Punkt  und  über  die  Berührun- 
gen, welche  die  verschiedenen  Zweige  mit  einander  haben 
können.  In  einem  zweiten  Theile  der  Arbeit  finden  sich  An- 
wendungen auf  drei  Curven,  resp.  vom  Grade  32,  27  und  30. 

Mz. 

H.  M.  Jeffery.  On  cusps  and  points  of  inflexion,  on 
cuspidal  points  and  lines  of  inflexion.  Quart.  J.  x.  232- 
238.  1869. 

Bemerkungen  ttber  die  genannten  Singularitäten;  grossen- 
fheils  Bekanntes  oder  doch  unmittelbar  aus  Bekanntem  folgend. 
Besonders  berücksichtigt  sind  die  dualen  Verhältnisse;  es  wird 
jedoch  eine  particuläre  Form  der  Dualität  gebraucht,  indem  als 
Funktcoordinaten  nur  die  auf  die  Seiten  des  Fundamental-Drei- 
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ecks,  als  LinieDcoordinaten  die  von  den  Ecken  desselben  ge- 
zogenen Perpendikel  auftreten.  St. 

W.  H.  Besant.  Mathematical  notes.   Quart.  J.  xi  38-42. 1870. 

Die  dritte  Note  enthält  eine  Formel  für  gleitende  Gurven. 
Gleitet  ein  rechter  Winkel  auf  dem  Bogen  einer  Gurve  entlang 
p  ==  f((p)  (auf  Polarcoordinaten  bezogen ,  wo  aber  p  das  Loth 
vom  Ursprung  auf  die  Tangente  des  betrachteten  Punktes,  fp 
der  Winkel  des  Lothes  mit  der  festen  Axe  ist),  so  ist  die  Be- 
wegung derjenigen  aequival^nt,  als  wenn  die  Gurve 

auf  der  folgenden  rollt 

a/  =  cosqp./^'(9)  +  y)  +  sin<]p.r(v), 

y'  =cos<p.r(r/))-sin«)p.f  (y  +  y).  ^^ 

Levi.    Sülle  evolventi  allungate  e  associate  delle  linee 

plane*    Atti  di  Torino  IV.  1869.  Jg, 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  2. 

Hessenger  Y.  41-42.  1869. 
In  einem  System  von  Gurven,  definirt  durch  eine  Gleichung 
mit  einem  variabeln  Parameter,  ist  die  Entfernung  zwischen  zwei 
aufeinanderfolgenden  Gurren  zu  untersuchen.  Sind  f(x,  y,c)  =  0 
und  f(Xjy,c  +  Sc)  zwei  aufeinanderfolgende  Gurren,  so  ist  die 
normale  Entfernung  am  Punkte 

wenn  das  System  gegeben  ist  in  der  Form  F— c  =  0.  Fflr 
parallele  Gurven  ist  die  normale  Entfernung  allenthalben  die- 
selbe, d.  h.  [^^  +  (•5-}   ^^^^  ^r  alle  Werthe  von  (x,  y),  die 
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der  Relation  V=c,  viz.  (^)  +(^)  =1P(»')  genügen  —  tp 

willkürlich   —   einen  constanten  Werth  baben.    Die  Gleicbnng 
des  Systems  paralleler  Curyen  kann  daher  geschrieben  werden 

ß.  W.  G.      On    geometrical   methodes  in  maxima  and 

minima-    Meesenger  Y.  122-124.  1870. 
Siebe  Abschn.  VI.  Cap.  2.  p.  134. 

W.  K.  Clifford.      On    a   generalization  of  the  theory 
of  polars.    Ptoc.  of  l.  m.  s.  IL  II6-II8.  1869. 

Bn  sei  eine  Curve  rf*'  Ordnung  und  c«  eine  Curve  »'" 
Klasse,  nämlich: 

Bn  =  (^5,C...)(xy»)-, 

c^  =  (a,  6,  c...)(|i70"* 

resp.  in  Funkt-  und  Linien-Coordinaten;  schreibt  man  nun  in 

s      s      s 
c«    j-,   j-^   -j-  resp.  für  |,  17,  f  und  operirt  mit  dem  so  ge- 
bildeten Symbol  in  Bn  und  bezeichnet  das  Resultat  kurz  mit 

c^B,  =  (a,6,c...)(^i^^)-.(^,B,C...Kxj,»)-. 
so  ist^  wenn 

1)  iit<fi.  Cm  J^»  eine  Covariante  von  der  Klasse  n—mj  welche 
der  Hr.  Verf.  die  „Polar-Curve"  von  c»,  in  Bezug  auf  Bn  nennt; 

2)  i»  =  ii,  CtnBn  eine  Invariante  der  beiden  Curven;  wenn 
dieselbe  verschwindet,  werden  dieselben  ;,h armenisch''  ge- 
nannt; 

3)  w  >  II,  Cn,Bn  stets  gleich  Null. 

Diese  mit  den  Worten  ,,polar''  und  «^harmonisch'' verbunde- 
nen allgemeineren  Begriffe  schliessen  die  gewöhnlichen  ein.  Um 
nämlich  aus  denselben  im  gewöhnlichen  Sinne  die  mf^  Polare 
eines  Punktes  xy%  zu  erhalten,  ist  nur  nöthig,  diesen  Punkt, 
dessen  Gleichung   p^a;.|4-y.]9-f3*(=0  ist,  mmal  gesetzt, 
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als- eine  Cnrve  m*«'  Klasse  anansehen: 

S        8        8 
Setzt  man  analog  in  fi^-^j,   — ,    ^  för  resp,  o;,  y,  »,  so  ist 

das  Resultat  der  Operation  in  c»  BnCm  fBr  n>m  gleich  Null, 
für  n  =  iit  die  harmonische  Invariante  und  fUr  n  <  m  eine  Gurve 
(n— m)*"  Klasse^  die  Polar-Curve  von  B^  in  Bezug  auf  c«,.  Es 
folgen  noch  einige  Anwendungen,  insbesondere  auf  die  Gurven 
S('^>,  welche  Hr.  Henrici  die  ;,Steiner'schen''  nennt.       Schz. 

W.  H.  A.  Russell.     On  the  mechanical  description  of 

CUrveS.       Proc.   of  London  XVIII.   72-74.    1869.     Rep.   Brit.  Abb. 
1869/70. 

Beschreibung  eines  Apparates  von  Bädern  und  Bollen  zur 
mechanischen  Darstellung  der  Gurve  x  =  asint?*,  y  =:asin()p,  wo 
a8in(i»d'+ny)+a'sin(mi^— ny)+o"sinCi»'t9'+ii'qp)H —  =  asin*, 
die  allgemeine  Oleichung  einer  geometrischen  Gurve  irgend  welcher 
Ordnung.  '  Gly.  (M.)  ^ 


B.    Theorie  der  algebraischen  Gurven. 
E.  Weyr.     üeber  algebraische  Gurven,      Prag.  Ber. 

33-37. 
Der  Herr  Verfasser  giebt  zuerst  eine  kurze  Theorie  der 
mehrdeutigen  Elementargebilde  und  begründet  dann  hierdurch 
die  bekannten  Sätze  von  der  Glassenzahl,  der  Zahl  der  Doppel- 
tangenten und  Inflexionspunkte  einer  allgemeinen  ebenen  Gurve 
«♦•"  Grades.  Mz, 

E.  Weyr.    lieber  höhere  Involutionen.     'Prag.    Bep.  i87o. 
14-19.      . 

Es  wird  eine  Punktinvolution  n**"  Grades  auf  einer  Geraden 
durch  die  Gleichung  definirt: 

f(x)-X(p(x)  =  0, 
wo  X  die  Absclsse  eines  variablen  Punktes  der  Geraden  in  Be* 
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zug  auf  einen  festen  Anfangspunkt,  X  ein  yeräuderlieber  Para- 
meter, f  und  (p  ganze  Functionen  n'"'''  Grades  sind.  Soll  diese 
Gleichung  eine  zweifache  Wurzel  besitzen,  so  ergiebt  sieh  fbr 
X  eine  Bedingungsgleichung  vom  Grade  2(w— 1).  Der  Verfasser 
bildet  dann  diejenige  Gleichung  2(n  — 1)*^"  Grades,  deren 
Wurzeln  die  Abscissen  der  Doppelpunkte  sind.  Zum  Sdiluss 
werden  Involutionen  betrachtet^  deren  Gleichung 

(oj— a)"— A(iP— 6)*  =  0, 
und  eine  Anwendung  auf  Curven  n*^"  Grades  mit  einem  (ii-l)faehen 
Punkte  und  zwei  (n—1) -punktig  osculirenden  Geraden  gegeben. 

Mz. 

Emil  Weyr.     Erzeugung    algebraischer    Curven    durcli 
projectivische  Involution.    Clebsch  Ann.  iii.  M-U.  I87a 

Sind   a  und  b  zwei  feste  Elemente  eines  Grundgebildes 
erster  Stafe,  so  möge,  je  nachdem  eine  Punktreihe  oder  ein  Strahl- 

büschel  vorliegt,  der  Quotient  von  r—  resp.  von    .        ,  welchen 

ein  variabeles  Element  x  bestimmt,  kurzweg  mit  x  bezeichnet 
sein.  Sind  [(je)  und  q^Qx)  ganze  rationale  Functionen  vom 
Grade  n ,  so  stellt  fQc)  —  Ä  qp  (a?)  =  0  eine  Elementeninvolution 
nt«°  Grades  dar,  wenn  X  als  veränderlicher  Parameter  gefasst 
wird.    Zwei  Involutionen: 

f(ix')--Xtp(^x)  =  0, 

f(y)-f*v(»)  =  0, 

beziehlich  vom  Grade  n  und  m,  sind  projectivisch,  wenn  jeder 
Elementengruppe  der  einen  eine  Elementengruppe  der  anderen 
eindeutig  zugeordnet  wird,  wenn  also  zwischen  X  und  ^  eine 
Relation 

AXfi  +  BX  +  Cfi  +  D  =  0 
statt  hat,  welche  in  Bezug  auf  X  und  auf  fi  linear  ist.  Es  ent- 
sprechen daher  jedem  Elemente  der  ersten  Involution  m  Elemente 
der  zweiten  und  jedem  Elemente  der  zweiten  n  Elemente  der 
ersten  Involution.  Je  zwei  derartige  projectivische  Strahlenin- 
volutionen erzeugen  eine  Curve  (m-^ny^''  Ordnung,  für  welche  der 
Scheitel  der  einen  Invohition  ein  nfacher,  der  der  anderen  ein 
titfacber  Punkt  ist.    Sind  beide  Involutionen  vom  n^^'^  Grade 
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nnd  vereinigen  sich  in  der  durch  beide  Scheitel  gehenden  Oe- 
raden  zwei  einander  entsprechende  it  fache  Strahlen  beider  In- 
Yolutionen  (fallen  in  einer  Involution  n^^"  Grades  sämmtliche  n 
Elemente  einer  Gruppe  in  eines  zusammen,  so  entsteht  ein  nfaches 
Element  dieser  Involution),  so  ist  ihr  Erzeugniss  eine  Curve 
n*"  Ordnung.  Jede  Curve  «'"  Ordnung,  welche  durch  die  tif 
Schnittpunkte  zweier  n  strahligen  Büschel  hindurchgeht,  lässt  sich 
als  ein  Erzeugniss  zweier  projecti vischen  Involutionen  n}^^  Grades 
auffassen;  fttr  diese  Involutionen  sind  die  beiden  ^f strahligen 
Bflschel  entsprechende  Strahlengruppen  und  der  gemeinschaft- 
liche Strahl  beider  Büschel  ist  ein  sich  selbst  entsprechender 
»facher  Strahl.  Auf  einer  beliebigen  Curve  C»  lassen  sich  im 
Allgemeinen  nicht  zwei  Punkte  finden,  die  als  Scheitel  solcher 
Involutionen  genommen  werden  könnten,  sondern  hur,  wenn 
n  =;  1,  2,  3  ist.  Im  Falle  n  =  3,  sind  je  zwei  correspondirende 
Punkte  der  Hessse'schen  Curve  zu  Scheiteln  zweier  projectivischen 
cubischen  Strahleninvolutionen  zu  nehmen,  welche  alsdann  die 
Curve  erzeugen.  Sehn. 

P.  GüsSFELDT.  Ueber  Curven,  welche  einen  harmoni- 
schen Pol  und  eine  harmonische  Gerade  besitzen, 
und  darauf  bezügliche  Eigenschaften  allgemeiner 
Curven,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Curven 

dritter  Ordnung.      Clebsch  Ann.  IL  65-127.  1869. 

Die  umfang-  und  inhaltreiche  Abhandlung  Steiner's  über 
algebraische  Curven,  die  einen  Mittelpunkt  haben  (Crelle  J. 
XL VII),  veranlasst  den  Herrn  Verf.  einen  Theil  der  in  der  citirten 
Arbeit  enthaltenen  Resultate  herzuleiten.  Diese  beziehen  sich 
auf  die  allgemeine  Theorie  der  von  Steiner  betrachteten  beson- 
deren Curven,  auf  das  Auftreten  derselben  bei  Betrachtungen 
über  allgemeine  Curven  und  auf  die  Anwendung  der  gewonnenen 
Resultate  auf  die  Curven  dritter  Ordnung.  Die  Beweise  der 
Sätze  sind  theils  durch  Analysis,  theils  durch  rein  geometrische 
Betrachtungen  gewonnen.  Die  Fülle  der  Sätze  gestattet  leider 
nicht  ein  Eingehen  auf  Einzelheiten.  T. 
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O.  Henrici.  On  series  of  curves,  especially  on  the 
singularities  of  their  envelopes;  ^  with  applications 
to  polar  curves.     Proc.  of  L.  m.  s.  II.  177-195.  1869. 

Ein  in  einer  frttheren  Abhandlung  (On  certain  fonnulae  con- 
tferning  the  theory  of  discriminants  etc.  Proc.  of.  Lond.  M.  S. 
vol.  IL  p.  109)  von  dem  Hrn.  Verf.  bewiesener  Satz  über  Diseri- 
minanten  von  Discriminaten  (vergl.  das  Referat  in  diesem  Jahr- 
buch Bd.  II.  p.  76)  wird  auf  Functionen  verschiedener  Form  an- 
gewendet. Mit  Hilfe  der  daraus  sich  ergebenden  Ordnungszahlen 
der  Discriminante  ^und  der  Factoren  von  D  =  A.B*,C^  werden 
die  Ordnung,  die  Klasse,  sowie  die  Zahlen  der  ausgezeichneten 
Elemente  1)  der  Enveloppe  einer  einfachen  Curvenreibe;  2)  der 
Steiner'schen  Curven;  3)  der  r*^"  Polare  einer  Curve;  4)  der  ge- 
mischten (r,  p)*«"  Polare  zweier  Curven;  5)  der  p*«"  Steiner'schen 
von  der  r**»  Polare  eines  Punktes  y  und  femer  auf  diese  Curven 
wie  auf  Beiben  dieser  Curven  bezügliche  Sätze  abgeleitet  Da- 
bei sind  immer  einfache  Curven  und  einfache  Cnrvenreihen  and 
ftlr  die  Polare  und  Steiner'schen  Curven  eine  einfache  Fonda- 
mentalcurve  n*^**  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  und  ohne  Spitzen 
vorausgesetzt. 

Wir  können  aus  der  Fülle  von  Sätzen  hier  nur  Weniges 
anführen.  Der  Ort  derjenigen  Pole,  deren  r^^  Polaren  einen 
Doppelpunkt  haben,  oder  der  Ort  von  Doppelpunkten  (n— r— 1)*" 
Polaren  wird  mit  S^*")  bezeichnet  und  die  r*«  Steiner'sche  Curve 
genannt;  dann  ist  S^"-^-^^  der  Ort  von  Doppelpunkten  r**"  Po- 
laren und  heisst  die  conjugirte  Steiner'sche  Curve.  Die  r**  Po- 
lare hat  die  Form: 


-)=''. 


S^'^  ist  also    die  Discriminante  dieser  Function  in  Bezug  auf 
(a?,a;,a;,).    Bezeichnet  man  i»  =  ii— r—i,  so  ist 

die  Ordnung  von  S^'^  Srm', 

die  Klasse  3nii(2»ir-|-r— m), 

die  Zahl  der  Doppelpunkte  fr'm(w— l)(3m'+3m— 11), 
-    Spitzen  12r'i»(iii— 1) 
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die  Zahl  der  Wendetangenten  3f»r(10mr— r— 6m) 

-   Doppeltangenten  | mr  {3mr(2mr  +  r  —  «)' 

—'i2mr  +  2r  +  i8m\. 
Durch  VertanBchung  von  m  und  r  erhält  man  die  Singularitäten 
von  S<-). 

Die  Curven  S^?-\»)  oder  die  p**"  Steiner'schen  Curven  der 
r*«"  Polaren  von  Punkten  y  auf  einer  geraden  Linie  bilden  eine 
einfache  Reihe,  deren 

Ordnung    3e(fi— r— p— 1)'; 

Klasse        3p(ii-r— e-iy{2ß(«— r-e)-n+r+l}; 
parametrische  Ordnung,   d.  i.  Zahl  der  Curven,    welche   durch 
einen  Punkt  gehen 

parametrische  Klasse  d.  i.  Zahl  der  Curven,  welche  eine  Gerade 
berühren 

6r(n— r— p-l){2p(n— r— e)— ii+r+lj; 
Die  Enveloppe  der  Reihe  ist  von  der  Ordnung: 

6g  (n-r-e- 1)  {2r  (n^r^Q)  ^n+r+  i } ; 
Der  Ort  der  Doppelpunkte  ist  von  der  Ordnung; 

3rQ  (n— r— p— 1 )  (n— r— p— 2)  {3  (n— r— p)'— 3  (n—r-  p)— 11}; 
Der  Ort  der  Spitzen  ist  von  der  Ordnung: 

24rQ  (»1— r— e— 1)  (»— r— p— 2). 
Sy^r\»)  ist  die  Discriminante  einer  Function  von  der  Form: 

V  x.x^x,   '   y.y.y,'    »i»,»,^  Schz. 

C.  F.  Haase.     Zur  Theorie  der  ebenen  Curven  n^^^  Ord- 
nung mit  ^^~  2  ~     Doppel-  oder  Rttckkehrpunkten. 

Clebsch  Ann.  IL  515.  1870.  K. 

M.  Beiss.     Analytisch-geometrische  Studien.  Clebsch  Ann. 
II.  385.  1870. 

Handelt  von  der  Elimination  der  Coefficienten  aus  homogenen 
Gleichungen  von  k  Veränderlichen,  welche  für  die^  Fälle  ä  =  3, 
Jr  =  4  mit  gewissen  Fragen  der  Geometrie  (Bestimmung  einer 
Curve  resp.  Fläche  durch  Punkte)  zusammenhängt.   Das  Elimina- 
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tionsresultat  wird  in  verBchiedene  Formen  gebracht,  wdcbe  eine 
geometrische  Deutung  zulassen.  K. 

H.  Lemonnier.  ^quation  de  Hesse  pour  la  d^termina- 
tion  des  points  d'inflexion.   Nouv.  Ann.  (2)  IX.  531.  1870. 

Aus  der  analytischen  Definition  des  Inflexionspunktes  einer 
ebenen  Curye  wird  unter  Benutzung  der  charakteristischen  Etgen- 
schafk  der  ganzen  homogenen  Functionen  die  Bedingung,  dass 
die  bekannte  Hesse'sche  Functional-Determinante  aus  den  zweiten 
Differentialquotienten  gleich  Null  sei,  entwickelt  als  Discriminante 
einer  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  Coefficienten  diese  Dif- 
ferentialquotienten sind.  Schz. 

A.  Transon.  Lois  de  la  courbure  dans  ceiiaines  trans- 
formations  des  courbes  planes.  Nouv.  Ann  (2)  Vlli.  lU- 
121.  1869. 

Durchläuft  der  Punkt,  welcher  der  unabhängig  Veränder- 
lichen a  der  Gleichung  ff  (u,  ^)  =0  entspricht,  irgend  eine  Curve, 
dann  durchläuft  der  Funkt,  welcher  der  abhängig  Veränderlichen 
u  entspricht,  soviel  andere  Curven,  als  der  Grad  der  Gleichung 
(p(u,z)  =  0  in  Beziehung  auf  u  Einheiten  enthält.  Eine  jede 
dieser  Curve  kann  als  eine  Transformation  der  ersten  Curve 
aufgefasst  werden.  (Nouv.  Ann.  (2)  VII.  145-157.  193-208. 
241-264  s.  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  149-150.)  Gegenstand  der  oben 
genannten  Arbeit  ist  nun  die  Ermittelung  der  Beziehungen, 
welche  zwischen  den  Krümmungsradien  der  ursprünglichen  Curve 
und  denen  ihrer  Transformationen  bestehen.  Als  Resultate  er- 
geben sich  folgende  beiden  Sätze : 

Alle  Geraden,  welche  durch  denselben  Punkt  der  Trans- 
formations-Ebene gehen,  haben  als  Transformationen  Curven, 
deren  Krümmungsmittelpunkte  für  den  entsprechenden  Punkt  in 
einer  Geraden  liegen. 

Wenn  mehrere  Curven,  welche  durch  denselben  Punkt  a 
der  ursprünglichen  Curve  gehen,  in  diesem  Funkte  denselben 
Krümmungsradius  q  haben,  dann  sind  die  entsprechen  Krümmungs- 
radien aller  ihrer  Tiansformationen  Leitstrahlen  eines  und  des- 
selben Kegelschnitts,  der  als  Brennpunkt  die  Transformation  des 
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Pankteg  a  hat  Die  Gattung  des  Kegelaehnittfl  ändert  sieh,  mit 
dem  Werthe  von  q,  aber  seine  Leitlinie  ist  fest,  sie  ist  diejenige 
Linie,  in  welche  der  Kegelschnitt  zusammenschrumpft,  wenn  f 
onendlich  wird. 

Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  zwischen  stereogra- 
pbiscber  Frojection  sphärischer  Figuren  und  der  Transformation 
ebener  Figuren  bilden  den  Schluss.  T. 

J.  Casorati  e  L.  Ceucmona.  Considerazioni  intorno  al 
numero  dei  modiili  delle  equazioni  e  delle  curve  al- 
gebriche  di  un  dato  genere.  Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  ii.  1869. 

Biemann  hat  in  seiner  Theorie  der  Abel'schen  Functionen 
3p— 3  als  Zahl  der  algebraischen  Gleichungen  oder  Curven  ge- 
geben, welche  zu  einer  gegebenen  Ordnung  p  gehören,  während 
Herr  Cayley  auf  anderem  Wege  die  Zahl  4p— 6  dafür  erhalten 
hat.  In  der  vorliegenden  Note  stellen  die  Verfasser  Betrach- 
tungen tlber  die  Natur  der  verschiedenen  Resultate  an,  durch  welche 
sie  dazu  geführt  werden,  die  von  Riemann  gegebene  Zahl  für 
richtig  zu  erklären.  Herr  Cremona  behandelt  speciell  die  Fälle 
p  ==  4,  5,  6;  den  letzten  Fall  auf  eine  sehr  sinnreiche  Weise, 
mittelst  der  er  folgenden  Satz  beweist:  „Curven  der  Ordnung 
p  =.6  können  in  eine  Curve  6^^*^  Ordnung  mit  4  Doppelpunkten 
transformirt  werden.**  Die  Normalcurve  fllr  p  =  6 ,  die  in  der 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen  von  den  Herren  Clebsch  und 
Neumann  gegeben,  ist  von  der  Ordnung  7  und  hat  9  Doppel- 
punkte. Auf  analytischem  Wege  hat  Herr  Brill  diese  Resultate 
erbalten  und  auch  auf  den  Fall  p  =  7  ausgedehnt,  (s.  Clebsch 
Ann.  IL  471.  Forschr.  d.  M.  H.  p.  45.)  Jg.  (0.) 

J.  Brioschi.  Nota  sulla  equazioiie  che  dk  i  punti  di 
flesso  di  curve  ellittiche.   Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  IL  1869. 

Der  Verfasser  nennt  elliptische  Curve  eine  ebene  Curve  der 

Ordnung  n  mit  -^^ — -    Doppel-   oder   Rückkehrpunkten.^     Die 

Coordinaten  derselben  werden  mittelst  eines  Parameters  x  aus- 
gedrückt und  dann  eine  Gleichung  bestimmt,  deren  Wurzeln  die 
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Werthe  des  Parameters  x  sind,  die  den  Flexionspnnkten  der 
Gurve  entsprechen.  Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  3»,  wenn 
n  grade,  3(n  +  1),  wenn  n  ungrade  ist.  Wenn  jedoch  die 
Gleichung  einen  fremden  Factor  dritten  Grades  enthält,  deaaen 
Vorhandensein  aus  der  Relation  zwischen  der  Function  yod  ^, 
welche  in  den  angedeuteten  Ausdruck  der  Goordinaten  eintritt, 
festzustellen  ist,  so  lässt  sich  dieselbe  durch  dieselbe  Formel 
darstellen,  mag  nun  n  grade  oder  ungrade  sein.  Der  Verfasser 
wendet  seine  Gleichungen  sodann  an,  um  die  Gleichungen  rom 
9*^«  und  12»^"  Grade  zu  finden,  welche  die  Flexionen  einer  all- 
gemeinen Gurve  3*^'  Ordnung  und  einer  Gurve  4***'  Ordnung  mit 
2  Doppelpunkten  geben.  Aus  der  Betrachtung,  dass  die  Glei- 
chung 9*^"  Grades,  welche  die  Flexionen  einer  Gurve  dritter 
Ordnung  giebt,  der  Dreitheilung  der  elliptischen  Functionen  ent- 
spricht, zieht  er  nicht  allein  das  Kriterium,  dass  sie  algebraiach 
lösbar  seien  (in  anderer  Weise  hat  dies  Herr  Hesse  bewiesen, 
siehe  Grelle  J.  XXVIH),  sondern  leitet  auch  eine  einfache  Me- 
thode ab,  um  solche  Lösungen  zu  finden,  welche  von  einer 
Gleichung  4*^"  und  zweien  3*^"  Grades  abhängen.  Daraus  kann 
man,  wie  er  bemerkt,  die  bekannte  Eigenschaft  der  Flexionen 
einer  cubischen  Gurve  finden.  Jg.  (0.) 

A.  Clebsch.  Ueber  die  Curven,  flir  welche  die  Classe 
der    zugehörigen    Aberschen    Functionen    /i  =  2    ist 

Clebsch.  Ann.  I.  170-172.  1869. 
Siehe.  Abschn.  VII.  Gap.  2  p.  245. 

G.  YüNG  ed  A.  Armenante.  Sülle  trasformazioni  bi- 
razionali  univoze  e  suUe  curve  normale  e  subnormale 
del  genere  p.      Battaglini  o.  VII.  235. 

Siehe  Abschn.  IL  Gap.  1.  p.  44. 

A.  Brill.  Ueber  zwei  EHminationsprobleme  aus  der  Theorie 
der  Curven,  welche  gegebenen  Bedingungen  genügen. 

Gott.  Nachr.  1870.  525-539. 
„Es  ist  die  Anzahl  (a,.)  derjenigen  Gurven  eines  BQschels 

r 

««^'  Ordnung  JSi^^^V^K^n  ^t?  ^»)  =  0  zu  bestimmen,  welche  eine 
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gegebene  Curve  ^(a?,,  ip,,  x^)  =  0  von  der  Ordnung  m  und  dem 
Geschlechte  p  an  einer  Stelle  rpunktig  berühren.  Unter  den 
Basispnnkten  des  Büschels  mögen  <t  mit  einfachen,  r  mit  Doppel- 
punkten der  Curve  /"  =  0  zusammenfallen".  Mit  Hülfe  einer  ge- 
wissen Reciprocität,  welche  denjenigen  der  Elemente  einer  De- 
terminante mit  den  Elementen  der  adjungirten  analog  ist,  gelangt 
man  zur  Formel 

Hier  ist  M  =  fns — 3 — 2r,  ß^  bezeichnet  die  Anzahl  derjenigen 
Punkte  von  f=0,  für  welche  die  Gleichungen  bestehen 

9^*K«i>^t»^i)  =  eqP^''Ka?.  +  ^a?i,..0  Ct  =  0,  i,  ...  r). 
{q  ein  Proportionalitätsfactor).  —  Die  Formel  (a)  lässt  auch  eine 
Deutung  zu  für  Gebilde  im  Baume  von  r  Dimensionen,  die  aus 
einer  einfach  unendlichen  Anzahl  von  Elementen  (Punkten)  be- 
stehen. So  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  Wendungsberührebenen 
einer  algebraischen  Raumcurve  =  a,,  wenn  M  die  Ordnung,  p 
das  Geschlecht,  ß  die  Anzahl  der  Rückkehrpunkte  derselben  be- 
deuten. 

Das  Verfahren,  welches  zur  algebraischen  Lösung  vorstehen- 
der Aufgabe  führt,  lässt  sich  auch  auf  das  Problem  ausdehnen: 
„die  Anzahl  iV^,»  derjenigen  Curven  ä*«^  Ordnung  eines  Büschels 
zu  bestimmen,  welche  mit  der  gegebenen  Curve  f=0  eine 
f  punktige  Berührung  in  einem  Punkte  und  eine  ft  punktige  in 
einem  andern  besitzen".  Der  für  iV,^*  gefundene  Werth  sowie 
die  Formel  (a)  stimmen  mit  den  von  Cayley  auf  geometrischem 
Wege  abgeleiteten  Resultaten  überein.  St 

L.  Cremona.      Sulla  ti-asformazione  delle  curve  iperel- 

littiche.      Bend.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  II.  1869. 

Hyperelliptisch  nennt  man  eine  Curve,  deren  Coordinaten 
rational  durch  einen  Parameter  A  und  die  Quadratwurzel  einer 
ganzen  Function  0(>l)  vom  Grade  2p+2  ausdrückbar  sind.  Auf 
eine  Weise,  ähnlich  der,  die  die  Herren  Clebsch  und  Gordan 
(Theorie  der  AbeVschen  Function  p.  69  und  77)  zur  Transfor- 
mation der  Curven  von  der  Gattung  p  =  i  und  p  =  2  benutzt 
haben,  und  durch  passende  Wahl  des  Netzes  der  Curve  trans- 

Fortschr.  d.  Uath.  II.   2.  32 
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formirt  der  Verfasser  Funkt  für  Funkt  die  hyperelliptische  Gurre 

A.        Xi  =  «?.  +  ?•  V'O,    (t  =  1,2,3), 
wo  io  und  q  ganze  Functionen  von  A  respective  vom  Grade  m 
und  m—p—l  sind,  in  eine  andere  von  der  Form 

wo  q>  und  ^  ganze  Functionen  vom  Grade  p  und  p  +  2  ^^i^d« 
Die  transformirte  Curve  ist  von  der  Ordnung  p  +  2  und  hat 
einen  p  fachen  Punkt  (deshalb  gehört  sie  zur  Gattung  p),  welcher 
für  sie  ein  Centrum  der  harmonischen  Analogie  ist.  Was  die 
p  Tangenten  betrifft,  die  durch  den  vielfachen  Punkt  0  gehen, 
so  haben  sie  mit  der  Curve  p-\-2  coincidirende  Schnitte,  und 
folglich  gehen  durch  diesen  Punkt  0  nur  p-\-2  Tangenten,  deren 
Bertlhrungspunkte  alle  in  der  Geraden  ^3  =  0  liegen.  Diese 
Punkte  der  ti-ansformirten  Curve  sind  der  Art  zu  2  und  2  con- 
jugirt,  dass  2  conjugirte  Punkte  immer  harmonisch  durch  die 
feste  Gerade  y,  =  0  und  den  vielfachen  Punkt  getrennt  sind. 

Indem  der  Verfasser  darauf  eine  der  von  ihm  in  seinen 
beiden  Noten:  „SuUe  trasformazioni  geometriche  delle  curve 
piani"  (Accad.  Bologna  1863.  1865)  betrachteten  Transforma- 
tionen benutzt,  zeigt  er,  wie  man  sie  verbinden  kann  mit  der  fär  die 
specielle  Curve  (5),  indem  man  von  einer  allgemeinen  Curve  der 
Ordnung  n  und  der  Classe  p  mit  einem  (n— 2)  fachen  Punkte 
und  n  —  2 — p  Doppelpunkten  ausgeht.  Um  eine  geometrische 
Deutung  der  Formel  zu  geben,  welche  die  Transformation  der 
Curve  (A)  in  (ß)  bewirkt,  zeigt  der  Verfasser  eine  bemerkens- 
werthe  Eigensshaft  der  hyperelliptischen  Curve.  Für  die  Cjirve 
(i4)  rauss  auf  dem  Netz,  welches  zur  Transformation  dient,  ein 
Büschel  von  Curven  ^  +  Av  =  0  von  der  Ordnung  s  existiren, 
welche  die  Curve  nur  in  2  variabeln  Punkten  schneiden:  ein 
Büschel,  welches  den  Geraden,  die  vom  Punkte  0  der  Trans- 
formirten  (ß)  ausgehen,  entspricht.  Wenn  f>r  (r  =  1,  2,  ...  2p+2) 
die  Werthe  von  i.  sind,  die  den  Curven  des  Büschels  entsprechen 
die  durch  Vereinigung  der  beiden  variabeln  Punkte  in  einen 
einzigen  zu  Tangenten  für  die  gegebene  Curve  werden,  und  wenn 
-Ä  =  0  eine  Curve  von  der  Ordnung  «'  ist,  welche  durch  die 
Punkte  geht,  in  denen  die  gegebene  Curve  von  den  Curven 
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geselinitteii  wird,  so  existirt  eine  Gurve  0  =  0  yon  der  Ord- 
nung 8  +  9^y  die  nicht  allein  durch  die  Grundpunkte  des  Büschels 
fi-\'lv  =  0  und  durch  die  übrigen  ns'—p  Schnitte  von  5'=0 
mit  der  gegebenen  Curve  geht^  sondern  auch  durch  die  Punkte, 
wo  dieselbe  von  den  p  +  2  Curven 

f«+ap+iv  =  0,    fi  +  ap+2V=0,     .  .  .    fA+a2p+'iV  =  0 
geschnitten  wird.    Die  Existenz  dieser  Curve  0  =  0  stellt  die 
erwfthnte  Eigenschaft  dar.  Jg.  (0.) 

E.  Beltrami.  Eicerche  suUa  geometria  delle  forme  binarie 

Cubiche.    Mem.  di  Bologna  X.  1870. 

Zweck  der  Arbeit  ist,  zu  zeigen,  dass  es  vortheilhaft  ist, 
die  Betrachtung  complexer  Zahlen  in  die  algebraische  Theorie 
der  binären  Formen  einzuführen.  Als  Beispiel  mögen  einige 
Resultate  dienen. 

Bezeichnet  man  mit  J  =  (a^,  a,,  a„  a,)(«,  i)'  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  vom  dritten  Grade  mit  com- 
plexen  Coefficienten  a^,,  a,,  a„  a,  und  einer  complexen  Variabein 
si,  mit  D  die  Determinante 

=  ala\+4a,al  +  Aa\a,-3a]al'-6a,a^a^a,, 
so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  drei  Wurzelpunkte  der  Glei- 
chung J  =  0  in  gerader  Linie  liegen,  die,  dass  die  Grösse 

a,  '   da, 
des  reellen  Theiles  entbehre.    Als  CoroUar  zu  diesem  Satze  er- 
giebt  sich,  dass,  wenn  man  eine  quadratische  Function 

ü  ==  6;*«+26.»  +  6, 
hat,  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  Wurzelpunkte  der 
Gleichung  t/  =  0  verbindet,  erhalten  wird,  wenn  man  den  reellen 

J  JTJ 

Theil  der  Grösse  ---j-  gleich  Null  setzt.    Setzt  man 

den  imaginären  Theil  dieser  Grösse  gleich  Null,  j90  erhält  man 
die  Gleichung  der  geraden  Linie,  auf  der  die  von  den  oben  er- 
wähnten Punkten  äquidistanten  Punkte  liegen. 

Wenn  a^,  »„  s,  die  Indices  von  drei  Punkten  einer  Ebene 
sind  und  z  der  eines  vierten,  so  dass  man  hat 

32* 
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und  wenn  man  die  reellen  Zahlen  so  variiren  lässt,  dass  sie 
immer  der  Relation  A4-ju-fv=:0  genügen,  so  ist  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  »  der  Kreis  durch  die  drei  Punkte  »o«,,*,- 

Damit  die  4  Wurzelpunkte  einer  biquadratischen  Function 
auf  einem  .Kreise  liegen,  müssen  die  3  Wurzelpunkte  der 
cubischen  Resultante  in  gerader  Linie  liegen.  Aus  diesem 
Satee  und  einem  der  vorhergehenden  folgt  dann,  dass 
wenn  man  mit  Sy  T  und  d  die  quadratische  und  cubische  In- 
variante und  die  Discriminante  der  biquadratischen  Function  be- 
zeichnet,  die   Bedingung   daHir,   dass  die  4  Wurzelpunkte  auf 

T 

einem  Kreise  liegen,   darin  zu  suchen  ist,  dass  die  Grosse  ^ 

27  T' 

reell  sei,  oder  die  Grösse  —^ —  reell  sei  und  zwischen  0  und 

1  nicht  verschwinde. 

Weiter  zeigt  der  Verfasser,  dass,  wenn  man  auf  einer  Ebene 
die  drei  Wurzelpunkte  der  cubischen  Form  J  als  gegeben 
voraussetzt,  man  auch  die  3  Wurzelpunkte  der  Evectante  E  und 
die  2  Wurzelpunkte  der  Hesse'schen  Determinante  H  finden  kann. 
Diese  Constructionen  geben  auch  Gelegenheit  zu  einer  Anwendung 
der  Methode  der  Dreiliniencoordinaten,  wenn  man  das  Wurzeipunkt- 
*  dreieck  als  Fundamentaldreieck  nimmt.  Bezeichnet  man  mit  jff, ,  H^ 
die  2  Wurzelpunkte  der  Hesse'schqn  Determinanten,  mit  C  den 
Schwerpunkt  der  3  Wurzelpunkte  der  cubischen  Function  J,  so  kann 
diese  Function  (0^  =  1  der  Einfachheit  wegen)  immer  auf  die 
Fonn  j^(g-^.)C^.:ii);-Cg.-fK»-_^  g,,,,,,t  ,,rden, 

während  die  Discriminante  I>,  die  Hesse'sche  Determinante  H 
und  die  Evactante  E  folgende  Form  annehmen: 

D  =  {(C^H,)iS-H,){H,^H,)]\ 

Aus  dieser  fDr  J  erhaltenen  Form  geht  klar  hervor,  dass  mittelst 
der  Lösung  der  quadratischen  Gleichung  F  =  0,  die  vollständige 
cubische  Gleichung  /  =  0  zurückgeführt  ist  auf  die  binomische 

>■     -  ff      V»  J- ff 

Form  [-^ l)  =^ -^ — jj-,  während  die  Wurzeln  der  Evectante 

Vir,-»  /      fl,— f  ^ 
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gegeben  sind  durch  (= — ^-)  =—^ — y    Diese  Methode  der 

Auflösung  der  cubischen  Gleichung  hängt  genau  mit  der  von 
Cayley  zusammen.  Die  vorstehende  Formel  ist  einer  ziemlich 
einfachen  geometrischen  Interpretation  fähig,  welche  den  Ver* 
fasser  zu  einer  speciellen  cubischen  Involution  mit  2  dreifachen 
Punkten  führt.  Diese  Involution  ist  durch  die  Gleichung 
j-|-x£  =  0  darstellbar  und  aus  allen  Temen  von  Punkten  zu* 
sammengesetzt,  fttr  welche  das  Hesse'sche  Determinanten-Paar 
(H^ ,  fl,)  unveränderlich  ist.  Sie  besitzt  viele  geometrische  Eigen* 
Schäften,  betreffs  deren  wir  nur'  auf  die  Abhandlung  selbst  ver* 
weisen  können.  Jg.  (0.) 


C.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 

Grunbrt.  Allgemeine  Discussion  der  Gleichung  der 
Linien  des  zweiten  Grades.  Grunert  Arch.  LI.  276-325. 1870. 

Der  Herr  Verf.  giebt  in  dieser  Abhandlung  vollständig  ent- 
wickelte, allgemeine  Formeln,  durch  welche  alle  Bestimmungs- 
stücke der  Linien  zweiten  Grades  lediglich  durch  die  Coefficienten 
der  Gleichung  ausgedrückt  werden,  während  die  Coordinale» 
der  Curvenpunkte  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  bezogen 
werden.  Von  den  entwickelten  Formeln  wird  Anwendung  auf 
eine  grössere  Anzahl  von  Beispielen  gemacht.  T. 

Grunert.  Die  allgemeine  Gleichung  des  Kegelschnitts, 
insbesondere  auch  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises 
in  Dreilinien-Coordinalen  oder  in  sogenannten  trime- 
trischen   Coordinaten.    Grunert  Arch.  LI.  257-275.  1870. 

Grunert.  Allgemeine  Discussion  der  Gleichung  des 
zweiten  Grades:  Apo+Bp]+Cpl+Dpi)Pi+Epip2+Fp2pQ=^0 
zwischen  Dreilinien-Coordinaten  oder  sogenannten  tri- 

metrischen   Coordinaten.     Grunert  Arch.  Li.  326-352.  1870. 
Beide  in  der  Ueberschrift  genannte  Arbeiten  stehen  in  einem 
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innem  Zusammenhange.  In  der  ersten  wird  die  allgemeine 
Gleichung  der  Kegelschnitte  aus  der  bekannten  Eigenschaft  der- 
selben, dass  sie  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte  sind, 
fär  welche  das  Verhältniss  der  Abstände  von  einem  festen  Punkte 
und  einer  festen  geraden  Linie  ein  constantes  ist,  durch  Drei- 
linien-Goordinaten  ausgedrückt,  (cf.  Orunert  Arch.  XXXVIII, 
No.  XXXVI.)  Es  ergiebt  sich  als  allgemeine  Eegelschnittsglei- 
chung 

Ä'pl+B'p]+C'pl+iyp,p,+E'p,p,+F'p,p,  =  0; 
darin  bezeichnen  p^  p,  p,  die  veränderlichen  Dreilinien-Coor- 
dinaten  eines  Kegelschnittpunktes.  Als  allgemeine  Gleichung 
des  Kreises  als  geometrischer  Ort  derjenigen  Punkte  betrachtet, 
welche  von  einem  festen  Punkte  gleichen  Abstand  haben ,  wird 
gefunden ; 

Apl+^iP]+C,Pl+D,p,p,+E,p,p,+F,p,p,  =  0. 
So  ist  also  die  Gleichung  eines  jeden  Kegelschnitts  (Kreis  ein- 
geschlossen) zwischen  Dreilinien-Goordinaten  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

.  Apl+Bp]-\-Cpl+Dp,p,+Ep,p,+Fp,p,  =  0. 
Es  werden   dann  noch  einige  Relationen  zwischen  den   CoefB- 
cienten  der  Gleichung  entwickelt. 

In  der  zweiten  der  obengenannten  Arbeiten  wird  die  in 
der  ersten  gefundene  Gleichung  discutirt.  Zur  Discussion  wird 
die  Gleichung  in  Dreilinien-Goordinaten  in  eine  solche  trans- 
formirt,  welche  cartesische  Goordinaten  enthält.  Da  die  nöthigen 
Substitutionen  linear  sind,  so  geht  die  Gleichung: 

M+Bp]+Cpl+Dp,p,+Ep,p,+Fp,p,  =  0 
über  in  eine  Gleichung  von  der  Form: 

A^x*+By+2C'xy+2D'x+2E'y+F'  =  0, 
Zwischen  den  ursprünglichen  Goefficienten  A,  B,  ...  und  den 
neuen:  A\  JB',  ...  bestehen  gewisse  Relationen,  welche  sich 
schon  durch  die  Transformation  ergeben.  Die  Discussion  der 
Gleichung  ^V+JBy+--- =  0,  die  mit  Rücksicht  auf  den  vor-, 
liegenden  Zweck  in  Vollständigkeit  vom  Herrn  Verf.  in 
Grunert  Arch.  LI.  276-325  gegeben  ist,  führt  dann  auch  un- 
mittelbar zur  Discussion  der  Gleichung  -4pJ +5/? J -]-•••,  wenn 
man  in  die  Relationen  für  A',  £',  ...  ihre  durch  A,  B,  ...  ge- 
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gebenen  Ausdrücke  setzt.     Die    gewonnenen  Kriterien  werden 
auf  Beispiele  angewandt 

Es  wird  femer  noch  die  Bedingung  hergeleitet,  die  erfüllt 
sein  muss,  wenn  die  Gleichung  einer  Ellipse  in  die  eines  Kreises, 
oder  die  einer  Hyperbel  in  die  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
übergehen  soll.  Auch  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der 
Ellipse  oder  Hyperbel  werden  bestimmt,  ebenso  auch  die  Quadrate 
der  Halbaxen.  Noch  andere  Relationen  kann  man  auf  dem  ein- 
geschlagenen Wege  aus  der  vollständigen  Discussion  der  Glei- 
chung: il'a?'+B'y'+---  herleiten.  T. 

J.  Zampieri.  Altes  und  Neues.  Eine  kleine  Excursion 
auf  dem  Gebiete  der  Kegelscbnittlinien.   Pr.  Wien.  1870. 

Die  Kegelschnitte  werden  als  ebene  Schnitte  eines  Kegels 
aufgefasst,  auf  Grund  dieser  Auffassung  werden  die^  einzelnen 
Gleichungen  abgeleitet  und  discutirt.  Es  folgt  dann  die  Entwicke- 
lung  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte,  und  endlich 
die  Berechnung  der  Elemente  derselben  aus  den  Coefficienten 
der  allgemeinen  Gleichung.  Numerische  Beispiele  bilden  den 
Schluss.  T. 

W.  P.   TURNBÜLL.      Review.     Messenger  V.  118-120.  1869. 

Uebersicht  über:  „Properties  of  conic  seötions  proyed  geome- 
trically.    Part.  I.  The  Ellipse  by  the  Kev.  H.  G.  Day.  M.  A." 

Glr.  (0.) 

E.  d'OviDio.  Nuova  esposizione  della  teoria  generale 
delle  curve  di  2^  ordine  in  coordinate  trilineari.  Batug- 
lini  G.  VIL  1-16.  1869. 

Es  ist  dies  die  Fortsetzung  einer  Theorie  der  Kegelschnitte. 
Man  findet  daselbst  aus  der  allgemeinen  Kegelschnittsgleichung 
die  Gleichungen  der  Directricen  und  der  Axen  abgeleitet;  ferner 
die  Längen  der  conjugirten  Durchmesser^  die  einen  gegebenen 
Winkel  bilden,  die  Relation  zwischen  den  Halbmessern  (dass  die 
Quadratsumme  zweier  conjugirter  Halbmesser  constant  u.  s.  w.), 
dann  die  Grösse  der  Excentricität,  des .  Parameters  und  des 
Krümmungsradius.  Mz, 
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P.  Cassani.    Studio   intomo  alla  conica  dei   9   punti  e 

delle   9   rette.  Battaglini  G.  VII.  369-374.  1869. 

Der  geometrische  Ort  der  Pole  einer  Geraden  L  =  0  in  Be- 
zug auf  ein  Kegelschnittsbüschel 

S+XS^  =  0 
ist  ein  Kegelschnitt,  der  durch  die  drei  Durchschnitte  gegenflher- 
liegender  Seiten  des  Basisvierecks  und  ferner  durch  diejenigen 
6  Punkte  geht,  die  auf  jeder  der  sechs  Seiten  des  Vierecks  dem 
Durchschnitt  dieser  Seite  mit  L  und  den  beiden  auf  dieser  Seite 
liegenden  Vierecksecken  harmonisch  zugeordnet  sind.  Dieser 
Kegelschnitt  heisst  derjenige  der  neun  Punkte. 

Der  eben  gegebene  Satz  wird  analytisch  bewiesen;  und  im 
Anschluss  hieran  werden  Eigenschaften  dieses  Kegelschnitts  ent- 
wickelt, so:  Dieser  Kegelschnitt  berührt  die  16  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  Doppelpunkte  der  Involution  (auf  L)  gehen 
und  den  4  Dreiecken  eingeschrieben  sind,  die  zwei  Seiten  und 
eine  innere  Diagonale  des  Basisvierecks  zu  Seiten  haben.  (Satzvon 
Steiner.)  '  Der  Verfasser  wiederholt  hier  den  Beweis  von  Beltrami. 

Es  werden  dann  einige  besondere  Fälle  erwähnt;  hierauf 
folgt  die  reciproke  Betrachtung,  die  von  einem  Punkte  L  =  0 
und  einem  Kegelschnittsbüschel  ausgeht,  das  einem  Vierseit  ein- 
geschrieben ist.  Es  ergiebt  sich  dann  auf  analoge  Weise  der 
Kegelschnitt  der  9  Geraden.  Am  Schlüsse  werden  den  Kegel- 
schnitten Curven  «*^»  Grades  substituirt.  An  die  Stelle  des 
Kegelschnittes  der  9  Punkte  tritt  dann  eine  Gurve  vom  Grade 
2(71—1).  Mz. 

P.  Cassani.     Nota  sulla  conica  dei   9  punti  e  delle   9 

rette.  ~  Battaglini  G.  VIII.  374-377.  1870. 
Discussion  des  im  vorigen  Referat  betrachteten  Kegelschnitts 
der  9  Punkte,  —  und  desjenigen  der  9  Geraden  in  Bezug  dar- 
auf, wann  dieser  Kegelschnitt,  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse  ist 

Mz. 

M.  Jesser.     Kurz  gefasste  Lehre  von  den  Kegelschnitts- 
linien auf  elementarem  Wege.     Wien    L.   w.  Seidel   und 

Sohn  1869. 
Dieser  Leitfaden  ist  bestimmt,  als  Grundlage  des  Unterrichts 
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an  den  k.  k.  österreichischen  Tnippendivisionsschulen  zu  dienen 
und  soll  in  so  fern  Ergänzung  der  Elementar-Mathematik  von 
Kambly  sein,  welche  für  die  übrigen  mathematischen  Disciplinen 
als  Lehrbuch  an  diesen  Schulen  im  Gebrauch  ist.  Dieser  Zwek 
des  Buches  bestimmt  naturgemäss  seine  engen  Grenzen.  Nur 
das  Nothwendigste  über  rechtwinklige  Goordinatensysteme,  über 
die  Gerade,  über  die  einzelnen  Kegelschnittlinien,  über  ihre  Ent- 
stehung am  Kegel  bildet  den  Gegenstand  des  Buches.  Diesen 
Untersuchungen  schliesst  sich  dann  noch  dieCubatur  des  Sphäroids 
(verlängerten  und  abgeplatteten)  und  die  des  Paraboloids  an. 

T. 

Rhein.     Von  den  Kegelschnitten.   Pr.  Moers.  1870. 

Die  Arbeit  behandelt  vorzugsweise  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte.  Es  werden  diese  Curven  als  ebene  Schnitte  eines 
Kegels  aufgefasst  und  auf  Grund  dieser  Auffassung  werden  die 
Gleichungen  entwickelt,  verallgemeinert  und  specialisirt. 

T. 

C.    Taylor.      The    principles    of    geometrical    conics. 

Messenger  Y.  141-160.  1869. 
Ausgehend  von  den  Eigenschailen  des  Focus  und  der  Di- 
rectrix  werden  folgende  Principien  aufgestellt:  1)  Es  ist  eine 
wichtige  Aufgabe  der  Geometrie,  die  Analysis  zu  interpretiren; 
daraus  soll,  caeteris  paribus,  der  Bang  der  Analysis  bestimmt 
werden.  2)  Unter  welchen  Voraussetzungen  können  Sätze  als 
aus  der  Definition  folgend  bewiesen  werden.  3)  Beweise  für 
die  Eigenschaften  der  Sehnen  können  zu  Beweisen  für  die  Eigen- 
schaften der  Tangenten  führen.  Dies  letzte  Princip  ist  in  obigen 
mit  einbegriffen. 

Zwei  Hauptpunkte  in  dem  ersten  Theil  sind:  1)  Die  Geometrie 
der  Polar-Coordinaten  wird  auf  Tangenten,  Sehnen  und  Polaren 
angewandt  2)  Die  Eigenschaft  der  Durchmesser  der  Kegelschnitte 
wird  zur  Grundlage  des  Systems  genommen.  Glr.  (0.) 

De  Saint  Germain.     Determination  des  foyers  dans  les 

COniques.    Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  230-232.  1869. 
Die  Brennpunkte  werden  als  diejenigen  Punkte  definirt,  deren 
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Abstand  von  einem  beliebigen  Kegelscbnittpunkte  rational  and 
linear  durch  die  Coordinaten  ausgedruckt  werden  kann.  Durch 
die  analytische  Gleichung,  die  dieser  Definition  entspricht,  in 
Verbindung  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte 
werden  dann  Gleichungen  aufgestellt,  durch  welche  die  Coor- 
dinaten der  Brennpunkte  bestimmt  sind.  T. 

G.  Dostor.  Eelations  nouvelles  entre  les  tangentes, 
normales,  sous-tangentes  et  sous-normales  des  courbes 
en  g^n^ral,  avec  applications  aux  lignes  du  second 

degrd.    Grunert  Arch.  LT.  129-190.  1870. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2A.  p.  462. 

L.  Painvin.  Note  sur  la  construction  gtJomdtrique  des 
normales  k  une  conique.      Nouv.  Ann.  (2)  ix.  348.  1870. 

Folgende  drei  Lehrsätze  geben  die  Mittel  zur  Construction 
der  Normalen,  welche  man  von  einem  Punkte  P  an  einen  Kegel- 
schnitt 2  ziehen  kann. 

L  Fällt  man  von  dem  einen  Scheitelpunkt  A^  (gleich- 
viel welchem)  auf  der  grossen  Axe  des  Kegelschnitts  S  Lothe  auf 
die  4  Normalen,  welche  von  P  nach  S  gehen,  so  treffen  diese 
Lothe  den  Kegelschnitt  £  ausser  in  il^  noch  in  4  Punkten  Jf^ , 
JM,,  ilfj,  Jf^,  welche  auf  einem  Kreise  Si  liegen. 

IL  Fällt  man  von  A^  anf  denjenigen  Kegelschnittsdurch- 
messer, der  durch  P  geht,  ein  Loth,  so  trifft  dieses  den  Kegel- 
schnitt 2  noch  in  einem  Punkte  s;  und  es  ist  die  Tangente  in 
s  B,n  £  die  Chordale  (Potenzlinie)  des  Kreises  Si  und  desjenigen 
Kreises,  der  mit  S  concentrisch  ist  und  durch  A^  geht 

IIL  Man  ziehe  durch  Ai  eine  Parallele  zur  Polare  von  P 
in  Bezug  *auf  2;  diese  Parallele  treffe  S  noch  in  p;  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  durch  p,  und  co,  to*  (Schnittpunkte  der  oben 
genannten  Chordale  mit  Si)  sei  n;  der  Schnittpunkt  der  Polare 
von  P  in  Bezug  auf  £  mit  dem  Kegelschnittsdurchmesser  durch 
P  —  sei  q;  dann  liegt  der  Mittelpunkt  von  Si  auf  derjenigen 
Geraden  durch  P,  welche  zur  Geraden  ng  parallel  ist. 

Die  beiden  ersten  Sätze  sind  von  Joachimsthal;  der  dritte 
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Yoa  Smith.  Hit  Hülfe  des  letzteren  kann  man  die  Aufgabe 
lösen;  denn  co  und  <a*  sind  auch  Schnittpunkte  der  Tangente  in 
s  mit  dem  Kreise  ttber  der  grossen  Axe  von  S  als  Durchmesser; 
der  Mittelpunkt  von  Si  lässt  sich  daher  finden  und  hiermit  auch 
die  Punkte  M^^  Jüf,,  ^3,  Jlf^,  worauf  das  Uebrige  leicht  folgt. 
Der  Verfasser  giebt  von  der  einfachen  Gleichung  — 5- + -^  =  1  aus- 
gehend, die  analytischen  Beweise  der  drei  genannten  Lehrsätze. 

Mz. 

B.  W.  G.     On  the  chords  of  conic  curvature.    Messenger 

V.  115-117.  1870. 
Geometrische   Behandlung   der  Krümmung,   abgeleitet  aus 
dem  Satze,  dass  die  gemeinschaftliche  Sehne  eines  Kegelschnittes 
und  ihres  Krümmungskreises  in  P  dieselbe  Neigung  zur  Axe  hat, 
wie  die  Tangente  in  P.  Glr.  (0.) 

Grünert.  Ueber  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  der 
Kegelschnitte  und  ihrer  Krümmungskreise,  insbesondere 
auch  über  die  Maxima  und  Minima  dieser  Sehnen. 

Grunert  Arch.  L.  69-103.  1869. 
Als  Resultat  der  Untersuchung  ergiebt  sich ,  dass  ein  jeder 
Kegelschnitt  nur  eine  Sehne  besitzt,  welche  ihm  und  dem 
Krümmungskreise  in  einem  seiner  Punkte  gemeinschaftlich  ist. 
Ferner  kann  die  gemeinschaftliche  Sehüe  des  Kegelschnittes  und 
der  in  den  Scheiteln  construirteu  Krümmungskreise,  welche  stets 
verschwindet,  als  ein  Minimum  aufgefasst  werden.  Dagegen  be- 
sitzen Parabel  und  Hyperbel  im  Sinne  der  Differentialrechnung 
kein  Maximum  der  gemeinschaftlichen  Sehnen,  während  die 
Ellipse  deren  vier  symmetrisch  gelegene  und  daher  gleiche  be- 
sitzt. In  Hinsicht  auf  die  befolgte  Methode  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Untersuchungen  über  die  Ellipse  durch  die  Substitutionen 
a?  =  acosM,  y  =  6sintt  geführt  werden  (cf.  Grunei-t  Arch.  XXIV 
No.  XXIX  und  XXXVH  No.  X). 

Die  Behandlung  der  Hyperbel  wird  durch  Einführung  der 
hyperbolischen  Functionen  (cf.  Grunert  Arch.  XXXVIII  No.  II) 
und  durch  Substitution  von  a?  =  acosu,  y  =  6sint«  der  der 
Ellipse  angepasst. 
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In  einem  Nachtrage  findet  sich  dann  noch  eine  Darstellung 
der  Lage  der  grössten  gemeinschaftlichen  Sehne  der  Ellipse  and 
des  Krümmungskreises  lediglich  durch  die  Hauptaxen  der  Ellipse 
(cf.  J.  J.  Walker,  The  educational  Times.  Vol.  XSII.  April  1. 
1869.  p.  21.  No.  2869.)  T. 

G.  Dostor.  Ellipse  et  Hyperbole.  Relation  entre  les 
deux  angles   que  fönt  les  deux  rayons  vecteurs  d'un 

point  avec  Taxe  focal.    Gninert  Arch.  LI.  99-101.  1870. 

Die  bewiesene  Beziehung  ist  folgende:  Für  die  Ellipse  ist 
der  Quotient  der  Tangenten  der  halben  Neigungswinkel  der 
Leitstrahlen  eines  Punktes  gegen  die  grosse  Axe  (in  demselben 
Sinne  gezählt)  constant,  und  zwar  gleich  dem  Yerhältniss  der 
Summe  der  grossen  Axe  und  des  Abstandes  der  Brennpunkte 
Ton  einander  zur  Differenz  dieser  Grössen.  In  der  Hyperbel  ist 
das  Product  dieser  Tangenten  constant,  und  zwar  gleich  dem 
Verhältnisse  der  Differenz  des  Abstandes  der  Brennpunkte  von 
einander  und  der  grossen  Axe  zur  Summe  dieser  Grössen.  Dar- 
aus folgt  dann,  dass  4qx^+  (1+9)'»'  =  4a' g  die  Gleichung  aller 
Ellipsen  (oder  Hyperbeln)  ist,  fbr  welche  q  den  constanten 
Quotienten  (oder  das  constante  Product)  der  Tangenten  be- 
zeichnet, wenn  q  positiv  und  >  1  (oder  negativ  und  <Cl)  ist 

T. 

G.  Dostor.     Inclinaison  du  rayon  vecteur  sur  Taxe  de 

la  parabole.      Grunert  Arch.  LI.  102.  1870. 

Die  Tangente  des  halben  Neigungswinkels  des  Leitstrahles 
eines  Punktes  gegen  die  Axe  der  Parabel  ist  gleich  dem  Ver- 
.hältniss  des  Parameters  zur  Ordinate  des  Punktes.  T. 

M.  Kuhn.  Einiges  über  die  Entwickelung  der  Kegel- 
schnittslinien aus  zwei  gegebenen  Kreisen  in  analy- 
tischer Behandlung.  1869. 

Die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  zwei  gegebene  be- 
rühren, liegen  auf  zwei  Kegelschnitten;  der  eine  dieser  Kegel- 
schnitte, unter  denen  aber  keine  Parabeln  sind,  enthält  die 
Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  die  gegebenen  gleichartig,  der 
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andere  diejenigen,  welche  sie  ungleichartig  berühren.  Die  Arten 
der  resultirenden  Kegelschnitte  sind  durch  die  Lage  der  ge- 
gebenen Kreise  und  durch  die  Grösse  ihrer  Radien  bedingt. 
Der  eine  der  beiden  Kegelschnitte  lässt  sich  stets  durch  die 
Summe,  der  andere  durch  die  DiJSferenz  der  Radien  statt  der 
einzelnen  Radien  ausdrücken.  Daher  kann,  wenn  man  die 
Radien  variabel  nimmt,  doch  ihre  Summe  oder  Differenz  con- 
staut  bleiben,  d.  h.  einer  der  beiden  resultirenden  Kegelschnitte 
kann  flir  yeränderliche  Grössen  der  Radien  der  gegebenen  Kreise 
constant  bleiben.  Von  diesen  beiden  Kegelschnittschaaren,  die 
man  erhält,  jenachdem  man  die  Summe  oder  die  Differenz  der 
Radien  variiren  lässt,  sind  die  Curven  des  einen  Systems  ortho- 
gonale Trajectorien  zu  denen  des  andern. 

Die  Gleichungen  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  bei- 
den Kreise  zeigen,  dass  die  etwa  Torhandenen  Asymptoten  der 
Kegelschnitte  paarweis  auf  ihnen  senkrecht  stehen,  ferner  dass 
die  TangentenstOcke  zwischen  den  Berührungspunkten  durch  die 
Asymptoten  halbirt  werden.  Daraus  ergiebt  sich  eine  Con- 
struction  der  Asymptoten,  welche  keine  Kenntniss  der  übrigen 
Constanten  voraussetzt. 

Die  nun  folgende  Untersuchung  über  Potenzlinie  und  Aehn- 
lichkeitspunkte  lässt  den  oben  angegebenen  Satz  von  den 
Asymptoten  als  speciellen  Fall  eines  anderen  erscheinen  und 
führt  auch  noch  zu  einer  andern  geometrischen  Definition  der 
Kegelschnittslinien. 

Lässt  man  endlich  einen  der  gegebenen  Kreise  unendlich 
gross  werden,  d.  h.  in  eine  Gerade  übergehen,  dann  erhält  man 
als  resultirende  Kegelschnitte  zwei  Parabeln. 

(Dr.  L.  C.  Schultz  von  Strassnitski:  Handbuch  der  Geometrie 
ftlr  Praktiker  1850.  Dr.  J.  Th.  Kulik:  Lehrbuch  der  höhern 
Analysis  1844.  Bd.  IL  Christoph  Taulus:  Grundlinien  der  neuem 
Geometrie.  VL  Buch).  T. 

F.  D.  Thomson.    The  equation  to  the  axes  of  a  conic. 

MoBsenger  y.  65-66.  1869. 
Die  Gleichung  der  Axen  des  Kegelschnittes 
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wird  in  der  Form 


0  = 


/  ds    .dsy  r  ^s     dsy  ri^^s      ds> 


dS\' 

V 
c'B+b'C-^2bcF,  o'C+cM-2caG,  b'Ä+a'B-2abH 
1  1  1 

erhalten,  wenn  man  die  Punkte  sucht,  in  denen  der  Erümmungs^ 
kreis  eine  4  punktige  Berührung  mit  dem  Kegelschnitte  eingeht, 
d.  h.  die  Punkte,  in  denen  die  gemeinschaftliche  Sehne  des  Kegel- 
schnittes und  des  Kreises  Polare  des  Berührungspunktes  wird. 

He. 

H.   G.   DaY.      Note    On    COnic  sections.        Measenger   V.    86. 
1869. 

Der  äussere  Winkel  zwischen  den  Tangenten,  die  man  von 
einem  Punkte  ausserhalb  einer  Ellipse  an  diese  ziehen  kann, 
ist  gleich  den  Summen  der  Winkel,  unter  denen  irgend  eine 
dieser  Tangenten  von  den  beiden  Brennpunkten  aus  gesehen  wird. 

He. 

A.  Cayl-ey.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  7. 

MessoDger  V.  49-51.  1869. 
Es  wird  gezeigt,  wie  eine  Ellipse  construirt  werden  kann 
als  die  Enveloppe  eines  variabeln  Kreises,  der  seinen  Mittelpunkt 
auf  einer  der  Axen  hat,  und  es  werden  die  geometrischen  Eigen- 
thümlichkeiten  entwickelt,  die  sich  ergeben,  je  nachdem  die  grosse 
oder  die  kleine  Axe  benutzt  ist.  Glr.  (0.) 

A.  Bertrand.     Rectification   directe    de    Tellipse.      inat. 

1.  sect.  XXXVIII.  88  1870. 
Die  Note  enthält  die  Angabe  einer  stark  convergirenden 
Reihe  für  den  Quadranten  der  Ellipse.  Die  Reihe  ist  nach  An- 
gabe des  Herrn  Verf.  durch  Kinematik  ohne  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  erhalten.  Auch  andere  Curven 
können  durch  die  angewandte  Methode  rectificirt  werden. 

T. 

A.    Cayley.      Solution    of    a    Senate -House    Problem. 

Messenger  V.  24-27.  1869. 
Das  Problem  in  der  Form,  in  der  der  Verfasser  es  aus- 
spricht, ist  dieses: 


Digitized  by  VJiOOQlC 


Gapitel  2.    Analytische  Geometrie  der  Ebene.  489 

Wenn 


eoB  ^^  COS  tp    ,    Bin  6^  sin  g> 
?         "^         6- 


■1  =0, 


cos g,  cos y   ,    Bing, Bin y    ,  ^  _  ^ 
? "f  6^         +^  -^  "' 

wo  a'+6"  =  1,  so  ist  auch 

cos  0,  cos  d,    ,    Bin  ö,  sin  ö,       . 

d" + P +*  ="  ^• 

Nachdem  der  Beweis  geliefert,  wird  der  Satz  unter  Vernach- 
lässigung der  Bedingung  d'+b^=  1  yerallgemeinert  und  lautet 
dann  in  geometrischer  Form: 

Sei  (a?,y)  ein  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  -r  +  -^  — 1  =0, 

welcher  von  der  Polare  dieses  Punktes,  genommen  in  Bezug  auf 

den  Kegelschnitt —i-  + -TT— *  =  0,  in   den   Punkten    (x^t/i)} 

C^uVt)  geschnitten  wird,  so  sind  diese  beiden  Punkte  harmonisch 
in  Rücksicht  auf  den  Kegelschnitt 

Dieser  Satz  wird  ferner  specialisirt,  indem  statt  des  Kegel- 

X*        1/* 

Schnittes  — i-f-^— *  =OeinKreisa;'+y'  =  a'+fc'genommenwird. 

He. 

H.  G.  Dat.    Notes  on  geometiical   conics.     Quart,  j.  x. 

125-126.  1869. 
Verkürzt  man  die  auf  einem  Durchmesser  errichteten  Or- 
dinaten  eines  Kreises  (des  Httlfekreises)  in  gegebenem  Verhält- 
nisse 80  erhält  man  eine  Ellipse.    Von  dieser  Definition  ausgehend 
wird  in  elementar -geometrischer  Weise  bewiesen: 

1)  Dass  jeder  Durchmesser  einer  Ellipse  gleich  ist  der 
Sehne  des  Hülfskreises,  welche  durch  einen  Brennpunkt  parallel 
dem  excentrischen  Radius  des  Hülfskreises  gezogen  ist,  der  dem 
Durchmesser  entspricht. 

2)  Dass  für  irgend  einen  Punkt  der  Curve  die  Summe 
der  Entfernungen  von  den  Brennpunkten  constant  ist 

He. 
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A-  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  1. 

Messenger  V.  40-41.  1869. 

Wenn  |/(a?-a)'+(y-6)',    y(a:-~a0'+(y-6')*   und   c   reell 
und  positiv  sind,  so  darf  man  in  der  Gleichung 

die  Zeichen  nicht  willkürlich  wählen,  sobald  man  sie  als  Glei- 
chung einer  Curve  betrachtet.  Ellipse  und  Hyperbel  werden 
folgendermassen  unterschieden:  Schreibt  man  die  Gleichung  in 
der  Form  +i/S+/S'  =  c,  so  muss  im  ersten  Fall  für  einen 
reellen  Punkt  der  Curve  die  Relation  i/S+  ^S'  =  c  stattfinden 
und  c  >  ^(ji^ay+(h—by  sein;  im  zweiten  Fall  ist  die  Re- 
lation |/S-v^S'  =  c  oder  — /S+^S'  =  c  (jede  für  einen  Zweig) 
und  c  <  y(a~aO'+ C6-6'7:  Glr.  (0.). 

P.    Cassani.      Soluzione    della    quistione    No.   178    dei 
Nouvelles  Annales.    BattagUni  G.  viii.  202.  1870. 

Schz. 
Un  Dilettante.     Sopra  due   quistioni  del  Salmon  nel 

trattatto   delle  COniche.   Battaglini  Q.  VII.  254-255.  1869. 

Lösung  von  2  Aufgaben  aus  Salmon,  Anal.  Geometrie  der 
Kegelschnitte,  übers,  von  Fiedler,  Cap.  15-  0. 

E.  Leclert.     Propri^t^s  de  la  parabole.   Nouv.  Ann.  (2)  ix. 

337-339.  1870. 
Beschreibt  man  um  einen  Punkt  der  Axe  einer  Parabel 
einen  Kreis,  welcher  die  Parabel  in  ihrem  Scheitel  0  beröhrt, 
projicirt  man  dann  einen  Parabelpunkt  M  auf  die  Axe  nach  H 
und  verlängert  MH  bis  zum  Durchschnitt  S  mit  der  Kreisperipherie, 
dann  ist  das  Yerhältniss  von  MH  und  OS  constant,  für  jede  Lage 
des  Parabelpunktes  M.  Die  Umkehrung  des  Satzes  bleibt  auch 
richtig.  Diese  Sätze  geben  einerseits  eine  Beziehung  zwischen 
der  Parabel  und  einem  berührenden  Kreise,  und  gestatten  anderer- 
seits eine  Gonstruction  von  Parabelpunkten,  sobald  nur  der 
Scheitel,  die  Lage  der  Axe  und  ^in  Parabelpnnkt  gegeben  ist 

T. 
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S.  Morel.  Problfemes  de  g^omätrie  analytique.  Nouv.  Ann. 

(2)  VIII.  272-274.  1869. 

Nur  die  Hyperbel,  bezogen"  auf  ihre  Asymptoten  als  Coor- 
dinatenaxen,  hat  die  Eigenschaft,  dass  immer  das  StUck  eiqer 
Tangente,  das  zwischen  den  beiden  Goordinatenaxen  liegt,  durch 
den  Berührungspunkt  halbirt  wird. 

Mit  Httlfe  dieses  Satzes,  dessen  Beweis  allgemein  gegeben 
wird,  wird  dann  bewiesen,  dass  diejenige  Fläche,  welche  durch 
eine  Gerade  erzeugt  wird,  die  sich,  ohne  sich  zu  schneiden,  um 
eine  verticale  Axe  dreht,  ein  Umdrehungs-Hyperboloid  ist 

T. 

G.  Dostor.     Propri^t^   des   bissectrices  d'un   angle    du 

•  triangle,  avec  application  aux  tangentes  et  normales 

de  rellipse  et  de  riiyperbole.  .  Nouv.  Ann.  (2)  ix.  547-550. 

1870. 
Durch  Benutzung  des  bekannten  Satzes,  dass  die  Halbirungs- 
linie  eines  Dreieckswinkels  sich  mit  dem  im  Halbirungspunkte 
der  Gegenseite  errichteten  Lothe  auf  der  Peripherie  des  dem 
Dreieck  umschriebenen  Kreises  schneidet,  wird  der  Satz  herge- 
leitet, dass  das  Product  zweier  Dreiecksseiten  gleich  dem  Product 
der  Halbirungslinien  des  eingeschlossenen  Winkels  oder  seines 
Nebenwinkels  ist.  Die  Länge  der  Halbirungslinien  wird  ge- 
rechnet im  ersten  Falle  vom  Scheitel  des  Winkels  bis  zum  Durch- 
schnittspunkt mit  der  Gegenseite,  und  im  zweiten  Falle  vom 
Scheitel  des  Winkels  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  umschriebenen 
Kreise.  Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  Ellipse  und  Hyperbel 
f&hrt  zvL  Sätzen,  die  über  die  Längen  von  Normalen  und  Tan- 
genten eines  Gurvenpunktes  handeln.  T. 

G.  Dostor.     Propri^tds    nouvelles    des    diam^tres    con- 
juguds  de  Tellipse  et  de  Thyperbole.   Nouv.  Ann,  (2)  Yili. 

48l-4d2.  1869. 
Um  über  den  Inhalt  dieser  Arbeit  eine  Uebersicht  zu  er- 
halten,  sei   es   gestattet,  die  erhaltenen  Lehrsätze,  der  Kürze 
wegen   in   ihrer   analytischen   Form    wiederzugeben;    wo    sich 
doppelte  Vorzeichen  finden,  gelten  die  oberen  (unteren)  Ar  die 

Fortschr.  d.  Math.  U.  2.  33 
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Ellipse  (Hyperbel).    Die  Gleichung  der  Curven  sei: 
aY+6'a;'  =  +a'fc',    und    c' =  a'+fc'. 

Der  Mittelpunkt  der  Curven  sei  0,  P  sei  einer  ihrer  Punkte 
mit  den  Gpordinaten  x,  y;  F,  F'  seien  die  Brennpunkte,  dann 
werde  bezeichnet:  OP,  FP,  FT  respect.  durch  ß,  r,  r';  die  Winkel, 
welche  FP  und  FT  mit  der  positiven  fiichtung  der  Abscissenaxe 
bilden,  seien  durch  F  und  F',  und  der  Winkel  FPF^  durch  2q> 
bezeichnet;  die  analogen  Grössen  für  den  OP  conjugirten  Halb- 
messer OP^y  der  mit  OP  den  Winkel  V  bildet,  seien  durch  den 
Index  1  von  den  filr  OP  geltenden  unterschieden.  Diejenigen 
Sätze,  welche  einfache  Folgen  schon  genannter  sind,  ebenso  Re- 
sultate, die  sich  im  Laufe  der  Rechnung  ergeben,  mögen  flber- 
gangen  werden. 

Für  beide  Curven  zugleich  gelten  folgende  Sätze: 
e'  =  a'  ±  6'  Trr',  q]  =  rH,  p'  =  r^  r\ , 

9  13  3  3   I      a         ra  COSCp  2g 

—   *          '  ^  --^*          '       cosqpj       2ft 

Getrennt  für  beide  Curven  gelten  die  folgenden: 

Ellipse.  Hyperbel. 

tg^F  _  tf-f  c  4.   ,  17  *   1  Ff      ^—^ 


tg^F'       a-c' 

^^-^^'        c+a' 

ej8in>  +  ()'sin>,  =  c\ 

siny  __   2g    2a 
sin  9,  ~  2ft    26' 

j;9 

tg>  +  tg>i  =pr, 

IgVt       2a' 

sin  V  =  -^COSqp.  COSqpj , 

sinF=sin9).siny4. 

Die  Fälle,  dass  die  beiden 

conjugirten  Halbmesser  einander 

gleich  sind,   und  dass  die  Hyperbel  gleichseitig  ist,  werden  be- 
sonders am  Schlüsse  erörtert.  T. 

G.  Dostor.     Propri^te  de  la  bissectrice  d'un  angle  dans 

le  triangle.    Grunert  Arch.  LI.  97-99.  1870. 

Gegenstand  der  Arbeit  ist  der  Beweis  des  Satzes,  dass  die 
Tangente  des  Neigungswinkels  der  Halbirungslinie  eines  Drei- 
eckswinkels gegen  die  gegenüberliegende  Seite  sich  zur  Tangente 
des  halben  Dreieckswinkels  verhalte,  wie  die  Summe  der  den 
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ganzen  Winkel  einscbliessenden  Seiten  zu  ihrer  Differenz.-  Von 
diesem  Satze  wird  eine  Anwendung  auf  Ellipse  und  Hyperbel 
genacht.  T. 

R  B.  Worthington.     On  the  parabola.        Messenger   v. 

95-102.  1869.  166-168.  1870. 
1)  Zieht  man  von  einem  festen  äussern  Punkt  0  beliebig 
viele  Sehnen  OBC,  so  werden  diese  mittel -proportional  getheilt 
von  einem  festen  Durchmesser.  2)  Berühren  die  Seiten  eines 
Dreiecks  ABC  eine  Parabel  in  P,  Qy  R,  so  schneidet  der  durch 
0  gezogene  Durchmesser  PR  in  einem  Punkte  Z>,  so  dass  ABCD 
ein  Parallelogramm  ist 

Diese  Sätze  werden  auf  folgende  Probleme  angewandt:  Man 
soll  eine  Parabel  beschreiben,  die  1)  2  Linien  berührt  und  durch 
2  Punkte  geht,  2)  3  Linien  berührt  und  durch  einen  Punkt  geht, 

3)  durch  3  Punkte  geht  und  einen  gegebenen  Durchmesser  hat, 

4)  durch  3  Punkte  geht  und  1  Linie  berührt.  Glr.  (0.) 

C.  T.      Two  ßhort  proofs,     Messenger  V.  170.  1870. 

Es  wird  eine  Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hyperbel  ab- 
geleitet und  der  Beweis  geliefert,  dass  der  äussere  Winkel 
zwischen  irgend  zwei  Tangenten  gleich  der  halben  Summe  der 
Winkel  ist,  welche  ihre  Sehnen  vom  Berührungspunkte  nach  den 
Brennpunkten  bilden.  Glr.  (0.) 

E.  Hochheim,  üeber  geometrisclie  Oerter  der  merkwürdigen 
Punkte  des  Dreiecks.    Scbiömiich  z.  xv.  33-41. 1870. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  geometrischen  Oerter 
der  merkwürdigen  Punkte  eines  Dreiecks  (nämlich  des  Höhen' 
durohschnittspunktes,  des  Schwerpunktes  und  des  Mittelpunktes 
des  ein-  und  umgeschriebenen  Kreises)  für  den  Fall  behandelt, 
dass  die  eine  Seite  des  Dreiecks  constant  und  fest  ist,  der  gegen- 
überliegende Eckpunkt  aber  auf  einem  Kegelschnitt  hingleite. 
Die  Gleichungen  der  geometrischen  Oerter  werden  abgeleitet, 
nnd  aus  denselben  werden  Schlüsse  über  ihre  Form  gezogen. 

T. 
33* 
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K.  Mette.     Ueber  die  Kegelschnitte:  a)  Von  der  Parabel. 

Pr.  G.  Zerbst.  1869. 
Elementare  Behandlung  der  einfachsten  Sätze  und  Anfgaeben 
von  der  Parabel.    Die  Methode  und  deren  Mängel  bieten  keinen 
Anlass  zu  weiterer  Beachtung.  H. 

G.  DosTOß.     G^ndralisation  d'un  th^orfeme  d'Euler  sur 
le  cercle  et  son  cxtension  ä  Tellipse.      Gmnert  Arch.  LI. 

106-109.  1870. 

Der  behandelte  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Euler'- 
sehen  Satzes  vom  Kreise,  der  nach  Angabe  des  Herausg.  d.  Arch. 
von  Euler  selbst  in  der  Abhandlung:  „Variae  demonstrationes 
geometricae.  N.  Comm.  A.  Petrop.  T.  I.  p.  49"  Fermat's  Lehr- 
satz genannt  wird.  Auf  den  speciellen  und  erweiterten  Satz 
bezügliche  Abhandlungen  finden  sich  in  Grunerts  Arch.  XXYII, 
116.  XXX,  120.  XXXI,  61.  Der  auf  die  Ellipse  ausgedehnte 
Satz  lautet: 

Errichtet  man  über  einer  der  Axen,  (etwa  über  AJ!  =  2a) 
ein  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  dem  Product  der  andern  Halb- 
axe  und  i/2  ist  (hier  =  h .  ]/2),  verbindet  man  dann  irgend  einen 
Ellipsenpunkt  jf  mit  den  ausserhalb  der  Ellipse  liegenden  Ecken 
C  und  C"  des  Rechtecks,  und  verlängert  die  Verbindungslinien 
VLC  und  itfC  bis  zu  den  Durchschnitten  B  und  D',  mit  der  grossen 
Axe,  dann  ist  für  jede  Lage  des  Punktes  Jlf: 
.1Z>''+.1'Z>'  =  4a'  =  AA^\ 
Der  Beweis  wird  in  der  Art  gefllhrt,  dass  die  Höhe  des  Recht- 
ecks zunächst  beliebig  angenommen  und  dann  durch  Rechnung 
gefunden  wird,  dass  sie  =  6/2  sein  muss,  wenn  die  Behauptung 
richtig  sein  soll.  Für  a  =  6  erhält  man  den  für  den  Kreis  gel- 
tenden Satz.  Eine  Folgerung  zeigt  dann,  in  welchem  Verhält- 
niss  die  grosse  Axe  durch  die  Punkte  J>  und  Z>'  getheilt  wird. 

T. 

F.  de  Lanneau.     Instrument  destin^  k  tracer  une  ellipse 
sd'un  mouvement  continu.  0.  B.  LXVIII.  1573.  1869. 

Das  Instrument  beruht  auf  dem  Princip,  dass,  wenn  2  Punkte 
einer    geraden  Linie    sich    auf  den   Schenkeln   eines   rechten 
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Winkels  bewegen,  die  Punkte  ihrer  Verbindungslinie  Ellipsen 
beschreiben.  0. 

V*  N.  Bitonti.     Dimostrazione  delle  quistioni  2,  3  e  4. 

Battaglini  G.  VIII.  291.  1870. 

Es  werden  einige  Formeln  für  gewisse  Winkel  am  sphäri- 
schen Dreieck  und  die  folgenden  beiden  Sätze  bewiesen: 

Sind  die  Tangenten  einer  Ellipse  an  den  Schnittpunkten 
mit  einer  confocalen  Hyperbel  parallel  den  Asymptoten  dieser 
letzteren,  so  verhalten  sich  die  Axen  der  Ellipse,  wie  die  Quadrate 
der  Axen  dieser  Hyperbel. 

Unter  allen  Dreiecken,  welche  denselben  Umfang  haben  und 
einen  gegebenen  Winkel  enthalten,  hat  das  gleichschenklige 
Dreieck  mit  diesem  Winkel  an  der  Spitze  den  grdssten  Flächen- 
inhalt. Schz. 

Beöceerhoff.         Das    ApoUonische    Tactionsproblem. 

Fr.  Beathen  1870. 
Zur  analytisch -geometrischen  Lösung  der  Aufgabe,  einen 
Kreis  zu  construiren,  welcher  drei  gegebene  berührt,  sind  die 
Kegelschnitte  betrachtet,  von  denen  jeder  der  Ort  für  die  Mittel- 
punkte der  sämmtlichen  Berührungskreise  an  zwei  der  gegebenen 
Kreise  ist.  Durch  Gombination  der  Gleichungen  zweier  der  drei 
Kegelschnitte,  welche  so  zu  den  drei  gegebenen  Kreisen  gehören, 
sind  die  Goordinaten  der  Mittelpunkte  der  gesuchten  Berührungs- 
kreise  berechnet.  Daran  schliesst  sich  die  Discussion  der  Fälle, 
in  denen  einer  oder  mehrere  der  gegebenen  Kreise  in  Funkte 
oder  Gerade  degeneriren.  Neue  Resultate  enthält  die  Abhand- 
lung nicht.  Seht. 

A.  Catlby,     A  „Smith's  Prize"  pajxer  1869.   Question  5. 

Messenger  V.  45-47.  1869. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  zweier  Tangenten  an  einen 
Kegelschnitt,  harmonisch  bezogen  auf  einen  zweiten  Kegelschnitt,  ist 
ein  Kegelschnitt.  Der  Verfasser  zeigt,  es  folge  aus  diesem  Satze, 
dass  der  Winkel  in  einem  Halbkreise  in  der  ebenen  Geometrie 
ein  rechter  Winkel  sei^  in  der  sphärischen  dagegen  nicht. 

Glr.  (0.) 
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R.  Staudigl.    Ellipsenconstructionen.    Wien.  Ber.  Lix.  189- 

200.  1869. 
Mit  Hilfe  eines  affinen  Kreises  werden  Ellipsen  construirt, 
welche. 

a)  durch  zwei  der  Lage  nach  gegebene  conjugirte  Dureh- 
messer und  zwei  Punkte  oder  einen  Punkt  und  eine 
Tangente  oder  zwei  Tangenten  oder  eine  Tangente  mit 
ihrem  Berührungspunkt, 

b)  durch  einen  der  Lage  und  Grösse  nach  gegebenen  Durch- 
messer und  zwei  Elemente  (Punkte  oder  Tangenten) 

bestimmt  sind.  Schz. 

L.  Paillote.    Moyen    simple    de   mener   la  normale  h 

Tellipse.     Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  269.  1869. 

Hat  man  mit  Hilfe  der  beiden  concentrischen  Kreise,  deren 
Badien  die  Halbaxen  der  Ellipse  sind,  die  Ellipsenpunkte  in  be- 
kannter Weise  construirt,  dann  kann  man  vermittelst  eines  dritten 
concentrischen  Kreises,  dessen  Radius  gleich  der  Summe  der 
Halbaxen  ist,  die  Ellipsennormalen  construiren.  T. 

J.  WoLSTENHOLME. ,    On  a  certain  System  of  trigonome- 
trical   equations,  with   applications  to  the  porisms  of 

tWO   COaxal   COnics.     Quart.  J.  X.  356-368.  1870. 

Mit  Porisma  wird  der  Fall  bezeichnet,  wo  einer  Bedingung 
entweder  keine  oder  unendlich  viele  Lösungen  entsprechen,  wie 
er  z.  B.  bei  einem  zwischen  zwei  Kreise  beschriebenen  Vieleck 
stattfindet.    Hiernach  sind  die  Gleichungen 

Iacos/?cosy  +  6sin/?siny  =  c, 
acoQaco8ß-\'bQmasinß  =r  o, 

als  Bestimmungen  der  ungleichen  a,  /?,  y  zwischen  0  und  2a 
porismatiscb,   sofern   sie   für   bo-j-^a  +  ofr  =  0  unendlich  viele, 
ausserdem  keine  Lösung  haben. 
Sind  nun 

a;  =  acos7>,  a'cos^^;    y  =  6sin<)p,  6'8in9> 
die   Gleichungen  zweier  Kegelschnitte  S,  S'  von  gemeinsamen 
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Axen,  a,  /?,  y  die  Werthe  des  excentrischen  Winkels  9  für  die 
Ecken  eines  in  S  und  um  S'  beschriebenen  Dreiecks,  so  haben 
die  Bedingungen  fbr  a,  /$,  ;"  die  Form  der  porismatischen  Glei- 
chungen (il.)  und  zwar  zeigt  sich,  dass  der  Fall  der  L&sung  ein- 
tritt für 

Die  Normalen  für  die  Eckpunkte  wie  für  die  Berührungs- 
punkte schneiden  sich  in  einem  Punkte ;  der  Ort  eines  jeden  der 
Schnittpunkte  ist  ein  coaxaler  Kegelschnitt;  das  gleiche  gilt  von 
den  Orten  des  Mittelpunkts  des  umschriebenen  Kreises,  des 
Schwerpunkts  und  des  Höhendiirchschnitts  des  Dreiecks.  Ist  S' 
ein  Kreis,  so  ist  der  Radius  des  um  das  Dreieck  beschriebenen 
Kreises  =i(a  +  6). 

Schliesslich  werden  in  gleicher  Weise  die  zwischen  zwei 
coaxale  Kegelschnitte  beschriebenen  Vier-  und  Fünfecke  untersucht. 

H. 

G.  Eossi.     Sulla   locale    de'    centri    delle  coniche,  che 
toccano  due  rette  e  passaiio  per  due  punti.     Battagiini 

G.  VII.  174-175.  1869. 

Zwei  gegebene  Tangenten  eines  variabeln  Kegelschnitts 
werden  zu  Axen  der  a?,  y  genommen,  in  Bezug  auf  welche  zwei 
gegebene  Punkte  der  Curre  durch  die  Coordinaten  oiy\  a;"y" 
ausgedrückt  sind.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  hat  dann 
die  Form 

xy  =  Caa?  +  6y  +  0'- 
Ihre  partiellen  Ableitungen  bestimmen. die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts, dessen  Ort  gesucht  wird,  und  geben  zusammen: 

ax  =  hy. 
Die  Anwendung  der  Gleichung  selbst  auf  die  gegebenen  Punkte 
liefert  2  neue,  in  a,  6,  c  lineare  Gleichungen  mit  Doppelvor- 
zeichen vor  '{xy.  Hierdurch  bestimmen  sich  leicht  die  Werthe 
von  fl,  6,  c,  nach  deren  Einsetzung  in  eine  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen man  eine  Gleichung  zweiten  Grades  für  jenen 
Ort  findet,  und  zwar  zeigt  sich,  dass  derselbe  aus  2  Hyperbeln 
besteht,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  die  Mitte  des  Badius- 
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vectors  der  Mitte  der  Verbindungglinie  der  2  gegebenen  Punkte 
ist  SchlieBslich  wird  noch  eine  Regel  zur  Constniction  der 
Asymptoten  aufgestellt.  H. 

G.  MiRABELLO.     Sopra  una  quistione  proposta  nel  gior- 
nale  di  Terquem.   Battagiiui  Q.  Yii  i76.  1869. 

Die  Aufgabe  ist,  den  Ort  des  Mittelpunkts  eines  in  ein  Drei- 
eck eingeschriebenen  Kreises  zu  berechnen,  dessen  eine  Ecke 
im  Brennpunkt  eines  festen  Kegelschnitts,  und  dessen  Gegenseite 
eine  durch  den  andern  Brennpunkt  gehende  Sehne  ist.  Es  er- 
giebt  sich  eine  Ellipse.  Zu  Hülfe  genommen  wird  der  Umstand 
dass  der  beschreibende  Punkt  der  Durchschnitt  der  zwei  Nor- 
malen in  den  Endpunkten  der  Sehne  ist.  Dieselbe  Aufgabe,  zu- 
erst gestellt  von  Rouchö,  hatte,  wie  der  Verfasser  sagt,  Grouvelle 
auf  andere  Weise  gelöst,  indem  er  theilweise  geometrische  Be- 
trachtungen anwandte.  ,  H. 

V.  Mollame.     Dimostrazione   dei   teoremi  3  e  4,  enun- 

Ciati   a  pag.  228.    Battaglini  G.  VIIL  366-369.  1870. 

Beweis  folgender  Sätze; 

1)  Sind  S  und  S'  zwei  concentrische  Kegelschnitte  von  der 
Art,  dass  sich  in  S  Dreiecke  einschreiben  lassen,  die  S'  umge- 
schrieben sind;  und  ist  ABC  ein  solches  Dreieck,  dessen  Seiten 
in  -4',  B\  C  den  Kegelschnitt  S'  berühren;  —  so  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Dreiecke  ABC  und  A'B'C*  gleich  demjenigen  der 
Flächeninhalte  von  S  und  S'  für  den  Fall,  dass  S  und  S'  Ellipsen 
sind;  sind  S  und  S'  dagegen  Hyperbeln,  so  ist  das  Yerhältniss 
jener  Dreiecke  gleich  dem  Yerhältniss  derjenigen  Dreiecke,  die 
in  S  und  in  S'  durch  die  beiden  Asymptoten  und  irgend  eine 
Tangente  gebildet  werden. 

2)  Von  allen  Dreiecken  mit  gleichem  Umfang  und  einem 
Constanten  Winkel  hat  dasjenige  den  grössten  Inhalt,  in  welchem 
die  Seiten,  die  den  constanten  Winkel  einschliessen,  einander 
|;leich  sind.  Mz. 
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V.  N.  BiTONTi.     Soluzione  della  quistionel.  p.228. 

BattagliDi  G.  VIII.  371-374.  1870. 

Beweis  des  ersten  Satzes  vom  vorhergehenden  Beferat,  — 
doch  in  einer  anderen  Weise.  Mz. 

E.  d'OviDio.     Nota  sopra  due  teoremi  del  Sig.  Mann- 
heim.   Battaglini  G.  VII.  107-111.  1869. 

Die  beiden  Theoreme  von  Mannheim  sind: 

1)  Es  seien  zwei  Kreise  (0),  (0')  in  einer  Ebene  gegeben, 
und  man  beschreibe  durch  einen  festen  Punkt  A  des  ersten 
Kreises  einen  Kegelschnitt  (C),  der  diesen  Kreis  in  A  und  ausser- 
dem den  Kreis  (OQ  doppelt  berührt.  (C)  treffe  (0)  in  den 
Punkten  D  und  £;  die  Gerade  DE  treffe  die  Bertthrungssehne 
von  (C)  und  (OO  in  M.  Dann  ist  der  Ort  des  Punktes  Jlf,  wenn 
man  alle  möglichen  Kegelschnitte  (C)  obiger  Bedingung  gemäss 
beschreibt,  ein  Kreis. 

2)  In  einer  Ebene  seien  zwei  homofocale  Kegelschnitte  (0), 
(OO  gegeben,  und  man  beschreibe  durch  einen  festen  Punkt  A 
des  ersten  Kegelschnitts  einen  Kegelschnitt  (C),  der  jenen  in 
A^  und  ausserdem  den  zweiten  Kegelschnitt  doppelt  berührt;  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  an  (0)  und  (C),  [abgesehen  von 
derjenigen  in  A,  Zus.  d.  R.]  mögen  sich  in  M  treffen;  betrachtet 
man  alle  Kegelschnitte,  die  dem  (C)  analog  sind,  so  ist  der  Ort 
des  Punktes  M  ein  den  gegebenen  Kegelschnitten  homofocaler 
Kegelschnitt. 

Diese  Theoreme  werden  vom  Verfasser  verallgemeinert,  in- 
dem den  Kreisen  und  homofocalen  Kegelschnitten,  —  beliebige 
Kegelschnitte  substituirt  werden.  Die  Beweise  sind  analytisch, 
und  zwar  sehr  abgekürzt  und  einfach.  Mz. 

A.  MiLiNOWSKi.     Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung. 

Pr.  Tilsit.  1870. 
Verbindet  man  die  entsprechenden  Elemente  Zweier  krumm- 
projeativischen  Gebilde  paarweise  mit  einander,  dann  entsteht 
ein  Kegelschnitt,  der  denjenigen  Kegelschnitt^  durch  dessen  Ver- 
mittelung  die  krumm -projecti vischen  Gebilde  erhalten  waren, 
doppelt  berührt.    Aus  diesem  Satze  werden  in  der  verliegenden 
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Arbeit  die  Eigenschafteit  der  Kegelschnitte,  welche  eine  doppelte 
Berührung  eingehen,  hergeleitet.  Diese  Sätze  beziehen  sich  ein- 
mal auf  einen,  zwei,  drei  und  mehr  Kegelschnitte,  welche  einen 
andern  doppelt  berühren  und  dann  auf  zwei  und  mehr  Kegel- 
schnitte, welche  mit  zwei  andern  eine  doppelte  Berührung  ein- 
gehen. 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  einen  oder  zwei  andere  doppelt 
berührt,  giebt  Veranlassung  zur  Gewinnung  neuer  projectivischer 
Gebilde,  deren  Erzeugnisse  kurz  besprochen  werden.  Am  Schluss 
wird  der  Zusammenhang  berührt,  in  dem  die  Erzeugnisse  von 
projectivischen  Punktreihen  mit  denen  von  ein-  zwei-  deutigen 
Funktreihen  stehen.  Die  Herleitung  noch  anderer  Sätze  ist  an- 
gedeutet. 

An  litterarischen  Notizen  ist  zu  bemerken :  Grelle  J.  XXXVI 
Abhandlung  von  Goepel,  XXXVn  und  XLV  Abhandlungen  von 
Steiner,  LIV  Abhandlung  von  Schröter.  Chasles:  Trait6  des 
sections  .coniques.  Salmon:  Analytische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte bearbeitet  von  Fiedler  §  280.  Schröter:  Theorie  der 
Kegelschnitte  p.  160.  Pfaff:  Neuere  Geometrie  IL  §316.  Heye: 
Geometrie  der  Lage.  T. 

J.  Griffiths.  On  a  property  of  the  eight  circles  which 
can  be  drawn  through  the  sii  points  of  intersection 
of  three  given  circles.   Quart.  J.  x.  230-232.  1869. 

Die  acht  Kreise,  welche  drei  der  sechs  Schnittpunkte  dreier 
gegebener  Kreise  enthalten,  ordnen  sich  in  vier  Paare,  indem 
man  jedesmal  solche  zwei  Kreise  zu  einem  Paare  rechnet,  welche 
zusammen  durch  sämmtliche  Schnittpunkte  hindurchgehen.  Je 
zwei  solche  Paare  bilden  nun  eine  Gruppe  von  vier  Kreisen, 
die  einen  gemeinschaftlichen  Berühi-ungskreis  haben.     Kln. 

W.  S.  BuRNSiDE.  On  the  invariants  and  covariants  of 
a  System  öf  three  conics.    Quart.  J.  X.  239-244.  1869. 

Der  Verf.  zeigt  insbesondere,  wie  die  Invarianten  dreier 
Kegelschnitte  «  =  0,  ©  =  0,  «?  =  0  durch  zehn  unter  ihnen  aus- 
gedrtlekt  werden  können,  n&mlich  durch  die  £ntwickelungs-Go- 
efficienten  der  Determinante  von  Xu-^/iv-^-Vio,  Kln. 
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A.  Caylet.    Note  on  a  relation  between    two    circles. 

Quart.  J.  XL  82-83.  1870. 
Siehe  AbBchn.Vin.  Cap.  5-  p.  385. 

P.  Cassani.     Nota  sul  triangolo  conjugato  di   due   co- 

niche.    Battaglini  G.  VIII.  200-202.  1«70. 

Die  Aufgabe:  ,,Die  Lage  eines  Punktes  zu  bestimmen,  der 
in  Bezug  auf  zwei  gegebene  Kegelschnitte  dieselbe  Gerade  zur 
Polaren  hat'*  führt  zur  Bestimmung  und  zur  Definition  des  zweien 
Kegelschnitten  conjugirten  Dreiecks.  Der  Verfasser  entwickelt 
nun  die  Gleichung  3**"  Grades,  deren  Wurzeln  die  3  Lagen  des 
fraglichen  Punktes  oestimmen ,  und  fligt  eine  Discussion  dieser 
Gleichung  hinzu.  Mz. 

J.  J,  Walker.     On    the    anharmonic-ratio    sextic   of  a 

pair  of  COnicS.     Quart.  J.  X.  162-167.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  in  dieser  Arbeit  die  Gleichung  sechsten 
Grades  auf,  welche  die  anharmouischen  Verhältnisse  des  Büschels 
von  vier  Geraden  bestimmt,  welche  einen  Punkt  0  auf  einem 
Kegelschnitte  S  mit  den  Punkten  verbinden  in  denen  S  von 
einem  zweiten  Kegelschnitt  S'  geschnitten  wird.  Bedeuten  J^ 
J'  die  Discriminanten,  0,  &  die  von  Salmon  so  bezeichneten  simul- 
tanen Invarianten  von  S,  S'^  so  dass 

(1)        JÄ'+Öi'+Ö'Ä+J' 

die  Discriminante   von   äS+S'  ist-,   so   ist  die  verlangte  Glei- 
chung in  X 

8(^A+iy-vA''  =  0,  wo  A^KX-i). 
Hierin  bedeutet 

d  =  4(ö'-3Je0*-(2ö*-9JÖÖ'+27JM'y 
die  mit  J'  multiplicirte  Discriminante  von  (1)  in  Bezug  auf  k 
während 

i  =  3z/ö'-e', 

Siehe  auch  Abschn.  U.  Gap.  1.  p.  55.  He. 

M.  Neuberg.     Triatigles  et  coniques  combinfe.  Nouv.  Ann, 

(2)  ES.  63-66.  1870. 
Es  werden  die  Axen  eines  Kegelschnittes  berechnet,  von 
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welchen  ein  Brennpunkt  und  ein  inschriebenes,  conjugirtes  oder 
umschriebenes  Dreieck  gegeben  sind.    Ist 

a?'+.v'  =  (mx+ny+pay    (»  =  1) 
die  auf  den  gegebenen  Brennpunkt  bezogene  Gleichung  des  zu 

bestimmenden  Kegelschnittes,  so  ist  der  Parameter  —  =  p  und 

•      a       '^ 

die  numerische  Excentricität  ]/ 1 %  =y^ 


w'+n',  also 


— =■  =  1 — ni* — «'  =  g. 


/•..  f,t  /•„ 

tu   /t«   fts 

,  -is\= 

fti    /st   fii 

Sind  ferner 

die  homogenen  Gartesischen  Goordinaten  der  Ecken  des  gege- 
benen Dreiecks,  S  sein  Flächeninhalt,  so  wird  gesetzt: 

Qrs    =    XrX.+yrffa,  T  =  1,    2;    3; 

t^  =  ma?r+nyr+P«r,  <  =  1,  2,  3. 

Durch  Lösung  der  Gleichungen  für  (,,  *,,  «,  werden  die  Coef- 
ficienten  m,  n,  p  als  Functionen  der  t  erhalten;  aus  diesen  folgt: 

Olli 

-4sv=  /;;  a;  ä;  ,  -.4S'g=  i  /•..  ^,.  /;. 

1  A.  A.  A. 

*    /Sl     #8»    M! 

worin  f,-^  =  Q,s  —  t,U  =  far  ist.  Diese  allgemeinen  Formeln  dienen 
zur  Berechnung  der  Axen  des  Kegelschnittes  und  werden  auf 
die  drei  Fälle  angewendet,  dass  das  gegebene  Dreieck  flir  den- 
selben ein  inschriebenes,  conjugirtes  oder  umschriebenes  ist 

Schz. 

Carnoy.    Note  sur  le  triangle  circonscrit  ä  une  conique, 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  339-342.  1870. 

Die  Linien,  welche  die  Spitzen  eines  Dreiecks,  das  einem 
Kegelschnitt  umschrieben  ist,  mit  den  Berührungspunkten  der 
Gegenseiten  verbinden,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  0;  die 
Seiten  dieses  Dreiecks  werden  von  denen  des  entsprechenden 
eingeschriebenen  Dreiecks  in  Punkten  geschnitten,  welche  auf 
einer  bestimmten  Geraden  L  liegen.    Es  werden  die  Gleichungen 
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des  Ortes  des  Punktes  0  und  der  Einhüllenden  der  Geraden  L 
entwickelt,  wenn  von  den  drei  tangirenden  Seiten  eine  variabel  ist. 

T. 

A.  Zimmermann.  Untersuchung  der  einer  Ellipse  ein- 
und  umschriebenen  Dreiecke  und  Parallelogramme 
bezüglich  ihrer  Fläche.     Pr.  Czemowitz.  1869. 

Ausser  der  Untersuchung  des  Flächeninhalts  der  obenge- 
nannten Figuren  in  Bezug  auf  seine  Grösse,  seine  Maxima  und 
Minima  bringt  die  Arbeit  noch  einige  Sätze,  welche  die  Seiten 
oder  Eckpunkte  djpser  Dreiecke  oder  Parallelogramme  betreffen. 

T. 

H.  Komi«  Untersuchung  über  das  einer  Ellipse  einge- 
schriebene gl'ÖSSte  fl-Eck.    Pr.  Itzehoe.  1869. 

H.  Küffli.  Das  kleinste  «-Eck  um  eine  Ellipse  zu  be- 
schreiben.     Pr.  Itzehoe.  1870. 

Durch  Difierentiiren  der  analytischen  Formel,  durch  welche 
der  Inhalt  eines  Polygons  durch  die  Coordinaten  seiner  Eck- 
punkte bestimmt  wird,  werden  die  Bedingungsgleichungen  her- 
geleitet, denen  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  gi'össten 
einer  Ellipse  eingeschriebenen  n-Ecks  gentlgen  müssen.  Die  all- 
gemeinen Resultate  werden  dann  speciell  auf  das  Dreieck  ange- 
wandt. Setzt  man  den  Satz,  dass  unter  den  einem  Kreise  ein- 
geschriebenen Polygonen  das  reguläre  das  grösste  ist,  als  bekannt 
voraus  —  der  Beweis  dieses  Satzes  wird  in  grossen  Zügen  an- 
gedeutet —  dann  kann  man  mit  Hilfe  der  Projectionslehre  das 
vom  Dreieck  gewonnene  Endresultat  auf  ein  beliebiges  n-Eck 
übertragen  und  findet ,  dass  die  P/ojection  des  regulären  Kreis- 
polygons  auf  die  Ellipsenebene  das  verlangte  grösste  Polygon 
ist.  Sein  Inhalt'  wird  berechnet.  Als  Beispiel  wird  das  einer 
Ellipse  eingeschriebene  grösste  Fünfeck  construirt  (siehe  Fortschr. 
d.  M.  L  283.  Grelle,  Ueber  das  etc.).  In  der  zweiten  Arbeit,  die 
als  ein  Anhang  der  ersten  bezeichnet  ist,  wird  der  Satz,  dass 
unter  allen  einem  Kreise  umschriebenen  Polygonen  das  regel- 
mässige das  kleinste  ist,   als  Ausgangspunkt  genommen.    Die 
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Projection  dieses  regulären  Polygons  auf  die  Ebene  der  Ellipse 
(wenn  die  Ellipse  selbst  die  Projection  des  Kreises  ist)  ist  das 
gesuchte  kleinste  n-Eck.  Der  Inhalt  dieses  wird  berechnet. 
Durch  successive  Berechnung  des  Inhaltes  des  grössten  und 
kleinsten  Dreieckes,  Viereckes,  etc.  kann  ipan  dann  den  Inhalt 
einer  Ellipse  in  ähnlicher  Weise  bestimmen,  wie  man  in  der 
Planimetrie  den  Inhalt  des  Kreises  durch  Annäherung  bestimmt 

T. 

H.  MyLORD,  Lösning  af  opgave  204.  Tychsen  Tidsskr.  (2) 
V.  40.  1869. 

Lösung  des  folgendep  Problems :  Eine  Scliaar  von  Dreiecken 
hat  zurGrundlinie  eine  gerade  Linie,  die  durch  den  einen  Brennpunkt 
eines  Kegelschnitts  geht,  während  die  Spitze  sämmtlicher  Drei- 
ecke im  anderen  Brennpunkte  liegt.  Es  soll  der  Ort  für  die 
Mittelpunkte  der  Kreise  bestimmt  werden,  die  jenen  Dreiecken 
einbeschrieben  sind.  Hn.  (Wn.) 

T,  N.  Thiele.     Lösning  af  opgave  23.   .  Tychsen   Tidsskr. 

(2)  V.  65.  1869. 

H.  MyLORD.  Lösning  af  opgave  70.  Tychsen  Tidsskr.  (2) 
V,  70.  1869. 

Lösung  zweier  geometrischen  Probleme  über  die  grösste 
Ellipse,  die  einem  Viereck  oder  einem  Dreieck  einbeschrieben, 
und  die  kleinste  Ellipse,  die  denselben  Polygonen  umschrieben 
werden  kann.  Hn.  (Wn.) 

Ch.  Lindmann.  Anteckningar  angaende  rätliniga  figurer, 
inskrifna  uti  öch  omskrifna  omkring  an  ellips.  Dillner 
Tidsskr.  IL  219.  1869. 

Handelt  von  den  grössten  und  kleinsten  Polygonen,  die  man 
um  oder  in  eine  Ellipse  beschreiben  kann.      '     Hn.  (Wn.) 

K.  W.  G,     On  geometrical    methods    in   maxima   and 

minima.    Messenger  V.  122-124.  1870. 
Siehe  Absehn.  VI.  Cap.  2.  p.  134. 
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A.  Cayley,     On  the  porism  of  the  in-  and  circumscribed 
polygon ,  and  the   (2,  2)  correspondence  of  points  on 

a  COnic.     Quart.  J.  XI.  83-91.  1870. 

Der  Verfasser  weist  den  Zusammenhang  nach,  in  welchem 
der  Satz  vom  ein-  und  umgeschriebenen  Polygon  eines  Kegel- 
schnitts mit  einer  symmetrischen  zwei-  und-  zweideutigen  Cor- 
-respondenz  der  Punkte  des  Kegelschnitts  steht,  und  giebt  die 
hierher  gehörigen  Rechnungen.  Mz. 

J.  WoLSTENHOLME,     Notc  to    the    Article    on    porisms. 

Quart.  J.  XI.  66-69.  1870. 
Beweis  des  Satzes:  Sind  zwei  concentrische  Kegelschnitte 
80  beschaffen,  dass  Dreiecke  dem  einen  ein-  und  zugleich  dem 
andern  umgeschrieben  werden  können;  und  ist  ABC  ein  solches 
Dreieck,  A\  B\  C  die  Bertihrungsqunkte  auf  den  Seiten,  so  steht 
das  Dreieck  ABC  zu  dem  A^ffC^  in  einem  constanten  Verhältniss. 

Mz. 

F.  Folie.    Extrait  d'une  lettre  k  M.  Catalan.  Bull,  de  Beig. 

(2)  XXVII.  385. 1869. 
Der  folgende  Satz  wird  ohne  Beweis  mitgetheilt:  „Betrachtet 
man  n  Funkte  auf  einem  Kegelschnitte,  so  bestimmen  dieselben 

"-^^ — '  Polygone.    Die  Producte  aus  den  Entfernungen  eines 

Kegelschnittpunktes  bis  zu  den  Seiten  eines  jeden  Polygons  stehen 
untereinander  in  constantem  Verhältnisse^  0. 

KosANES  und  Pasch,     üeber  eine  algebraische  Aufgabe, 
welche    einer    Gattung    geometrischer    Probleme    zu 

Grunde  liegt.     Borchardt  J.  LXX.  169-175.  1869. 
Siehe  Abscbn.  II.  Cap.  3.  p.  73. 

J.  J.  Walker.     Anharmonic   properties    of  conics  in- 
scribed  in  a  quadrilateral.  Quart.  J.  X.  317-320.  1869. 

Das  Theorem,  welches  der  Verfasser  mittelst  Invarianten- 
theorie beweist,  und  welches  gleichzeitig  Townsend  auf  Walker's 
Torgängige  Aufstellung  in  den  Educational  Times  dadurch  her- 
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geleitet  hat,  dass  er  die  zwei  Kegelschnitte  als  jeciproke  Polaren 
betrachtete^  lautet: 

Zieht  man  die  gemeinsamen  Tangenten  an  zwei  Kegel- 
schnitte S,  S'j  so  ist  das  von  den  Verbindungslinien  der  vier 
Berührungspunkte  mit  einem  fünften  Punkte  desselben  Kegel- 
schnitts gebildete  Büschel  (oder  das  System  von  4  Punkten,  in 
welchen  eine  fünfte  Tangente  an  S  ron  den  4  Tangenten  ge- 
troffen wird)  homographisch  mit  dem  von  den  Verbindungslinien 
der  4  Durchschnittspunkte  von  S  und  S'  und  eines  fünften  Punktes 
auf  dem  letztern  Kegelschnitt  gebildeten  Büschel. 

Eine  leichte  Folgerung  hieraus  ist  noch  der  Satz:  Ein 
variabler  in  ein  Vierseit  eingeschriebener  Kegelschnitt  wird  von 
einem  festen  in  dasselbe  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitt 
in  4  Punkten  geschnitten,  deren  anharmonisches  Verhältniss 
constant  und  gleich  dem  der  4  Punkte  ist,  in  welchen  eine 
fünfte  Tangente  an  den  festen  Kegelschnitt  von  den  4  Seiten 
des  Vierseits  geschnitten  wird.  ^  H. 

E.  W^EYR.  üeber  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreieck 
ein-  oder  umgeschrieben  sind  und  einen  festen  Kegel- 
schnitt doppelt  berühren.  Prag.  Ber.  1869.  5-7. 

Der  Verfasser  behandelt  nur  die  Aufgabe,  bei  welcher  die 
Kegelschnitte  dem  Dreiecke  eingeschrieben  sind,  da  das  Andere 
durch  Reciprocität  sich  ableiten  lässt.  Er  weist  nach,  dass  es 
vier  Kegelschnitte  giebt,  die  einem  Dreieck  eingeschrieben  sind 
und  einen  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren.  Ferner 
giebt  er  eine  Auflösung,  die  sich  auf  Vervollständigung  pro- 
jectivischer  Systeme  an  einem  Kegelschnitt  gründet.  Eine  andere 
Auflösung  dieser  Aufgabe  entwickelt  der  Verfasser  durch  vor- 
herige Lösung  der  folgenden:  Man  soll  die  einem  räumlichen 
Dreikant  ein-  und  umgeschriebenen  Rotations-Kegel  bestimmen,  — 
und  durch  Betrachtung  des  Durchschnitts  dieses  Dreikants  und 
der  zugehörigen  Rotationskegel  mit  der  unendlich  entfernten 
Ebene,  wobei -der  imaginäre  KugelKreis  mit  in  Betracht  kommt 

Mz. 
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D.    Andere  specielle  Curven. 
F.  W.  Newman.     On    curves    of   the-  third    degree    or 

tertians.     Rep.  Brit  Ass.  1869/70- 

Der  Gegenstand  der  Abhandlung  ist^  eine  Nomenelatur  für 
die  Curven  dritten  Grades  zu  geben,  die  sich  auf  die  Analogie 
ihrer  Gestalt  mit  bekannten  Gegenständen  der  Natur  und  Kunst 
grtlndet.  Zur  Begi*Undung  wird  eine  genaue  Discussion  der 
Curven  gegeben.  Auch  ist  ein  Abschnitt  über  die  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung  beigefügt.  Von  den  Namen,  welche  der 
Verfasser  flir  die  Curven  vorschlägt,  erwähnen  wir  nur  einige, 
wie:  „Whipsnake,  Trident,  Calyx,  Lily  Julip  Hyacinth,  Con- 
volvulus,  Pirk,  The  knotted  Calyx,  The  studded  Calyx,  The 
Bulbus''  u.  B.  f.  Csy.  (0.) 

H.  DuREGE,  Ueber  fortgesetztes  Tangentenziehen-  an 
Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel-  oder  EUck- 
kehrpunkte.     Prag.  Abb.  (6)  III.  1869. 

Legt  man  an  eine  Curve  dritter  Ordnung  eine  Tangente,  so 
hat  diese  ausser  dem  Berührungspunkte  noch  einen  Punkt  mit 
der  Curve  gemein,  welcher  der  dem  Berührungspunkte  zugehdrige 
Tangentialpunkt  genannt  wird.  In  dem  Tangentialpunkte  kann 
man  aufs  Neue  eine  Tangente  legen ,  in  dem  Tangentialpunkt 
von  dieser  abermals  u.  s.  f.  Die  Frage,  ob  bei  fortgesetztem 
Taugentenziehen  der  Tangentialpunkt  in's  Unbestimmte  verläuft, 
oder  sich  einer  bestimmten  Grenzlage  nähert,  oder  ob  er  wieder 
mit  dem  ersten  Berührungspunkte  zusammenfallen  ^kann,  ist  der 
Gegenstand  vorliegender  Untersuchung;  jedoch  bezieht  sich  die- 
selbe nur  auf  solche  Curven,  welche  einen  Bückkehrpunkt,  oder 
einen  Doppelpunkt  besitzen.  Natnrgemäss  verknüpft  der  Verf. 
mit  jener  Untersuchung  zugleich  die  Erörterung  der  Fragen,  die 
sich  darbieten,  wenn  man  umgekehrt  verfährt,  wenn  man  näm- 
lich aus  eidem  Punkte  der  Curve  eine  Tangente  an  dieselbe 
legt,  aus  dem  Berührungspunkt  abermals  u.  s.  f. 

Bezeichnen  A,  B,  C  lineare  Functionen  homogener  Punkt- 
coordinaten,  so  lässt  sich  eine  Curve  dritten  Grades  mit  einem 
Btlckkehrpunkt  darstellen  durch  B\C=ÄK    Die  Gerade  C=0 

Fortschr.  d.  Math.  n.   2.  34 
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ist  alsdaDü  Wendetangente,  0  =  0  RQckkehrtangente,  A  =  0  Ver- 
bindungslinie des  Rttekkehrpunkts  mit  dem  Wendepunkte.  Eine 
Gerade  A  =  iaB  schneidet  die  Curve  in  einem  Punkt,  welcher 
durch  fi  bestimmt  ist.  Die  Bedingung  dafür,  dass  3  Punkte, 
denen  die  Werthe  f^i/^tfi^  zugehören,  in  gerader  Linie  liegen, 
lässt  sich  ausdrücken  durch  die  Relation  i»i+.^t+^3  =  ^-  Dies© 
Gleichung  bildet  die  Grundlage  fdr  die  weitere  Untersuchung;  denn 
wenn  v  der  Berührungspunkt  und  v^  der  Tangentialpunkt  ist,  so 
liefert  sie  den  Zusammenhang  2v+v^  =  0,  und  dieser  lässt  erkennen, 
dass  bei  fortgesetztem  Tangentenziehen  der  Tangentialpunkt  sieh 
dem  Rückkehrpunkt  nähert,  während,  wenn  man  umgekehrt  rer- 
fährt,  der  Berührungspunkt  bei  fortgesetztem  Tangentenziehen 
dem  Wendepunkte  zustrebt. 

Eine  Curve  dritten  Grades  mit  einem  Doppelpunkt  lässt 
sich  in  der  Form  (^A'^  +  B*).C=  Ä^  darstellen,  je  nachdem  der 
Doppelpunkt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  oder  ein  conjugirter 
Punkt  ist.  Die  Gerade  C=0  ist  Wendetangente,  ^  =  0  die 
Verbindungslinie  des  Wendepunktes  mit  dem  Doppelpunkt,  B  =  0 
die  zu  A  harmonisch  zugeordnete  Gerade  rücksichttich  der  Tan« 
genten  im  Doppelpunkt  Eine  Gerade  A=:  fiB  bestimmt  einen 
Punkt  der  Curve,  dem  der  Parameter  fi  entspricht.  Die  Be- 
dingung dafür,  dass  drei  Curvenpunkte  fiifi^fi^  in  gerader  Linie 
liegen,  lässt  sich  ausdrücken  durch 

Diese  Gleichung  liefert  zwischen  dem  Berührungspunkt  v  und  dem 
Tangentialpunkt  v^  den  Zusammenhang  2v-\'V^  +v\  =0,  und  diese 
Relation  lässt  die  gestellten  Fragen  beantworten.  Ist  der  Doppel- 
punkt ein  eigentlicher  mit  reellen  Tangenten,  so  nähern  sich  bei  fort- 
gesetztem Tangentenziehen  die  fraglichen  Punkte  bestimmteo 
Grenzlagen^  wie  bei  den  Curven  dritten  Grades  mit  einem  Rttck- 
kehrpunkt.  Ist  hingegen  der  Doppelpunkt  ein  conjugirter  Punkt, 
so  zeigt  sich  ein  wesentlich  anderes  Verhalten  dieser  Punkte. 
In  diesem*  Fall  gilt  in  obiger  Relation  (1.)  das  negative  Zeichen 
und^sie  lässt  sich  in  der  Form  darstellen 

Setzt   man   fi  =  Ig0,   so   folgt   igQ^  =  -tg((?,  +  0,)    oder 
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(?,-}-(?,+(?,  =0  oder  einem  Vielfachen  von  n.  Zieht  man  da- 
her in  einem  beliebigen  Punkt  (ff)  eine  Tangente ,  so  findet 
zwischen  dem  Berührungspunkt  (ff)  und  dem  Tangentialpunkt 
(Ol),  abgesehen  von  einem  Vielfachen  von  n  die  Gleichung 
statt  (?,  =  —  20,  und  diese  lässt  durch  successive  Betrachtung 
der  Tangentialpunkte  erkennen,  dass  sie  im  allgemeinen  einer 
bestimmten  Grenzlage  nicht  zustreben.  Es  kann  aber  der  Fall 
eintreten,  dass  der  Tangentialpunkt  später  mit  dem  Ausgangspunkte 
zusammenfällt,  und  dieser  tritt  jedesmal  ein,  wenn  ^^  =  p  +  x« 
ist.     Man  erhält  also  als  Bedingung,  dass  dieser  Fall  eintrete, 

04-x^  =  (— 2)*0  oder  Q  =  -_____.  Giebt  man  x  alle  ganz- 

zahligen  Werthe,  welche  kleiner  sind,  als  die  numerischen  Werthe 
des  Nenners,  so  liefert  dieser  Ausdruck  diejenigen  Punkte,  von 
welchen  aus  die  n"'  Tangente  durch  den  Ausgangspunkt  hin- 
durchgeht; es  giebt  also  bei  diesen  Curven  n-£cke,  welche  der 
Curve  zugleich  ein-  und  umgeschrieben  sind.  Vielecke  dieser 
Art  sind  bei  Curven  dritter  Classe  und  vierter  Ordnung  auch 
von  Herrn  Clebsch  aufgefunden  worden  (Borchardt  J.  LXIV). 
Solchen  Vielecken  widmet  nunmehr  der  Verf.  eingehendere 
Untersuchung.  Die  darauf  folgenden  Betrachtungen  Aber  die 
soccessiven  Berührungspunkte. bei  fortgesetztem  Tangentenziehen 
im  Einzelnen  zu  verfolgen,  würde  an  dieser  Stelle  zu  weit  f&bren. 

Sehn. 

A.  Clebsch.    Ueber  die  Bestimmung  der  Wendepunkte 
einer  Curve  dritter  Ordnung.  Clebsch  Ann.  ii.  382-384.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  die  Zusammenstellung  einiger  Endformeln, 
welche  sich  auf  das  Problem  der  Wendepunkte  einer  Curve 
dritter  Ordnung  oder  auf  das  Problem  beziehen,  die  Gleichung 
der  Curve  in  die  canonische  Form: 

f  =  a(a:*+y»+0  +  «6a?y* 
zn  bringen.  T. 

E.  Weyr.     Zur  Geometrie  der  Curven  dritter  Ordnung. 

ScUömilch  Z.  XV.  383-387.  1870. 


Siehe  Abschn.  YUI.  Cap.  5.  p.  402. 
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HössRiCH.     Discussion  der  Cardioide.     Pr.  Saalfeld  1870. 
J.  J,  Walker.     On  tangents  to  the  cissoid.     Proc.  of  L. 

M.  S.  IL  161-165.  1869. 
Behufs  Ziehung  der  drei  Tangenten  von  einem  Punkte  a/yV 
an  die  Cissoide  des  Diocles: 

U  =  x^-y^i  =  0 
wird  aus  den  allgemeineren  in  Salmonls  ,3igher  Plane  Curves" 
p.  68  aufgestellten  Formeln  sowohl  die  Gleichung  desjenigen 
Kreises  abgeleitet,  welcher  durch  die  drei  Berührungspunkte 
Tj^jT,  geht,  als  auch  die  Gleichung  desjenigen  Kreises,  welcher 
durch  die  drei  Punkte  geht,  in  welchen  die  Tangenten  die  Corve 
noch  schneiden.  Die  Gleichung  des  ersteren  in  trimetrischen 
Coordinaten  ist 

3a?'(»'~3a?0aj'+3x'»y+4y"a'+2yVy5 
+  (V-9a/*)^+2»Va;y  =  0, 

die  des  zweiten  ist: 

3aj'  (4ä'-  3a:')  x'+  i  2»'a/y'+  y'W-  4afy'  yi 
+  Cy"— 9ä")»i;  — 4ajyary  =  0. 

Als  Fnndamental-Dreieck  ist  dabei  angenommen  die  Rtlckkehr- 
tangente  (y),  die  in  der  Spitze  auf  derselben  errichtete  Senk- 
rechte (x)  und  die  Asymptote  (a).  Schz. 

KuHSE.  Abhandlung  über  die  Lemniscateu.  Pr.  Lyck. 
1870. 
Als  Lemniscate  wird  diejenige  Gurre  definirt,  welche  der 
geometrische  Ort  der  Spitzen  derjenigen  Dreiecke  ist,  welche 
auf  derselben  Grundlinie  stehend  ein  constantes  Product  der 
beiden  andern  Seiten  ergeben.  Nach  dieser  Definition  wird  die 
Gleichung  der  Lemniscate  ermittelt,  ihre  Lage  und  ihre  ver- 
schiedenen Formen  werden  untersucht,  eine  geometrische  Con- 
struction  der  Curve  und  ihrer  Tangenten  wird  angegeben;  dann 
folgt  die  Betrachtung  der  Krtimmungskreise,  der  Evolute,  der 
Bectification  im  allgemeinen  und  fttr  die  besonderen  Formen 
der  Lemniscaten.  .  T. 
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S.  RoBSRTß.     On    the   mechanical   description  of  Bome 
species  of  circular  curves  of  the  third  and  fourth  de- 

grees,     Proc.  of  L.  M.  8.  IL  125-136.  1869. 

Die  ersten  der  angegebenen  Vorrichtungen,  um  continuirlich 
eine  Curve  dritten  oder  vierten  Grades  zu  ziehen,  bestehen  in 
Verallgemeinerungen  der  „EUipsograph'*  des  Nicomedes  (bekannt- 
lich eine  um  einen  festen  Punkt  f  sich  bewegende  Gerade,  von 
welcher  irgend  ein  Punkt  p  die  Curve  erzeugt,  während  ein  an- 
derer Punkt  q  derselben  eine  Gerade  g  durchläuft).  Für  den 
Punkt  f  kann  ein  Kreis  substituirt  werden,  welchen  die  Gerade 
a  beständig  berührt;  fttr  q  ebenfalls  ein  Kreis,  welchen  a  berührt 
während  sein  Mittelpunkt  die  Gerade  g  durchläuft;  für  p  irgend 
ein  mit  p  und  a  durch  einen  Arm  von  gegebener  Länge  und 
Neigung  verbundener  Punkt  p';  oder  es  können  zwei  dieser  Mo- 
dificationen  oder  alle  vereinigt  werden«  Die  im  allgemeinsten 
Falle  entstehende  Curve  ist  eine  Curve  vierten  Grades  mit  einem 
unendlich  entfernten  und  zwei  endlichen  Doppelpunkten;  die 
Gleichung  derselben  wird  entwickelt.  Ist  die  Differenz  der  bei- 
den Radien  gleich  der  Entfernung  der  festen  Geraden  von  dem 
Centrum  des  festen  Kreises,  so  zerfällt  die  Curve  in  eine  gerade 
Linie  und  eine  Curve  dritten  Grades.  Wird  statt  der  festen  Ge- 
raden g  ein  zweiter  fester  Kreis  gewählt,  so  erhält  man  eine 
Cjirve  sechsten  Grades,  welche  unter  Umständen  in  einea  Kreis 
und  eine  Lemniscate  zerfällt. 

Die  zweite  Methode  besteht  darin,  dass  man  eine  gerade 
Linie  sich  so  bewegen  lässt,  dass  einer  ihrer  Punkte  einen  Kreis, 
ein  anderer  eine  feste  Gerade  durchläuft.  Irgend  ein  mit  der 
Geraden  fest  verbundener  Punkt  beschreibt  alsdann  eine  Curve 
vierten  Grades  mit  zwei  endlichen  Doppelpunkten;  ihre  Gleichung 
enthält  die  vorige  als  speciellen  Fall.  Auch  von  dieser  Methode 
werden  Abänderungen  angegeben.  Schz. 

J.  LüROTH.  Einige  Eigenschaften  einer  gewissen  Gattung 
von  Curven  vierter  Ordnung,  Ciebsch  Ann.  I.  37-53.  1869. 

Herr  Ciebsch  hat  in  dem  Aufsatze  über  die  Theorie  der 
Curven  vierter  Ordnung  (Borchardt  J.  LIX.)  gezeigt^  dass  es  im 
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Allgemeinen  nicht  möglich  ist,  die  Gleichung  einer  Cmre  vierter 
Ordnung  als  eine  Summe  von  fünf  vierten  Potenzen  darzustellen, 
dass  vielmehr  diejenigen  Gurven,  welche  diese  Eigenschaft  be- 
sitzen, sich  durch  das  Verschwinden  einer  Invariante  auszeich- 
nen. Herr  Lttroth  führt  nunmehr  den  Beweis,  dass  das  Ver- 
schwinden jeuer  Invariante  auch  eine  hinreichende  Bedingung 
ist  zur  Darstellung  der  Gurre  als  Summe  von  fünf  Biquadraten 
und  fügt  mehrere  charakteristische  Eigenschaften  für  die  be- 
zeichnete Gurvengattung  hinzu.  Sehn. 

J.   CaSEY.      On   bicircular  quartics.      Trans,  of  Dublin.  XXIV. 
457-569.  1869. 

Die  Abhandlung  enthält  eine  neue  Methode,  die  Eigc^n- 
Schäften  von  Gurven  4*^**  Grades  herzuleiten,  deren  Ereispunkte 
im  Unendlichen  Doppelpunkte  sind. 

Nimmt  man  die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  in 
^i  ßi  y-i  ^^  diese  Variabeln  statt  Linien  Kreise  bezeichnen,  00 
lässt  sich  zeigen,  dass  eine  bicirculare  Gurve  yierten  Grades  auf 
vierfache  Weise  die  Enveloppe  eines  variabeln  Kreises  ist,  wel- 
cher einen  gegebenen  Kreis  orthogonal  schneidet  und  dessen 
Mittelpunkt  sich  auf  einem  Kegelschnitt  bewegt. 

Wenn  die  4  Kegelschnitte,  auf  welchen  sich  der  Mittelpunkt 
des  variabeln  Kreises  bewegt,  mit  F,  F\  F",  F'"  und  die  ent- 
sprechenden orthogonal  geschnittenen  Kreise  mit  J,  J',  T\  T^ 
bezeichnet  werden,  so  wird  bewiesen,  dass  die  4Fconfoeal  sind, 
indem  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte  Knoten- Brennpunkte 
der  Curve  4*"*  Grades  sind;  dass  die  Mittelpunkte  der  4/  Um- 
kehrcentren und  die  Schnittpunkte  der  J  mit  den  entsprechenden 
¥  Einzelbrennpunkte  der  Gurven  4**^"  Grades  sind. 

Plücker*s  Gharakteristiken  für  die  Gurven  4'*"  Grades  und 
ihre  Evoluten  werden  gegeben  und  die  geometrischen  Lagen  der 
Doppelpunkte,  Doppeltangenten,  Spitzen  u.  s.  f.  bestimmt 

Da  die  angewandte  allgemeine  Gleichung  von  derselben 
Form  ist  wie  die  eines  Kegelschnittes,  nur  dass  die  Variabeln 
Kreise  statt  Linien  bezeichnen,  so  haben  die  modernen  Methoden 
der  Invarianten,  Govarianten,  Reciprocität  etc.  der  Kegelschnitte 
ihre  Analoga  bei  den  bicircularen  Gurren  4^  Grades.    In  der 
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Thai  werden  im  einen  und  andern  Fall  dieselben  Oleiehungen 
und  Beweisarten  angewandt,  so  dass  jeder  graphischen  Eigen- 
thttmlicbkeit  eines  Kegelschnitts  eine  analoge  bei  den  bicircularen 
Gurven  4*®"  Grades  entspricht.  Z.  B.  dem  Satze:  „Wenn  4 
Eegelsehnitte  doppelte  Berührung  mit  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt U  haben;  der  durch  3  gegebene  Punkte  gezogen  werden 
kann,  so  werden  alle  durch  4  andere  Kegelschnitte  berührt,  die 
ebenfalls  doppelte  Berührung  mit  U  haben''  entspricht  fdr  die 
bicircularen  Curven  4**"  Grades  der  Satz :  „Haben  4  biciroulare 
Curven  4**"  Grades  vierfache  Berührung  mit  einer  gegebenen 
bicircularen  Curve  4'®''  Grades,  welche  so  beschrieben  wcrdön 
kann,  dass  sie  doppelte  Berührung  mit  3  gegebenen  Kreisen  hat, 
so  haben  alle  doppelte  Berührung  mit  4  anderen  bicircularen 
Curven  4**^"  Grades,  die  ebenfalls  vierfache  Berührung  mit  ü 
haben'^  Csy.  (0.) 

M.  W.  Crofton.     On   various    properties    of  bicircular 
quartics,   Proc.  of  L.  M.  S.  n.  33-45.  1869. 

Siehe  Abschn.  YIII.  Gap.  5.  p.  418. 

O.  ScHLÖMiLCH.     üeber  einige  aus  Kegelschnitten  abge- 
leitete Curven.     Scblömilcb  Z.  XIV.  158-161.  1869. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Lösung  einer  Aufgabe, 
welche  bereits  früher  (cf.  Grunert  Arch.  XL  VIT.  p.  477  von 
Herrn  Prof.  Grunert)  ohne  Discussion  der  gefundenen  Ortsglei- 
chung behandelt  worden  ist.  Die  Aufgabe  lautet:  In  einen 
Kegelschnitt  ist  eine  Gerade  von  constanter  Länge  als  Sehne 
eingetragen y  durch  ihre  Endpunkte  sind  die  beiden  Tangenten 
des  Kegelschnittes  gezogen,  es  wird  der  geometrische  Ort  des 
Durchschnittspunktes  dieser  Tangenten  für  die  möglichen  Lagen 
der  Sehne  gesucht.  Als  Ortsgleichung  ergiebt  sich,  wenn  ^  die 
veränderlichen  Coordinaten  sind: 

i  .  i 


1  = 


A^+B,-  -^(C_,)j.^,(C_,),. 
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Dabei  ist  die  Gleichung  des  urspranglichen  Eegelschnitts : 

Ax'+By'  =  1 

und  als  constante  Sehnenlänge  2c  (c=  -5-)  angenommen. 

Die  Discussion  wird  in  der  Ali;  geführt,  dass  als  orsprfing- 
lieber  Kegelschnitt  der  Reihe  nach  eine  Ellipse,  Parabel,  Hy- 
perbel angenommen  wird.  Für  den  ersten  und  dritten  Fall 
bringt  die  Anwendung  von  Polarcoordinaten  beziehungsweise  die 
Gleichungen  q^  =  r'-f-''J»  Q*  =  r*—r]  hervor;  darin  bezeichnet 
g  den  Radiusvector  der  gesuchten  Ortscurve,  r  den  des  gege- 
benen Kegelschnittes  und  r^  den  eines  Hilfskegelschnittes;  dieser 
Hilfskegelschnitt  ist  je  nach  der  Grösse  von  c  im  Yerhältniss 
zur  kleinen  Halbaxe  (beziehungsweise  Hauptaxe)  eine  Ellipse, 
zwei  parallele  Gerade,  eine  Hyperbel.  Die  Gonstructionen  werden 
angegeben. 

Die  Integration  der  gefundenen  Ortsgleichung  fahrt  dann 
noch  fUr  den  Fall  der  Ellipse  zu  einem  Satze  ttber  den  Flächen- 
inhalt; es  ergiebt  sich  nämlich,  dass  das  ringförmige  Stück, 
zwischen  der  Ortscurve  und  der  gegebenen  Ellipse  respect 
Hilfsellipse  ebenso  gross  wie  der  Flächeninhalt  der  Hilfsellipse 
resp.  der  gegebenen  Ellipse  ist. 

Der  noch  übrige  Fall,  dass  der  gegebene  Kegelschnitt  eine 
Parabel  sei,  wird  besonders  behandelt.  Die  Gonstruction  der 
Ortscurve  wird  mit  Hilfe  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geliefert. 
Die  Ortscurve  hat  die  Parabel  zur  Asymptote;  die  zwischen  bei- 
den enthaltene  Fläche  ist  =  -5- c',  also  unabhängig  vomParameter. 

T. 
A.  Hochheim,  Tangentialcurven  der  Kegelschnitte.     Schiö- 

milch  Z.  XV.  377-381.  1870. 
Die  hier  behandelten  Curven  erhält  man  dadurch,  daqs  man 
auf  jeder  Tangente  eines  Kegelschnittes  nach  einer  Bicbtung 
hin  den  Punkt  bestimmt,  welcher  um  eine  constante  Strecke  i 
von  der  Ordinate  des  Berührungspunktes  der  Tangente  entfernt 
ist.  Es  wird  zunächst  allgemein  der  Weg  angegeben,  der  sur 
Lösung  führt,  und  dann  wird  eine  specielle  Anwendung  auf  jede 
der  drei  Kegelscbnittarten  gemacht.    Dabei  ergiebt  sich  aus  der 
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res^ltireIlden  Oleiehong  nicht  bloss  allgemein  die  Gestalt  der 
Tangentialcurven ;  sondern  auch  ihre  Construction  durch  Be- 
nutzung zweier  Hilfscurven.  Die  erste  derselben  ist  stets  ein 
dem  gegebenen  Kegelschnitt  congruenter,  der  aber  so  gelegen 
isty  dass  sein  Scheitel  mit  dem  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems  zusammenfällt.  Die  zweite  Hilfscurre  ist  diejenige  Curve, 
deren  Gleichung  das  <  fache  der  Ableitung  der  Gleichung  der 
ersten  Hilfscurve  ißt.  Die  Ordinate  der  Tangentialcurve  ist  dann 
die  DiflFerenz  der  Ordinaten  der  beiden  Hilfscurven.  Durch  In- 
tegration der  hierdurch  erhaltenen  Gleichungen  ergeben  sich 
dann  noch  einige  Sätze  über  den  von  der  Tangentialcurve  ein- 
geschlossenen Flächenraum.  T. 

S.  Löwenherz.    De  curvis  tangentialibus.    Berlin,  Caivary 

1870. 

W.  H.  Besant,     Note  on    the    envelope    of  the   pedal- 
line  of  a  tiiangle.  Quart.  J.  x.  110.  111. 1869. 

Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  auf  dem  umschriebenen 
Kreise  Senkrechte  auf  die  Seiten  eines  Dreiecks,  so  liegen  bekannt- 
lich die  drei  Fusspunkte  auf  einer  Geraden,  welche  die  Fuss- 
punktenlinie  des  Punktes  P  genannt  wird. 

Es  wird  bewiesen,  dass  die  Einhüllende  der  Fusspunkt- 
linien  eines  Dreiecks  eine  Hypocycloide  mit  drei  Spitzen  ist, 
deren  Mittelpunkt  mit  dem  des  Feuerbach'schen  Kreises  zu- 
sammenfällt. He. 

J.  Griffith.     Note  on  finding  the  degree  of  a  cei-tain 
locus  connected  with  a  triangle  inscribed  in  a  circle, 

Quart.  J.  X.  229,  230.  1869. 

• 

Nimmt  man  zwei  Punkte  p  und  q  auf  einem  Kreise,  so 
dass  die  verbindende  Gerade  eine  Curve  «**'  Classe  berührt,  so 
ist  der  Schnittpunkt  der  eben  erklärten  Fusspunktgeraden  der 
Punkte  p,  q  in  Bezug  auf  ein  eingeschriebenes  Dreieck  eine 
Curve  von  der  21»***"  Ordnung.  Mehrere  specielle  Fälle  werden 
erwähnt,  z.  B.  wenn  die  Gerade  pq  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  so  ist  der  Ort  ein  Kegelschnitt.  He. 
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F.  H.  RüMP.     Construction  und  Berechnung  von  Oralen 

Pr.  Coesfeld.  1870. 
Die  Arbeit  enthält  einige  allgemeine  Aufgaben  über  Con- 
struction und  Berechnung  von  Ovalen,  wenn  eine  der  Axen  des 
Ovals  oder  beide  gegeben  sind.  Die  Gonstructionen  werden 
durch  Kreise  ausgeführt,  deren  Mittelpunkte  die  Ecken  von  ge- 
wissen gleichseitigen  oder  gleichschenklig- rechtwinkHgen  Drei- 
ecken sind.  Die  Berechnung  erstreckt  sich  auf  Berechnung  des 
Umfangs  und  Inhalts  der  Ovale.  Den  Schluss  bildet  die  Con- 
struction der  Eilinie,  wenn  deren  Länge  und  Breite  gegeben  ist. 

.       T. 

H,  MylORD.  Lösning  af  Opgawe  223.  Tycheen  Tidsekr.  (2) 
V.  56.    1869. 

Ableitung  eines  Satzes  über  die  Cassini'sche  Curve. 

Hn.  (Wn.)    # 

J.  Petersen.     Om  et  Punkts   Potens  med   Hinsyn  til 

en   Curve.     Tychsen  Tidaskr.  (2)  V.  106.  1869. 

Der  Verf.  sucht  die  Curven,  fhr  welche  die  Potenz  eines 
Punktes  constant  ist. 

Er  findet  für  diese  Curven  folgende  Gleichung 
(a,'.fy«)p  =  9(0:,  y), 
wo  p  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  tp  eine  ganze  rationale 
Function,  die  in  Bezug  auf  x  und  y  von  niedrigerem  Grade  ist, 
als  2p.  —  Hn.  (Wn.) 

W.  S.  BüRNSiDE.  On  the  invariants  and  covariants 
a,  a  of  a  binary  quartic  considered  geometrically  as  a 
System  of  two  ternary  quadrics.  Quart.  J.  X.  211-219. 1869. 

Siehe  Abschn.  II.  Gap.  2  p.  71. 
Ph.  Gilbert.     Sur  les  courbes  planes   k   ^uations  tri- 

nomes.   Nouv.  Ann.  (2)  IX.  370-371.  1870, 
Sind  die  Parameter  x^y^  einer  Curve,  deren  Gleichung: 

«0   ($)"+(p"  =  ' 
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ist,  sdbst  durcb  die  Gleichupg: 

von  einander  abhängig,  dann   hat  die  Einhüllende   der   ersten 
Caryen  die  Gleichung: 

mp  mp 

.  w  (ir+(ir  =  .. 

Es  werden  specielle  Fälle  erwähnt,  und  dann  ein  Satz  über  das 
YerhältnisB   der  Krümmungsradien   der  Gurven  (1.)    und   ihrer 

2«! 

Einhüllenden  (3.)  gegeben.    Für  den  Fall  p  =  —-j  und  m  >  1 

wird  das  Product  des  Flächeninhaltes  der  Curyen  (2.)  und  (3.) 
angegeben.  T. 

W.  Walton.    Note  on  rhizic  carves.  Quart.  J.  XL  91.  1870. 

Es  sei  f(x)  =  x'^+p^x'^-^+p^ocr-^'i [-pm  und  p„  p„ ...  p« 

reelle  Constanten.     Man  setze  nun  aj  =  tt+c/— 1,  wo  u  und  v 
reelle  Grössen,  dann  wird 

fix)  =  P+(?/-l, 
wo  P  und  Q  reelle  Functionen  von  u  und  v  sind.    Die  beiden 
Curven  P  =  0,  Q  =  0  auf  rechtwinklige  Axen  u  und  c  bezogen, 
werden  nun  Rhizic-Gurven  genannt  und  untersucht         Hz. 

Alleqret.  Note  sur  la  propridtä  dont  jouit  le  cercle 
osculateur  en  un  point  quelconque  d'une  certaine  fa- 
mille  de  courbes.    Nour.  Ann.  (2)  IX.  30-32.  1870. 

Die  Note  behandelt  den  Satz,  dass  der  Erttmmungskreis  in 
einem  jeden  Punkte  der  Curve:  r'"  =  o*"cosmi9'  auf  dem  nach 
dem  Berührungspunkte  gezogenen  Leitstrahl  ein  Stück  abschneidet, 
das  sich  zum  Leitstrahl  wie  2  zu  l-fnt  verhält.  T; 

F.  ÜNFEBDiNGEß.  lieber  den  Ausdruck  des  Krümmungs- 
radius in  Folarcoordinaten  und  über  diejenigen  Curven, 
deren  Gleichung:  r*  =  a*ßinÄA  Grunert  Arch.  ll  72-98. 
1870. 

Der  Verfasser  leitet  zunächst,  von  der  allgemeinen  Gleichung 
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einer  Curre  in  Polarcoordinaten:  r  ^  f(ß)  ausgehend,  Relationen 
fUr  den  Krümmungsradius  q  eines  Cuirenpunktes  M  mit  den 
Coordinaten  r,  d  her,  unter  denen  die  wichtigste: 

WO  ^  ^"Jßi  tt^d  ^  den  Winkel  der  Tangente  in  M  mit  dem  zu- 
gehörigen Radiusvector  bezeichnet.  Er  setzt  nun  die  Bedingung 
fest:  T  =  ÄÖ,  wo  h  eine  von  Null  verschiedene  positive  Con- 
stante,  und  gelangt  durch  Integration  zu  der  Gleichung: 

(1.)      (-^)*  =  sinAÖ, 

wo  a  die  Integrationsconstante.  Hierauf  werden  Eigenschaften 
dieser  Curven  angegeben;  unter  anderen:  Der  Leitstrahl  ist 
immer  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen:  dem 
Krümmungsradius  und  der  (1-|-A)  fachen  Senkrechten  vom  Pol 
auf  die  Tangente. 

Für  ft  ==  1  hat  man  einen  Kreis,  ft  =  2  giebt  die  Bemoulir- 

sehe  Lemniscate,  &  =  ^  die  Cardioide,  deren  Grundkreis  -^  zum 
Durchmesser  hat  Quadratur  und  Bectification  sind  in  ge- 
schlossener  Form   ausfährbar,   wenn  -r-   eine   ganze   Zahl.     In 

einem  besondern  Paragraphen  wird  dann  gezeigt,  dass  die  im 
Eingang  gegebene  Belation  zur  Auffindung  der  Gurve  vorzüglich 
dann  dient,  wenn  q  als  Function  von  r  gegeben  ist. 

Die  Fusspunktencurven   der  Curven  (1.),  wenn  der  Coor- 
dinatenpol  zum  Pol  gewählt  wird,  haben  die  Oleichung: 

wo  p,  V  die  laufenden  Coordinaten  sind. 

Eine  zweite  Gattung  von  Curven  wird  durch  die  Bedingung 
erlangt: 

woraus  abgeleitet  wird: 


(2.)      (^)*  =  sin*Ö. 
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Fttr  A  =  1  ist  dies  eine  Gerade,  ft  =  ^  eine  Parabel,  /r  =  2  eine 
gleichseitige  Hyperbel. 

Die  Fusspanktenenrve  wird  in  diesem  Falle: 

(7)'"*   =   «4l^Cr-90-)], 

Zum  Schluss  werden  noch  folgende  Sätze  bewiesen: 

Die  Curven,  deren  Gleichung  (1.)»  haben  die  Eigenschaft, 
dass  das  Froduct  der  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  derselben 
von  k  festen  Funkten  constant  ist 

Die  Curven,  deren  Gleichung  (20i  haben  die  Eigenschaft; 
dass  das  Froduct  der  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  der- 
selben von  k  festen  Funkten  der  &**""  Potenz  seines  Leitstrahls 
gleich  ist.  Mz. 

H.  MoNTüCCi.  Memoire  sur  la  recherche  des  racines 
des    ^quations    k    trois    termes   de  tous  les   d^gr^s  k 

l'aide  de  la  Cubo-cycloide.     C.  R  LXIX.  525-526.  (Extrait)  1869. 

H.  MoNTUcci.  Dernier  memoire  sur  la  recherche  des 
racines  des  dquations  trinömes  de  tous  les  degrds  k 
Taide  de  la  cubo-cycloide.     C.  R.  LXix.  757.  (Extrait)  1869. 

Der  Verfasser  hat  1865  (24.  April)  den  Satz  aufgestellt,  dass 
jede  trinomische  algebraische  Gleichung  sich  mit  Hülfe  der  Gurve 

Xi  =  a?*  +  y* 
um  3  Grade  erniedrigen  lasse.    In  der  ersten  Abhandlung  wird 
jetzt  die  Gültigkeit  auf  Gleichungen  der  Form 

Ä*-|-P*'—  q  =  0    und    a»— p»*-^-f  q  =  0 
beschränkt,  in  der  zweiten  die  Beschränkung  widerrufen.    Die 
AttsfQbmng  ist  im  Auszug  nicht  mitgetheilt.  H. 

F,  Streinz.     Ueber  Cycloiden.    Pr.  Troppau.  1869. 

Aus  der  bekannten  Definition  der  Cycloiden  als  Radlinien 
wird  ihre  Gleichung  hergeleitet;  daraus  werden  die  verschiedenen 
Formen  und  Lagen  derselben  gegen  die  Coordinatenaxen  be- 
stimmi  Die  Gleichungen  werden  discutirt;  auch  die  physika- 
lischen Eigenschaften  der  Cycloiden  werden  behandelt:  der  Zu- 


Digitized  by  VjOOQIC 


520  ^^'  Abschnitt    Aoalytisehe  Geometrie. 

sammenhang  der  Hypocycloide  mit  der  Ellipse  fthrt  zxa  Er- 
wähnung der  Eilipsographen,  deren  einer  beschrieben  wird. 
Historisches  bildet  den  Schluss.  T. 

FouRET.      Sur    la    double    g^ndration    des    ^picycloides 

planes,     Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  162-168.  1869. 

Es  wird  bewiesen,  dass  eine  jede  Epicycloide  auf  doppelte 
Weise  durch  Kreise  erzeugt  werden  kann,  die  auf  andern,  ohne 
zu  gleiten,  rollen.  Die  Radien  der  Kreise  der  zweiten  Erzeu- 
gung lassen  sich  aus  denen  der  ersten  ableiten.  (Inst  (I) 
XXXVI.  182  u.  183,  189-192).  T. 

F.  E.  EcKARDT.     Einige  Sätze  über  die  Epicycloide  und 

Hypocycloide.        Schlömllch  Z.  XV.  129-134.  1870. 

Die  bewiesenen  Sätze  lehnen  sich  an  folgenden  Satz  an: 
Wenn  sich  zwei  Punkte  auf  einem  und  demselben  Kreise  gleich- 
förmig, aber  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  (fi:  i)  fortbewegen, 
und  wenn  die  gleichzeitigen  Lagen  beider  Punkte  durch  gerade 
Linien  verbunden  werden,  so  umhüllen  diese  Linien  eine  Epi- 
cycloide oder  Hypocycloide  je  nachdem  die  Bewegung  beider 
Punkte  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Daraus  er- 
geben sich  dann  die  übrigen  Sätze:  Theiltman  die  Verbindunga- 
gerade  der  beiden  Punkte  nach  einem  constanten  Verhältniss 
(m:l)  von  innen  oder  aussen,  dann  beschreibt  der  Theilungs- 
punkt  eine  Epicycloide,  und  zwar  eine  verlängerte  oder  gemeine 
oder  verkürzte,  je  nachdem  absolut  genommen  m<in^  m^n^ 
m>n  ist.  Unter  diesen  Curven  ist  die  Epicycloide  för  »1=  — u 
(wo  das  neg.  Zeichen  die  Theilung  von  aussen  bezeichnet)  die 
Evolvente  der  für  m  =  w,  und  die  für  w  =  1  die  Fusspunktcorve 
der  Tangenten  der  Epicycloide  für  m  =  n,  wenn  man  den  Kreis- 
mittelpunkt zum  Pol  nimmt.  Analoge  Sätze  gelten  für  die  Hy- 
pocycloide. Von  dem  ersten  Satze  wird  dann  Anwendung  auf 
die  Bestimmung  der  Katakaustika  eines  Kreises  gemacht,  fftr 
den  Fall,  dass  der  leuchtende  Punkt  entweder  in  der  Peripherie 
oder  unendlich  fem  liegt. 

Bewegen  sich  die  beiden  Punkte  auf  gleich  grossen  in 
parallelen  Ebenen  gelegenen  Kreisen,  gleidiförmig,  aber  mit  tot- 
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sehiedenen  Geschwindigkeiten,  dann  beschreibt  ihre  Verbindungs^ 
gerade  eine  Regelflftche,  deren  Durchsehnittscarven  paraÜel  mit 
den  Kreisebenen,  Epicycloiden  (respect.  Hypocycloiden)  jeder 
Art  sind.  Das  Resultat  gilt  im  Wesentlichen  auch  noch,  wenn 
die  Radien  beider  Kreise  verschieden  sind.  T. 

L.  Painvin.     Note  sur  Thypocycloide  &  trois  rebrousse- 

mentS.      Nonv.  Ann.  (2)  IX.  2Ö2.  1870. 

Der  Verfasser  definirt  zuerst  die  Hypocycloide  mit  drei 
Spitzen  als  die  Curve,  welche  ein  Punkt  eines  Kreises  beschreibt, 
wfthrend  dieser  auf  einem  festen  Kreise  mit  dreimal  grösserem 
Radius  (innerhalb)  rollt.  Nimmt  man  die  Mitte  des  festen  Kreises 
zum  Anfang  rechtwinkliger  Coordinaten,  lässt  femer  die  X-Axe 
durch  einen  der  drei  Punkte  des  festen  Kreises  gehen,  welche 
mit  dem  variablen  Punkt  zusammenfallen,  so  hat  man: 

X  =  a  (2  cos  a-}- cos  2  a), 
y  =  a(2sina  —  sin2a), 

wo  a  der  Radius  des  beweglichen«  3a  derjenige  des  festen  Kreises, 
a  der  Winkel  ist,  welchen  die  Verbindungslinie  des  Gentrums 
des  beweglichen  Kreises  mit  dem  Coordinatenanfang  mit  der 
rc-Axe  bildet.  Durch  Elimination  von  a  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen  erhält  man: 

(a?«+y')'+8ax(3y«-a;0+18a'(a?'+y')-27a*  =  0. 
Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  a  ist 

.     a    ,  a  ..3a 

a?smy  +  ycoSy  =  asiuy 

Die  Hypocycloide  hat  drei  Punkte  auf  dem  festen  Kreise  A,  B, 
C;  diese  sind  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  es  sind 
dies  drei  Rückkehrpunkte,  die  Rttckkehrtangenten  sind  die  Radien 
des  festen  Kreises  nach  diesen  Punkten  hin,  also:  OA,  OB,  OC. 
Jede  Rtlckkehrtangente  hat  eine  Berührung  erster  Ordnung  und 
trifiR;  die  Curve  in  einem  zweiten  Punkte,  dessen  Entfernung  vom 
Gentrum  0  =  a.  Die  Gurve  ist  vierter  Ordnung  und  dritter 
Glasse;  sie  hat  drei  Symmetrie-Axen  OA,  OB,  OC.  Sie  ist  dem 
festen  Ejreise  eingeschrieben  und  einem  concentrischen  vom 
Radius  a  umgeschrieben.   Sie  hat  keinen  Inflexionspunkt;  sie  be- 
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sitzt  nur  eine  Doppeltangente,  nämlieh  die  unendlich  entfernte 
Gerade,  deren  Berührungspunkte^die  imaginären  Ereispunkte  sind. 

Bezeichnet  man  mit  X,  F,  Z  die  Lothe  eines  variablen 
Punktes  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC^  so  ist  die  Gleichung 
der  Curve:  (^XY-\-YZ+ZXy  =  4XYZQX+Y+Z). 

Soll  die  Gerade:  uX-\-t>Y-{wZ  =  0 

Tangente  der  Curve  sein,  so  hat  man  die  Bedingung : 

(tt+u+ti?)*  =  27w>w, 
welche  als  Tangentialgleichung  der  Curve  anzusehen  ist  Im 
Folgenden  wird  nun  bewiesen:  Jede  Curve  vierter  Ordnung  und 
dritter  Classe,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppel- 
tangente in  den  imaginären  Ereispunkten  hat,  ist  eine  solche 
Hypocycloide.  Und:  Hat  man  ein  festes  Dreieck  ABC  und 
eine  solche  Transversale,  dass  die  Lothe  zu  den  Dreiecksseiten 
in  den  drei  Schnittpunkten  mit  der  Transversale  sich  in  einem 
Punkte  treffen,  so  hüllt  diese  Transversale  eine  solche  Hypo- 
cycloide ein. 

Es  folgen  nun  weitere  Eigenschaften  der  Hypocycloide, 
unter  anderen :  Die  erste  Polare  irgend  einer  Geraden  D  in  Be- 
zug auf  die  Hypocycloide  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  zu  D  senk- 
recht ist.  Die  ersten  Polaren  paralleler  Geraden  sind  homo- 
focale  Parabeln.  Mz. 

Laguerre.     Extrait  d'une  lettre  adressde  k  M.  Bourget 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  254   1870. 

Der  Verfasser  giebt  folgende  Sätze  über  die  Hypocycloide 
mit  drei  Spitzen: 

I.  Die  drei  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  an  die 
Hypocycloide  ziehen  kann,  bilden  mit  irgend  einer  der  Büek- 
kehrtangenten  Winkel,  deren  Summe  ein  Vielfaches  von  n  ist 

-H.  Sind  Ay  B,  C  die  Berührungspunkte  der  drei  von  einem 
Punkte  P  an  die  Hypocycloide  gezogenen  Tangenten,  und  nimmt 
man  auf  einer  der  Tangenten,  z.  B.  PA  einen  solchen  Punkt  A', 
dass  PA'  das  Doppelte  von  PA  ist,  so  liegen  die  Punkte  P,  A\ 
B,  C  auf  einem  Kreise  und  theilen  denselben  harmonisch. 

Hieraus  werden  dann  noeh  einige  Folgerungen  gezogen. 

Hz. 
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O,  Callaudreau.     Thdorömes  sur  Thypocycloide  ä  trois 
rebroussements.  Nouv.  Ann.  (2)  ix.  472.  1870. 

Die  Note  enthält  drei  ohne  Beweis  mitgetheilte  Sätze.  Sie 
betreifen  eine  an  der  Gurve  bewegliche  Tangente.  T. 

WOLLSEIFFEN.      UebcF   dic   HypOCycloide.     Pr.  Jülich  1869. 

F.  Märten.     Die  Rolllinien   und  die   ßrennlinie   durch 

Zurückwerfung.   Pr.  Ostrowo  1869. 

Es  werden  die  Gleichungen  der  Epicycloide,  Hypocycloide, 
Cycloide,  ihrer  Evoluten  und  der  Eatakaustik  einer  beliebigen 
Gurve,  insbesondere  des  Kreises  entwickelt,  und  die  Doppel- 
punkte der  erstgenannten  bestimmt.  H. 

AousT.     Sur  les  roulettes  en  gdndral.     c.  R.  Lxx.  978-982. 

1870. 

In  der  vorliegenden  Note  werden  die  Gycloiden  ganz 
allgemein  behandelt.  Sie  werden  als  Gurven  definirt,  welche 
durch  einen  Punkt  A!  erzeugt  werden,  der  unveränderlich  fest 
mit  einer  Gurve  C  verbunden  ist;  diese  Gurve  rollt,  ohne  zu 
gleiten,  auf  einer  Gurve  C  so  hin,  dass  in  dem  jedesmaligen 
Berührungspunkte  beider  Gurven  ihre  Osculationsebenen  zu- 
sammenfallen. Aus  dieser  Definition  der  Gycloiden  wird  her- 
geleitet, dass  die  vorgeschriebene  Art  des  Rollens  ersetzt  werden 
kann  durch  eine  zweifache  Drehung,  von  denen  die  erste  um 
die  Binormale  der  Gurve  C  und  die  zweite  um  die  Tangente 
derselben  Gurve  in  demselben  Punkte  erfolgen  muss. 

Gestutzt  hierauf  werden  nun  die  Gleichungen  der  Gycloiden, 
die  momentanen  Rotationsaxen,  die  Gleichung  und  Gonstruction  der 
Tangente,  die  Rectification  und  die  Krümmung  der  Gycloiden 
besprochen.  Der  Ausdruck  für  das  Differential  des  Bogens  giebt 
namentlich  Veranlassung  zur  Herleitung  einer  grösseren  Zahl 
interessanter  Sätze.  T.  ' 

E.  Catalan.     Note    sur   les   roulettes^  et   les  podaires. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXVII.  144-145.  1869. 
Beweis  des  Satzes:  ;,Die  algebraische  Summe  der  Krümmun- 

Foruchr.  d.  Math.  li.   ?.  35 
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gen  der  nrsprüngliclieu  Ciirve  und  ihrer  Rollcurve  in  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  ist  gleich  dem  reciproken  Werthe  der  Ent- 
fernung des  Punktes,  der  die  Rollcurve  beschreibt,  von  dem 
Punkte,  in  dem  die  rollende  Curve  die  feste  Gerade  berührt". 

0. 

IL  Funcke.     Zur  Theorie  des  Rollens.  Göttingen.  Rente. 
J.  Sylvester.     Ou  the  successive  involutes  to    a   circle. 

Rep.  Brit.  Ass.  1869/70. 

Csy. 

A.  CaYLEY.     On  evolutes  and  parallel  curves.  Quart.  J.  XI. 

183.  1870. 

J.  Paczkowski.  Geometrische  Eigenschaften  des  Bildes 
unter  Wasser  gelegener  Curven.     Pr.  Gaeseu.  1869. 

Die  Behandlung  obigen  Gegenstandes  zeigt  in  mathematischer 
Beziehung  nichts  Bemerkenswerthes.  Sehn. 

BössER.  Die  Theorie  der  kaustischen  Linien  und 
Flächen  in  ihrer  geschichtlichen  Entwickelung.  Pr.  Eutin 
1869.    Kieler  Schriften  1869. 

Siehe  Abschn.  L  Cap.  1.  pag.  26. 

H.  M.  Jeffery.  On  the  evolutes  of  cubic  curves.  Quart. 
J.  XI.  78-82.  1870. 

Die  Evolute  einer  Curve  zweiter  Classe  m^  =  0  kann  m 
der  Form  m.^©,  =  i6^*  ausgedrückt  werden,  wenn  ©,=0  die 
Gleichung  der  reciproken  Curve  bezeichnet.  Bedeuten  analog 
«3=0,  ©i  =  0  eine  Curve  dritter  Classe  und  ihre  reciproke 
CuiTO  (welche  letztere  für  ebene  Geometrie  in  Punkte  degenerirt), 
so  kann  die  Evolute  von  u^  =  0  in  der  Form  geschrieben  werden 

u,i>,  +  l6J\w,  =.0, 
wo  MJj,   eine  Hülfscurve  fünfter  Classe  ist. 

Im  Folgenden  werden  nun  die  Gleichungen  entwickelt,  und 
es  wird  auch  die  Evolute  einer  Curve  dritter  Ordnung  durch 
ihre  Gleichung  gegeben,  Mz. 
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O.  ScHLöMiLCii.     Ucber  eine  Spirale.      Schiömiich  z.  XIV. 

162-163.  1869. 
Die   untersuchte  Spirale   ist  durch  die  Eigenschaft  definirt, 
dass  der  Krttinmungshalbraesser  eines  jeden  ihrer  Punkte  gleich 
dem  Radius  vector  desselben  Punktes  ist.    Die  Anwendung  von 
Polarcoordinatcn  ftihrt  zur  Gleichung  der  Curve: 

*  =  ö-y  =  /lZ^_2arctg}/^, 

worin  y  und  a  Integrationsconstanten  sind.  Da  die  Wurzeln 
mit  positiven  oder  negativen  Zeichen  genommen  werden  können, 
so  stellt  diese  Gleichung  zwei  Curvenzweige  dar,  welche  gegen 
einander  symmetrisch  liegen.  Die  noch  folgende  Untersuchung 
erstreckt  sich  auf  die  Betrachtung  der  Veränderung  des  Polar- 
winkels, auf  die  Lage  einiger  Tangenten,  auf  die  Länge  des 
Curvenbogens  «,  gerechnet  vom  Pol  bis  zu  irgend  einem  Curven- 
punkte.  T. 

De  LA  GouRNERiE.     Siir  la  spirique  k  ceiitre.  inst.  i.  sect. 

XXXVII.  93.  1869. 
Es  werden  einige  Sätze  angegeben,  welche  den  Zusammen- 
hang behandeln,  in  dem  eine  spirische  Linie,   die  einen  Mittel- 
punkt besitzt,   mit   zwei  Kegelschnitten   verschiedener  Gattung 
steht.  T. 

E.  Marx.     Beitrag   zur  Kenntniss   der  Kettenlinie.     Pr. 

Clausthal.  1869. 

W.  Walton.     On  axes  of  Lug  and  axes  of  Kick.  Qaatt. 

J.  XL  114-123.  1870. 

A.  Gleue.      Analytisch  -  geometrische    Untersuchungen. 

Pr.  Lingen.  1869. 
Eine  um  einen  festen  Punkt  drehbare  Gerade  wird  von 
einer  festen  Geraden  geschnitten,  und  vom  Durchschnittspunkt 
aus  auf  ihr  ein  Stück  abgetragen,  welches  in  gegebener  Relation 
zur  Abscisse  und  zum  Strahle  steht.  Der  Endpunkt  beschreibt 
die  Curve,  von  der  hier  die  Rede  ist.  Ihre  Gleichung  wird  für 
13  verschiedene  Bestimmungen  entwickelt.    Dann  folgt  die  Be- 

35* 
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Stimmung  der  Tangente,  Krümmung,  Evolute  u.  s.  w.,  ferner  die 
Quadratur  der  Curve  und  die  Complanation  und  Kubatur  der 
von  ihr  erzeugten  Rotationsfläche,  für  den  Fall,  wo  das  abge- 
tragene Stück  der  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  auf  der 
festen  Geraden  gleich  ist.  H. 

P,  Serret.     Siir  un  tli^orfeme  de  Ferrers.  Nouv.  Ann.  (2)  IX. 

73-84.  1870. 
Geometrischer  und  analytischer  Beweis  des  Satzes,  dass'  die 
Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  Projectionen  eines  beliebigen 
Ereispunktes  auf  die  Seiten  eines  eingeschriebenen  Dreiecks 
verbindet,  eine  Hypocycloide  vom  Modul  i  ist.  Diese  Enveloppe 
ist  identisch  mit  der  Enveloppe  der  Axen  derjenigen  Parabeln, 
welche  man  in  ein  Dreieck  einschreiben  kann,  das  dem  erste- 
ren  parallel  und  umschrieben  ist.  No. 

F.  Rummer.      Untersuchungen    einer    neuen    krummen 

Linie.    Pr.  Heidelberg.  1869. 

K. 


Capitel  3. 

Analytische  Geonietrie  des  Raumes. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 

O.  Hesse.      Vorlesungen    über    analytische    Geometrie 

des  Raumes   etc.       2.  Aufl.  Leipsig  1869. 

Die  neue  Auflage  des  allgemein  bekannten  und  wegen  seiner 
mustergültigen  Darstellung  geschätzten  Lehrbuches  hat,  abge- 
sehen ypn  Zusätzen,  welche  durch  die  einschlägigen  Arbeiten 
der  letzten  8  Jahre  bedingt  waren,  durch  zwei  Vorlesungen  flb^ 
analytische  Mechanik  dankenswerthc  Erweiterungen  erfahren. 
Die  erste  dieser  Vorlesungen  betrifft  die  Bestimmung  der  TiSg- 
beits-Axen,  die  zweite  die  Planetenbewegung.  K. 
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E.  Beltraml      Thdorie    fondameiitale    des    espaces    de 
courbure  constante.     Trad.  par  J.  HoUel.      Ann.    de   rfic. 

Norm.  VI.  347-377.    1869. 
Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  208.  Mz. 

Laguerke.  Emploi  des  imaginaires  dans  la  gdom^trie 
de  Tespace.  inst,  i  sect.  xxxvin.  155-I6Ö.  1870. 
Der  Verfasser  giebt  zunächst  einige  Definitionen,  die  sieb 
auf  imaginäre  Elemente  des  Raumes  beziehen.  Alle  Kreise  der- 
selben Ebene  gehen  durch  zwei  feste  imaginäre  Punkte  im  Un- 
endlichen. Jede  Gerade  dieser  Ebene,  die  einen  dieser  Punkte 
enthält,  heisst  isotrope  Gerade.  Alle  solche  Geraden  bilden  zwei 
Systeme  paralleler  Geraden;  die  des  einen  Systems  gehen  durch 
den  einen  imaginären  Kreispunkt  im  Unendlichen,  die  des  andern 
Systemes  durch  den  anderen.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene 
gehen  2  isotrope  Gerade  von  verschiedenen  Systemen,  die  zu- 
sammen einen  Kreis  mit  dem  Radius  Null  bilden.  In  einer 
reellen  Ebene  enthält  jede  isotrope  Gerade  nur  einen  reellen 
Punkt,  nämlich  denjenigen,  in  welchem  sie  ihre  conjugirte  isotrope 
Gerade  schneidet.  Legt  man  durch  einen  festen  (reellen  oder 
imaginären)  Punkt  verschiedene  Ebenen,  so  enthält  jede  dieser 
Ebenen  2  durch  diesen  Punkt  gehende  isotrope  Gerade.  Alle 
diese  Geraden  liegen  auf  einem  Kegel  2'^"  Grades,  den  man 
auch  als  Kugel  mit  dem  Radius  Null  ansehen  kann ;  ein  solcher 
Kegel  soll  isotroper  Kegel  heissen.  Alle  isotropen  Kegel  treffen 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  demselben  Kegelschnitt  (der  der 
imaginäre  unendlich  ferne  Kreis  aller  Kugeln  des  Raumes  ist 
und  Ombilicale  genannt  wird).  Durch  eine  Gerade  kann  man 
im  Allgemeinen  2  Tangentenebenen  an  die  Ombilicale  legen; 
diese  heissen  isotrope  Ebenen.  Ein  solches  Ebenenpaar  wird 
durch  eine  zu  jener  Geraden  senkrechte  Ebene  in  zwei  isotropen 
Geraden  geschnitten.  Durch  eine  isotrope  Gerade  kann  man 
nur  eine  isotrope  Ebene  legen.  Sind  nun  a  und  a'  2  imaginäre 
conjugirte  Punkte  des  Raumes  (d.h.  solche,  deren  Goordinaten  auf 
ein  reelles  Axensystem  bezogen  imaginär  conjugirte  Grössen  sind), 
80  geht  durch  jeden  dieser  beiden  Punkte  ein  isotroper  Kegel; 
beide  Kegel  schneiden  sich  in  einem  reellen  Kreise  Aj  dessen 
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Ebene  senkrecht  zu  der  reellen  Geraden  aa^  und  zwar  durch 
deren  Mitte  0  (gleichzeitig  Centrum  von  A)  geht,  und  dessen 
Radius  =R  ist ,"*  wenn  Oa  =  ß/— i  angenommen  wird.  Beide 
Punkte  a  und  a!  zusammen  bestimmen  den  Kreis  A  vollständig; 
umgekehrt  sind  die  Punkte  als  Spitzen  der  beiden  isotropen 
Kegel,  die  durch  A  gehen,  bestimmt,  wenn  A  gegeben  ist  Es 
werden  nun  noch  die  Punkte  a  und  a!  von  einander  unter- 
schieden je  nach  dem  Sinne,  in  welchem  man  sich  den  Kreis 
A  durchlaufen  denkt. 

Der  Verfasser  giebt  nun  eine  Anwendung  dieser  Principien 
auf  anallagmatische  Flächen.  (Ueber  ihre  Definition  siebe 
Fortschr.  d.  M.  I.  p.  300)  Nach  dem  Angegebenen  lassen  sie 
sich  auch  so  definiren:  Bewegt  sich  eine  Ebene  so,  dass  sie 
stets  eine  feste  Oberfläche  2***"  Grades  berührt,  so  beschreiben 
die  beiden  Punkte,  welche  dem  Durchschnittskreis  der  Ebene 
mit  einer  festen  Kugel  als  Spitzen  isotroper  Kegel  durch  den 
Kreis  zugeordnet  sind,  eine  anallagmatische  Fläche.  Die  feste 
Kugel  S  und  die  feste  Obei-fläche  2'*"  Grades  A  schneiden  sich 
in  einer  Raumcurve  4"^"  Grades  F,  welche  eine  der  Focalen 
der  anallagmatischen  Fläche  ist;  diese  besitzt  ausser  F  noch  4 
andere  Focalen.  In  j^dem  Punkte  m  der  anallagmatischen 
Fläche  geht  die  Normale  durch  den  Punkt,  in  welchem  die 
Ebene  des  zu  m  zugeordneten  Kreises,  die  Fläche  A  berührt. 
Es  folgen  nun  viele  Eigenschaften  der  anallagmatischen  Fläche, 
die  sich  meistens  auf  ihre  Kreisschnitte  beziehen.  Diese  Flächen 
lassen  sich  auch  als  Ort  von  Kreisen  definiren;  denn  während 
die  variabele  Tangentenebene  stets  eine  bestimmte  Gerade  der 
Fläche  A  enthält,  liegen  die  beiden  Punkte  der  anallagmatischen 
Fläche,  welche  durch  diese  Ebene,  wie  oben  angegeben,  be- 
stimmt werden,  auf  einem  Kreise. 

Am  Schluss  findet  sich  noch  eine  allgemeine  Betrachtung 
geometrischer  Raumcurven.  Mz. 

E.  Weyr.      Theorie    der    mehrdeutigen    geometrischen 
Elementargebilde.    Leipzig  1869. 

Sind  a  und  6  zwei  feste  Elemente  eines  Gebildes,  und  ist 
X  ein  bewegliches  Element  desselben,  so  niöi»c  |  bei  einer  Punkt- 
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(IX 

reihe  den  Quotienten  j—j  bei  einem  StrahlenbUsehel  den  Werth 

sin  (HB 

—  vorstellen.    Zwei  Gebilde  G  und  G\  deren  Elementen  be- 

ßinbx 

zftglich  die  Theilverhältnisse  |  und  |'  entsprechen,  treten  da- 
durch in  eine  Beziehung  zu  einander,  dass  die  Werthe  |  und 
^  einer  willkürlichen  Gleichung.  /"(^,  |')  =  0  unterworfen  werden. 
Die  projectivische  Beziehung  ist  demgemäss  durch  eine  Ver- 
wandtschaftsglcichung  auszudrücken,  welche  in  Bezug  auf  |  und 
I'  linear  ist,  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

ll'+a|  +  a'|'+6  =  0, 
wo  a,a',b  beliebige  Constante  bezeichnen.  Eine  Beziehung, 
welche  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  einem  Elemente  in  G 
zwei  Elemente  in  &  entsprechen,  aber  einem  Element  in  G'  nur 
ein  Element  in  (7,  ist  repräseutirt  durch  die  Gleichung 
r  K  r  +  a.r+aj  + (6,  r+6J"+6J  =  0. 
Diese  so  definirte  Beziehung  zwischen  zwei  geometrischen  Ele- 
mentargebilden machj;  der  Verf.  zum  Gegenstand  eingehender 
Untersuchung;  diese  umfasst  den  ersten  Theil,  welchen  er 
„Theorie  ein-  zwei-deutiger  geometrischer  Elementargebilde**  be- 
titelt. Auf  diese  Theorie  gründet  sich  die  Behandlung  der 
Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  und  der  Curven 
dritter  Glasse  mit  einer  Doppeltangente,  welche  naturgemäss  als 
Erzeugnisse  ein-  zwei-deutiger  Elementargebilde  auftreten.  Wer 
sich  für  die  besondere  Natur  der  Curven  CJ,  CJ  und  CJ  in- 
teressirt,  wird  eine  Fülle  anziehender  ^Eigenschaften  und  zahl- 
reiche Lösungen  von  Constructionsaufgaben,  welche  sich  auf  sie 
beziehen,  im  zweiten  Theile  des  Werkes  vorfinden.  Die  Be- 
handlung des  Stoffs  ist  ungemein  ausführlich,  der  vorliegende 
Band  umfasst  156  Seiten  und  enthält  5  sehr  sauber  ausgeführte 
Figürentafeln.  Sehn. 

E.  Weyr.     Geometrie   der  räumlichen  Erzeugnisse  ein- 
zwei-deiitiger  Gebilde,  insbesondere  der  Eegelflächen 
dritter  Ordnung.     Leipzig  1870. 
Das  vorliegende  Werk  ist  eine  Fortsetzung  der  1869  vom 

Verf.  veröffentlichten  „Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen 
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Elementargebilde''.  Indem  er  zu  den  ein-  zwei-deutigen  Punkt- 
rcihen  und  StrablenbUseheln  die  ein-  zwei-deatigen  Ebenen- 
büsebel  fügt  und  ibre  Erzeugnisse  bei  willkttrlicber  Lage  im 
Räume  betrachtet,  gelangt  er  zu  den  Regelflächen  dritter  Ord- 
nung, über  welche  Gremona  in  der  Abhandlung  ,,Sulle  saperfieie 
gobbe  del  terz'  ordine*'  (Atti  del  R.  Istituto  Lombardo  n. 
1861)  bereits  so  ausgezeichnete  Untersuchungen  veröffentlicht 
hat  Es  ist  nämlich  der  Durchschnitt  entsprechender  Elemente 
zweier  ein-  zwei-deutiger  Ebenenbttschel  eine  Regelfläche  dritter 
Ordnung;  sie  ist  identisch  mit  dem  Erzeugniss  zweier  ein-  zwei- 
deutiger Punktreihen,  und  andererseits  lässt  sich  jede  Regel- 
fläche dritter  Ordnung  als  ein  Erzeugniss  zwei  ein-  zwei-dentiger 
Ebenenbttschel  oder  Punktreihen  auffassen.  Aus  der  Erzeugangs- 
art  dieser  Regelflächen  folgen  unmittelbar  ihre  wichtigsten  Eigen- 
schaften, denen*  sich  im  Verlaufe  der  Untersuchungen  viele  andere 
anschliessen ,  auf  die  im  Einzelnen  einzugehen  hier  zu  weit 
führen  würde. 

Als  Anhang  sind  vier  Noten  beigegeben  A,  B,  C,  D.  Die 
Note  Ä  behandelt  die  Constructiofi  algebraischer  Ausdrücke  des 
dritten  Grades.    Der  Verf.  stellt  sich  nämlich  die  Aufgabe:  ,,Man 

soll  die  Function  —    »  .  T  .         aus  sechs  ihrer  Werthe,  welche 

gegebenen  sechs  Werthen  der  Yariabeln  x  entsprechen,  con- 
struiren,  d.  h.  man  soll  zu  jedem  siebenten  Werthe  der  Yariabeln 
den  entsprechenden  Functionswerth  graphisch  finden^'.    Wie  man 

leicht  erkennt,  hat  die  Curve  y  =  —   ,  ,   ^ — .  einen  Doppel- 

^  ^  ax^+px  +  y  *^^ 

punkt  im  Unendlichen  in  der  Richtung  der  Ordinatenaxe,  dessen 
beide  Tangenten  die  Abscissenaxe  in  den  Wurzeln  der  Gleichung 
aa?'+/Är  +  y  =  0  schneiden;  es  ist  mithin  die  Aufgabe  zorttek- 
gefUhrt  auf  die  Gonstruction  einer  Curve  dritter  Ordnung  ans 
dem  Doppelpunkte  und  sechs  weiteren  Punkten,  eine  Aufgabe, 
die  wie  der  Yeif.  in  Theil  U.  gezeigt  hat,  sich  mittelst  des 
Lineals  allein  durchführen  lässt.  Andere  speciellere  Functions- 
formen  werden  in  der  Note  A  in  ähnlicher  Weise  behandelt 

Die  Note  B  enthält  die  Lösung  eines  Theils  der  Atr  das 
Jahr  1870  von  der  königl.  Preuss.  Academie  der  Wissenschaften 
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gestellten  Preisfrage,  indem  in  ihr  ein  geometrisches  Vei-fahren 
enthalten  ist,  nach  welchem  man  die  Hauptkrttmmungsrichtungen 
und  Hauptkrttmmnngshalbmesser  beliebiger  Flächen  construiren 
kann,  wenn  man  die  Krümmungsradien  dreier  Schnitte  kennt. 
Aus  der  bekannten  Relation 

i    __  cos'g)      sin*y 

R  R^  R^ 

ergiebt  sich,  wenn 5l  =  tgi/)  gesetzt  wird, 

B(Ä.+B,tg»~Ä.B,(l  +  tg»  =  0. 
Die  Gleichung  zeigt,  dass  jedem  durch  q»  bestimmten  Nor- 
malschnitt  auf  der  Normale  ein  Krümmungsmittelpunkt,  jedem 
Punkt  der  Normale  aber  zwei  Normalschnitte  entsprechen,  denen 
jener  Punkt  als  Krümmungsmittelpunkt  zugehört.  Die  Reihe  der 
Erümmungsmittelpunkte  und  des  Büschels  der  Normalschnitte 
stehen  demnach  in  ein-  zwei-deutiger  Verwandtschaft.  Im  Be- 
sonderen entsprechen  dem  Punkt  der  Fläche,  von  dem  die  Nor- 
male ausgeht,  die  beiden  Normalschnitte,  welche  den  imaginären 
Eugelkreis  berühren;  denn  für  A  =  0  wird  obige  Gleichung  be- 
friedigt, wenn  l  +  tg*y  =  0  oder  tgqp  =  ±y'— 1  ist.  Sind  dem- 
nach drei  Normalschnitte  mit  ihren  Krümmungsniittelpunkten 
gegeben,  so  sind  in  Rücksicht  auf  die  letzte  Bemerkung  von  den 
beiden  ein-  zwei-deutigen  Gebilden  fQnf  einander  entsprechende 
Elemente  bekannt,  und  diese  reichen  nach  den  in  Theil  I.  ge- 
gebenen Entwickelungen  aus,  die  übrigen  entsprechenden  Ele- 
mente zu  bestimmen.  Um  die  Bestimmung  durchzufuhren,  seien 
ilj,  Bj,  C,  drei  Tangenten  der  Fläche,  welche  vom  Fusspunkt 
o  der  Normale  ausgehend  drei  Normalschnitte  in  jenem  Punkte 
bestimmen;  den  Normalschnitten  entsprechen  auf  der  Normale  die 
Erümmungsmittelpunkte  a,  b,  c  Man  denke  die  Normale  N  so 
in  die  Tangentialebene  gelegt,  dass  a  auf  A^  zu  liegen  kommt, 
ohne  dass  JV  und  A^  sich  decken,  und  projicire  die  Punktreihe 
o,  a,  b,  c  aus  einem  beliebigen  Punkt  des  Str&hles  A^ .  Das  so 
entistehende  Büschel  sei  alsdann  bezeichnet  mit  (0,  A,  B,  C). 
Dieses  steht  in  ein-  zwei-deutiger  Beziehung  mit  dem  in  o  vor- 
handenen Büschel  (^,7^19^1,...),  und  zwar  decken  sich  die  ent- 
sprechenden Strahlen  A  und  A^,  während  dem  Strahl  0  in  dem 
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eindeutigen  Büschel  die  beiden  Stralilea  in  dem  zweideutigen 
entsprechen,  welche  von  o  nach  den  imaginären  Kreispunkten 
laufen.  Der  Durchschnitt  der  entsprechenden  Elemente  beider 
Büschel  ist  ausser  der  Geraden,  in  welcher  A  und  A^  sieh 
decken,  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Punkt  o  geht,  den 
Durchschnittspunkt  von  B  und  B^ ,  von  C  und  C,  enthält  und 
ausserdem  den  Strahl  0  in  den  Punkten. schneidet,  in  welchen 
die  voll  0  nach  den  imaginären  Kreispuükten  laufenden  beiden 
Strahlen  ihn  treffen;  letztere  stellen  sich  aber  dar  als  die  Doppcl- 
punkte jener  Involution,  in  welcher  0  von  der  rechtwinkligen 
Strahleninvolution  getroffen  wird,,  die  o  zum  Scheitel  hat.  Der 
Kegelschnitt  ist  also  bestimmt  durch  3  reelle  und  2  imaginäre 
Punkte,  oder  anders  ausgedrückt,  durch  drei  reelle  Punkte  und 
eine  bestimmte  Involution,  die  er  auf  der  Geraden  0  veranlasst; 
die  Gonstruction  eines  solchen  Kegelschnitts  ist  aber  nach  be- 
kannten Methoden  möglich.  Von  dem  Centrum  des  eindeutigen 
Büschels  laufen  zwei  Tangenten  an  diesen  Kegelschnitt,  diese 
schneiden  die  in  der  Tangentialebene  liegende  Normale  N  in 
den  zwei  Hauptkrümmungsmittelpunkten,  und  die  von  o  nach 
den  Berührungspunkten  der  Tangenten  laufenden  Strahlen  geben 
die  Hauptkrümmungsrichtungen  der  Fläche  an.  Mit  Berücksich- 
tigung des  Theorems  von  Meunier  lassen  sich  also  die  Haupt- 
krümmungsrichtungen und  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte  con- 
Btruiren,  sobald  drei  beliebige  Schnitte  mit  ihren  Krümmungen 
bekannt  sind. 

Note  C  behandelt  die  Curven  dritter  Ordnung  n  mit  einem 
Doppelpunkte  als  Erzeugniss  krummer  projectivischer  Gebilde. 

Note  D  enthält  Betrachtungen  über  eine  RaumcoUineation, 
welche  der  Verf.  „die  windschiefe  Raumcollineation*'  nennt.  Die 
Gesammtheit  aller  Geraden,  welche  zwei  windschiefe  Gerade  M 
und  N  schneiden,  bilden  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und 
erster  Classe.  Jedem  Punkt  a  im  Raum  gehört  eine  Gerade  zu, 
welche  M  und  tfm  zwei  Punkten  m  und  n  schneidet;  ein  Punkt 
a'  auf  dieser  Geraden  heisst  nun  nach  dem  Verf.  Bild  des 
Punktes  a,  wenn  das  Doppelverhältniss  (mnaa^)==7i  ist,  wo  x, 
der  sogenannte  ProjectionscoeilScient,  irgend  eine  constante  Grösse 
bezeichnet.    Das  Verwandtschaftsverhältniss  zweier   derart   auf 
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einander  bezogener  Räume  ist  eine  besondere  Form  der  Colli- 
neation.  Die  Untersuchungen  schliessen  mit  verschiedenen  Be- 
trachtungen ftber  die  Geometrie  auf  den  Flächen  /.weiter  Ord- 
nung, auf  welche  der  Veif.  durch  jene  Collineation  geführt  wird. 

Sehn. 

A.  EiBAUCouu.  Sur  Ics  siirfaces  01  tliogonales.        inst.  i.  sect 

XXXVir.  29-30.  222-223.  1869. 

Wenn  die  Mittelpunkte  einer  Reihe  von  Kugeln  auf  einer 
Oberfläche  liegen,  dann  sind  im  Allgemeinen  die  Berllhrungs- 
sehnen  (liegend  zwischen  den  Berührungspunkten  jeder  der  Kugeln 
mit  der  Einhtlllenden  aller)  nur  dann  normal  zu  Oberflächen, 
wenn  eine  bestimmte  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist.  Es  w^erden 
nun  weiter  die  Bedingungen  erörtert,  welche  erfüllt  sein  müssen, 
wenn  diese  zu  den  Berührungssehnen  normalen  Oberflächen  einen 
Theil  eines  dreifach  orthogonalen  Systems  bilden  sollen. 

Sind  Kreise  zu  drei  Oberflächen  normal,  dann  sind  sie  es 
auch  zu  unendlich  vielen  andern,  welche  einen  Theil  eines  drei- 
fach orthogonalen  Systems  bilden;  solcl.e  orthogonale  Systeme 
werden  cyklische  genannt.  Die  cyklischen  Systeme  und  die 
Transformation  beliebi^ier  orthogonaler  Systeme  bildet  den  Gegen- 
stand des  letzten  Theiles  der  Note.  T. 

E.  Oatalan.    Sur  les  surfaces  orthogonales.       inst.    1    sect. 

XXXVII.  61.  1869. 

In  dieser  Note  ist  zunächst  der  scharfe  Unterschied  erwähnt, 
der  zwischen  einem  von  Darboux  (Ann.  de  l'Ec.  Norm.  IL  59) 
und  einem  von  Catalan  (Möraoires  couronnes  de  l'Ac.  de  Belg. 
XXXII,  15)  gegebenen  Satze  besteht,  welcher  die  dreifach  or- 
thogonalen Systeme  betrifift.  Nach  Darboux  kann  eine  beliebige 
Fläche  nicht  einen  Theil  eines  dreifach  orthogonalen  Systemes 
bilden,  während  nach  Gatulan  jede  Oberfläche  einen  Theil  eines 
solchen  Systems  bildet.  Daran  schliessen  sich  noch  Mittheilungen 
über  Gleichungen  orthogonaler  Systeme  und  Bemerkungen  über 
demnächst  zu  veröffentlichende  Untersuchungen  über Wellenfläehen. 

T. 
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A.  Enmeper.     üeber  eine  Erweiterung  des  BegriflFs  von 
Parallelflächen.    Gott.  Nachr.  1870.  70-82. 

Der  Verfasser  betrachtet  zunächst  zwei  Parallelflächen  S 
und  S^  und  zu  eiuem  Punkte  P  von  S  den  correspondirenden 
P,  von  S^ .  P  und  P,  haben  dann  dieselbe  Normale,  und  den 
Krümmungslinien  der  Fläche  S  entsprechen  auf  S^  ebenfalls 
Krümmungslinien.  Die  Erweiterung  ist  nun  folgende :  Zwei  Flächen 
S  und  S^  sollen  so  zu  einander  in  Beziehung  stehen,  dass  die  Nor- 
malen in  zwei  correspondirenden  Punkten  P  und  P^  parallel  sind, 
und  den  Krümmungslinien  der  Fläche  S  ebenfalls  Krümmungslinien 
der  Fläche  S,  entsprechen.  Bezeichnet  man  durch  t  die  Projection 
der  Distanz  der  beiden  Punkte  P  und  P^  auf  eine  der  parallelen 
Normalen  in  diesen  Punkten  zu  den  Flächen  S  und  S,,  so  ist  t 
durch  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung bestimmt.  Einer  gegebenen  Fläche  S  entsprechen  unend- 
lich viele  Flächen  S,,  welche  alle  die  Eigenschaft  haben,  dass 
in  zwei  Punkten,  deren  Normalen  parallel  sind,  das  Yerhältniss 
desKrümmungshalbmessers  zum  Torsionsradius  einer  Krümmungs- 
linie constant  ist.  Hat  die  Fläche  S  ein  System  von  Krümmungs- 
linien plan,  so  ist  dieses  auch  flir  alle  Flächen  S^  der  Fall. 
Ferner:  Lässt  sich  die  Fläche  S  ohne  Faltung  oder  Zerreissung 
so  biegen,  dass  die  Krümmungslinien  nach  der  Biegung  Krüm- 
mungslinien bleiben,  so  lassen  sich  die  Flächen  S,  auf  gleiche 
Art  deformiren.  Nimmt  man  eine  Fläche  S  von  der  angegebenen 
Eigenschaft  als  bekannt  an,  so  hängt  die  Bestimmung  einer 
Fläche  S^  von  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  ab. 
Es  folgen  nun  die  hierauf  bezüglichen  analytischen  Rechnungen. 

Mz. 

A.  RiBAUCOUR.    Sur  la  th^orie  des  surfaces,      inst,   i   sect 

XXX VIII.  60-61;  141-142;  236-237.  1870. 
Die  Untersuchung  des  zweiten  Systems  der  Krümmungs- 
linien der  Oberflächen,  auf  denen  sich  das  erste  System  aus 
Kreisen  zusammensetzt,  kann  auf  die  Untersuchung  orthogonaler 
Trajectorien  einer  Reihe  von  Kreisen  zuiilckgebracht  werden, 
die  in  einer  Ebene  gezeichnet  sind.  Allgemein  lässt  sich  diese 
Aufgabe  nicht  lösen,  aber  die  Kenntniss  einer  Lösung  genfigt, 
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um  beliebig  viel  andere  zu  bestimnien.  Daran  schliesst  sich  dann 
ein  Beweis  eines  Satzes  von  Bonnet,  dass  die  Oberflächen,  deren 
beide  Systeme  vonKrUmmungslinien  sich  aus  geodätischen  Kreisen 
zusammensetzen,  die  Einhüllenden  von  Kugeln  sind,  welche  durch 
zwei  feste  Punkte  gehen.  — 

Ist  auf  einer  Oberfläche  eine  Curve  C  gezeichnet  und  ver- 
steht man  unter  N  die  Länge  der  Normale  in  einem  Punkte  P 
der  Curve  C,  gerechnet  von  P  bis  zum  Durchschnittspunkte  mit 
der  im  benachbarten  Punkte  construirten,  dann  muss  diese  Länge 
N  einer  Diflerentialgleichung  genUgen,  welche  zeigt,  dass  für 
Oberflächen  zweiten  Grades  N  lediglich  von  der  Lage  des  Punktes 
P  abhängig  ist;  und  zwar  sind  die  Oberflächen  zweiten  Grades 
die  einzigen,  für  welche  N  diese  Eigenschaft  hat.  Die  Ober- 
flächen höherer  Grade  sind  so  beschaffen,  dass  N  nur  für  drei 
Curvenfamilien  die  Eigenschaft  hat,  eine  Function  des  ange- 
nommenen Punktes  zu  sein.  Es  werden  die  Resultate  für  den 
speciellen  Fall  gegeben,  dass  N  constant  ist.  — 

Die  Normalen  einer  Fläche  können  immer  als  Berührungs- 
sehnen einer  Gruppe  von  Kugeln  betrachtet  werden,  die  ihre 
Mittelpunkte  auf  einer  gegebenen  Kugel  haben.  Man  kann  da- 
her als  tangentiale  Coordinaten  einer  Oberfläche  den  Abstand  p 
des  Anfangspunktes  0  von  der  Tangentialebene  und  die  sphäri- 
schen Coordinaten  u  und  f>  des  Punktes  nehmen,  in  dem  das 
Loth  zur  Tangentialebene  die  Kugel  schneidet,  welche*  mit  dem 
Radius  1  um  den  Punkt  0  als  Mittelpunkt  beschrieben  worden 
ist.  Die  allgemeinen  Formeln,  welche  sich  aus  diesem  Versuch 
einer  Theorie  der  krummen  Oberflächen  ergeben,  werden  an- 
geführt. T. 

J.  Welsch.     Demonstration   ^Idmentaire   d'un   tli^oreme 

de  Monge.    Nouv.  Ann.  (2)  IX.  123-124  1870.    Inst.  1  sect.  XXXVIII. 

28. 1870. 
Die  Kugel  ist  die  einzige  Oberfläche,  deren  sämmtliche 
Punkte  Nabelpunkte  sind  oder  auf  welcher  jede  beliebige  Linie 
eine  Krümmungslinie  ist.  Die  Normalen  der  Oberfläche  in  den 
sämmtlichen  Punkten  einer  Krltmraungscurve  bilden  eine  ab- 
wickelbare Fläche;  soll  die  Schnittcurve  eines  Normalschnittes 
in  einem  Punkte  A  der  Oberfläche  eine  Krümmungscurve  sein, 
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so  wild  die  zugeliorige  abwickelbare  Fläche  die  Ebene  des 
Schnittes,  also  niuss  die  Normale  der  Oberfläche  in  irgend  einem 
anderen  Punkt  B  der  Schnittcurve  die  Normale  in  A  schneiden. 
Durch  irgend  einen  dritten  Punkt  C  ausserhalb  dieser  Ebene 
geht  sowohl  eine  Normalebeue  von  A  als  eine  von  Ä,  also  inuss 
die  Normale  in  C  sowohl  die  in  A  als  die  in  B  schneiden,  also 
müssen  alle  Normalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Schz. 

L,  Painvin.     Cüurbure  eii  im  point  multiple  d'une  sur- 
face.       Borchardt  J.  LXXII.  340-349.  1870. 

Legt  man  durch  Punkt  0,  der  ein  p-facher  Punkt  einer 
Oberfläche  S  sein  soll,  eine  die  Obei-flächc  schneidende  Ebene, 
dann  cxistirt  für  eine  jede  der  möglichen  Lagen  dieser  Ebene 
ein  auf  der  Oberfläche  gelegener  Curvenzweig,  der  durch  den 
Punkt  0  geht.  Jeder  dieser  Curvenzweige  hat  in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  einen  Krümmungskreis  und  einen  Krümmungsmittelpunkt. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nun  der  geometrische  Ort  dieser 
Krümmungsmittelpunkte  bestimmt. 

Zunächst  wird  die  veränderliche  Lage  der  schneidenden 
Ebene  dadurch  eingeschränkt,  dass  angenommen  wird,  sie  drehe 
sich  um  eine  feste  Axe  G.  Diese  feste  Axe  sei  eine  der  Er- 
zeugenden des  Tangentialkegels  in  0.  Für  diesen  Fall  ist  der 
Ort  der  •  Krttmmungsmittelpunkte  ein  bestimmter  Kreis.  Gehört 
die  Gerade  G  zu  den  p(p+1)  Inflexionstangenten  im  Punkte  0 
der  Obei'fläche,  dann  wird  der  Krümmungsradius  unendlich  und 
der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  degenerirt  in  eine  be- 
stimmte gerade  Linie. 

Dreht  sich  die  schneidende  Ebene  in  beliebiger  Weise  um 
den  vielfachen  Punkt  0,  dann  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der 
Krümraungskreise  in  0  eine  Oberfläche  /'der  Ordnung  p(p-f3); 
der  Punkt  0  wird  für  diese  Fläche  F  ein  vielfacher  Punkt  der 
Ordnung  pCP+2);  der  Kegel  der  asymptotischen  Richtungen 
dieser  Oberfläche  besteht  aus  p  imaginären  Kegeln,  deren  Glei- 
chung: a;'4-y'4-a^  =  0  ist,  und  aus  p(^p-\-i^  Ebenen,  die  be- 
ziehungsweise senkrecht  zu  den  Inflexionstangenten  der  Ober- 
fläche S  im  Punkte  0  sind.    Nimmt  man  den  Punkt  0  zum  Pol 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitol  3.     Analytische  Geometrie  dea  Raumes.  537 

einer  Transformation  durch  reciprokc  Lcitstralilen,  dann  ist  die 
Transformii-te  der  Fläche  JTeine  Obei'fliiche  der  Ordnung-  />(p-l-2), 
und  für  diese  Fläche  ist  Punkt  0  ein  vielfacher  Punkt  der  Ord- 
nung ptp+O-  ^^^^  ^iö  Ebenen,  welche  durch  0  gehen,  und 
die  Oberfläche  S  in  solchen  Curven  schneiden,  für  welche  einer 
der  Krömmungsradien  in  0  eine  gegebene  Länge  hat;  hüllen 
einen  Kegel  der  Classe  2/}(p4-2)  ein. 

Diese.  Resultate,  welche  unter  der  Bedingung  erhalten  sind, 
dass  der  Punkt  0  ganz  allgemein  vielfach  sei,  erfahren  Aende- 
rungen,  wenn  man  annimmt,  dass  der  vielfache  Punkt  0  gewisse 
specielle  Bedingungen  erfülle.  Die  bisher  angewandten  Methoden 
sind  auch  in  diesen  besonderen  Fällen  anwendbar.  Als  Beispiel 
f&r  diesen  Fall  wird  der  Doppelpunkt  mit  seinen  Specialitäten 
behandelt.  T. 

L.  Painvin.     Courbure  en  un  point  multiple  cVuiie  courbe 
ou  d'une  surface.    c.  ii.  Lxviii.  131-135  1869. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  A.  p.  4G3. 

.  Laguerre.     Propridtds  des  courbes  tracdes  sur  une  sur- 
face quelconque.finst.  1  eect.  xxxviii.  77.  1870. 

Man  ziehe  auf  irgend  einer  Fläche  eine  Curve  (Directrix), 

trage  auf  den  Normalen  in  den  Punkten  der  Directrix  Längen 

ab,  die  Functionen  der  Lage  des  zugehörigen  Punktes  auf  der 

Directrix  sind.    Sind  M,  91'  zwei  solche  unendlich  nahe  Punkte, 

N  und  N'  die  zugehörigen  Normalen,    V  und  F'  deren  Winkel 

mit  MM',  so  giebt  der  Ausdruck 

MM' [NGOS  V+N' CO»  V'] 

nach  steigenden  Potenzen  von  ds  entwickelt: 

dK 
Kds^+l-r'ds*+  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  ds, 

Ist  dieser  Ausdruck  also  von  einer  höheren  als  der  dritten  Ord- 
nung (d.h.  ist  Ä'=0),  so  ist  er  wenigstens  von  der  fünften. 
Damit  K  =  0  sei,  muss  man  haben : 

dJV  _    2       drj  dsincj     1    ^  ^Q 

JV   ""    3    tang  m         sin  es      '  T  ^ 
(lieber  tj,  w  und  q  siehe:  Laguerrc,  Sur  une  formule  relative  au^ 
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courbes  tracecs  sur  les  surfaces  du  sccood  ordre.  Ab^cbn.  IX. 
Cap.  3  C,  wo  das  Integral  dieser  Gleichung  steht).  Es  werden 
dann  einige  besondere  Fälle  betrachtet.  •-       Mz, 

E.  Roger.     Note  sur  les  courbures  des  surfaces.      c.  R. 

LXVIII.  366.    1869. 
Sind  A  und  B  die  Krümmungsradien  der  Hauptsehnitte  einer 
Oberfläche  in  einem  Punkte  P,  so  mflsste  man  die  Krümmung 

der  Fläche  entweder  durch  -j=-  oder  —  ^— +  _ ^  ausdrücken. 

In  beiden  Fällen  kann  die  Fläche  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 

in  P  gekrümmt  sein,  während  die  mathematische  Krümmung  ==  0 

wird.   Herr  Koger  schlägt  deshalb  vor,  als  Maass  der  Krümmung 

p^  dfA    _    3     /l_  2  i  \ 

anzusehen,  wenn  —  die  Krümmung  des  Normalschnitts  ist,  wel- 
cher mit  einem  Hauptschnitt  den  Winkel  fi  bildet.  Denkt  man 
nämlich  um  P  ein  unendlich  kleines  Fläcbenstück  abgegrenzt 
und  zieht  in  demselben  von  P  nach  der  Peripherie  unzählig  viele 
Sadien  /,  die  mit  einer  der  Krümmungslinien  den  Winkel  fi 
bilden,  so  erhält  man  aus  den  Grössen  der  Elemente  /  die 
Grösse  des  Flächenschnittes  um  P  nach  der  Formel 

"271 


1 
In  derselben  Weise,  wie  so  die  Fläche  um  P  durch  die  Länge 

der  Elemente  l  bestimmt  wird,  giebt  ^i      --f^M  ^1^  Krümmung 

u  ' 

der  Fläche  durch  die  Krümmung  —  der  Normalschnitte. 

K, 

E.  Roger.     Note  sur  quelques   propri(5tds  des  surfaces 
courbes.    C.  R.  LXIX.  1071.  1869. 

Man  denke  durch  irgend  einen  Punkt  P  einer  continuirlichen 
Fläche  alle  Normalschnitte  gelegt  und  auf  denselben  von  P  aus 
gleiche,  unendlich  kleine  Längen  /  abgetragen,  ferner  denke  man 
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die  Punkte  auf  der  Fläche  bestimmt,  deren  geradlinige  Entfer- 
nung von  P  gleich  l  ist;  und  projicire  die  beiden  entstandenen 
Corven  auf  die  Tangenten-Ebene  in  P,  dann  spielen  diese  Pro- 
jectionen  2  end  S'  für  die  oben  definirte  Krümmung  der  Fläche 
eine  analoge  Bolle,  wie  die  Indicatrix  von  Dupin  fflr  die  Erttm- 
müng  der  Normalschnitte.  Sind  L  und  U  die  Umfange,  S  und 
S'  die  Inhalte  von  2  und  U'y  ist  L^  =  l^n,  bo  bestehen  die 
Gleichungen: 

L,-4L'+3L  =  0,        S,-4S'+3S  =.  0. 
Für   denselben   Werth   von  /  sind   die  Grössen   L^^L,  S^—S, 
L^—Uy  S^— S'  der  Krümmung 

8  \A'  ^  3ÄB  ^  ÄV 
proportional.  K. 

M.  Jeffery.     On    centres    of   ciirves    or   surfaces,   and 
-  their  polar  and  pole    curves  or  surfaces.     Quart.. J.x. 

171-185.  1869. 

Herr  Salmon  giebt  in  seinen  Higher  Plane  Curves  die 
Elemente  der  Theorie  der  Polaren  eines  Punktes  (Pole  Curves 
nach  Cayley's  Bezeichnung)  in  Bezug  auf  eine  Fundamental- 
curve  von  gegebener  Ordnung,  und  im  Anhange  wird  die  analoge 
Theorie  für  Polarcurven  einer  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Fun- 
damentalcurve  gegebener  Classe  (Polarcurven)  angedeutet. 

Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  die  Dualität  bei- 
der Curvenarten  darzustellen,  indem  die  ftindamentalen  Sätze  für 
die  Polarcurven  gegebener  Geraden  denen  der  Polarcurve  für 
Punkte  gegenübergestellt  werden. 

Die  meisten  der  Sätze  werden  ebenfalls  für  sphärische 
Curven  und  für  Flächen  ausgesprochen. 

Besonders  werden  die  Mittelpunkte  und  Durchmesser  der 
Curven,  als  Polare  der  Punkte  und  Linien  im  Unendlichen, 
betrachtet.  He. 

P.  Frost.     On  the   direction  of  lines   of  curvature  in 
the  neighbourhood  of  an  Umbiliciis.      Quart.  J.  X.  78-86. 

1869. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  einige  von  Hamilton 

Fomcbr.  d.  Math.  H.  ^.  36 
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in  seinen  Quaternions  aufgestellten  Sätze  über  Umbilici  mittelst 
gewöhnlicher  Analysis  zu  beweisen.  Er  giebt  die  folgenden 
Sätze. 

Durch  einen  ümbilicus  gehen  drei  Zweige  von  Rrümmongs- 
linien. 

Jede  durch  einen  ümbilicus  gehende  Erzeugende  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  enthält  drei  umbilici. 

Diese  Erzeugenden  sind  Erttmmungslinien,  zufolge  der  geo- 
metrischen Definition,  dass  aufeinander  folgende  Normalen  sich 
schneiden.  Sie  sind  feiner  die  Orte  der  Punkte  der  Fläche,  für 
welche  die  beiden  confocalen  Oberflächen  zusammenfallen. 

Um  die  allgemeine  Theorie  der  Umbilici  zu  beleuchten, 
untersucht  der  Verfasser  den  Lauf  der  Krttmmungslinien  in  der 
Nähe  eines  ümbilicus  in  einer  allgemeineren  Fläche  höherer 
Ordnung  und  erläutert  denselben  durch  Zeichnung. 

He. 

A.  Cayley.  Note  on  Mr.  Frost's  Paper.  On  the  di- 
rection  of  lines  of  curvature  in  the  neighbourhood  of 
an  ümbilicus.     Quart.  J.  x.  111-113.  1869. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  Erzeugenden  durch  einen 
Ümbilicus  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  nicht  als  eigentliche 
Erttmmungscurven  der  Fläche  zu  betrachten  sind.  Die  Erüm- 
mungscurven  *sind  durch  das  vollständige  Integral  einer  Dif- 
ferentialgleichung bestimmt,  während  die  Erzeugenden  durch  den 
Ümbilicus  einer  besonderen  Lösung  angehören. 

Für  eine  Oberfläche  im  Allgemeinen  wird  die  Integrations- 
oonstante  fllr  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Fläche  ge- 
henden Erümmungscurven  durch  eine  quadratische  Gleichung  be- 
stimmt. Für  einen  Ümbilicus  werden  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung einander  gleich.  Es  geht  durch  einen  Ümbilicus  daher  nur 
eine  einzige  Erümmungscurve.    Diese  hat  aber  hier  drei  Zweige, 

deren  Richtungen,  ^,  durch  eine  cubische  Gleichung  bestimmt 

werden.  Dies  schliesst  den  Fall  nicht  aus ,  dass  die  betreffende 
Curve  in  drei  zerfällt,  wie  das  z.  B.  bei  der  Fläche  ary»  =  1 
der  Fall  ist.  '         He, 
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A.  Transon.  Lois  des  coniques  surosculalnces  clans  les 

ßurfaces.   Nouv.  Ann.  (2)  IX.  193-198.   Inst   L  sect.  XXXVIII.  125. 
1870. 

Ein  Kegelschnitt,  der  mit  einer  Oberfläche  in  einem  ihrer 
Punkte  eine  Berührung  der  fQnften  Ordnung  eingeht,  also  6  be- 
nachbarte Punkte  mit  der  Oberfläche  geraein  hat,  wird  ein  über- 
mässig osculirender  Kegelschnitt  (conique  surosculatrice)  der 
Fläche  genannt.  Die  entwickelten  Gesetze  beziehen  sich  auf  die 
Anzahl  der  übermässig  osculircnden  Kegelschnitte  in  einem 
Punkte  der  Fläche,  und  zwar  für  solche  Fälle,  in  denen  alle 
diese  Kegelschnitte  noch  einer  besonderen  Bedingung  genügen. 
Denn  geschieht  diese  besondere  Bestimmung  nicht,  so  erhält 
man  eine  unendlich  grosse  Anzahl  von  Kegelschnitten. 

Die  gewonnenen  Resultate  sind  folgende: 

Sollen  die  übermässig  osculirenden  Kegelschnitte  (und  zwar 
zunächst  nur  Ellipsen  und  Hyperbeln)  eine,  durch  den  gegebenen 
Punkt  der  Oberfläche  gehende  Gerade,  die  aber  nicht  Tangente 
der  Fläche  sein  darf,  enthalten,  dann  existiren  neun  übermässig 
oseulirende  Kegelschnitte-,  wenn  die  Gerade  aber  Tangente  ist, 
nur  deren  drei.  Der  Fall  der  übermässig  osculirenden  Kreise 
und  Parabeln  wird  am  Schlüsse  besonders  erörtert  (Sur  la  cour- 
bure  des  lignes  et  des  surfaces,  gelesen  in  der  Sitzung  der 
„Acadömie  des  Sciences*'  am  4.  Mai  1840;  Liouville  J.  1841). 

T. 

Spottiswoode.      Th^orfeme  coiicernaiit   la   thdorie    des 
surfaces.  0.  ß.  LXX.  651.  1870. 

Herr  Ghaslcs  macht  die  Mittheilung,  dass  Herr  Spottiswoode 
gefunden^  dass  sich  auf  einer  Oberfläche  in  jedem  Punkte  10 
(reelle  oder  imaginäre)  Kegelschnitte  zeichnen  lassen,  welche  eine 
Berührung  5*"  Ordnung  oder  6  Punkte  mit  der  Oberfläche  ge- 
mein haben.  M. 

U.  DiNi.   Ricerche  sopra  la  teorica  delle  supei-ficie.    Atti 

dei  XL.  Firenze  1869. 
Die    Abhandlung    enthält    weitere    Anwendungen     einiger 
Formeln  fbr  die  Krümmungslinien  von  Oberflächen,  welche  der 

36* 
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Verf.  in  seiner  Abhandlung:  „Sopra  alcuni  punti  della  teoria  delle 
superficies^,  (publieirt  im  vorher  gehenden  Bande  dieser  Atti)  ab- 
geleitet hatte.  Es  werden  zuerst  einige  allgemeine  Betrachtun- 
gen über  die  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Herrn  Wein- 
garten bezüglich  einer  gewissen  Classe  von  Oberflächen  gemacht, 
und  dann  der  gewonnene  Satz  zur  Untersuchung  der  windschiefen 
Oberflächen  benutzt,  deren  Generatricen  bei  der  Deformation 
der  Oberflächen  auf  Krümmungslinien  der  transformirten  oder 
cylindrischen  Schraubenfläche  reducirt  werden  können.  Der 
Verfasser  bestimmt  dann  auch  die  Flächen  constanter  Krttmmang, 
welche  ein  System  ^ebener  Krümmungslinien  haben.  Zuletzt 
gründet  der  Verfasser  auf  Betrachtungen,  die  auf  einem  allgemeinen 
Princip  beruhen,  und  auf  einige  Formeln  seine  Systeme  von  Kreisen 
der  Kugeln  (welche  er  durch  seine  vorhergehenden  Untersuchun- 
gen hat  festeilen  wollen)  und  sucht  in  einfacher  Weise  die  Glei- 
chung der  Oberflächen  zu  bestimmen,  die  ein  System  von  ebenen 
Krümmungslinicn  haben  und  die  ein  System  von  geodätischen 
Linien,  die  cylindrische  Schraubenlinien  sind,  haben,  und  löst 
einige  verwandte  Probleme.  Jg.  (0.) 

W.  FiRTH.     On   the  measure  of  curvature  of  a  surface 
referred  to  polar  coordinates.      Messenger  V.  66-76.  1869. 

In  dieser  Abhandlung   giebt   der  Verfasser   Ausdrücke   fllr 
die  Krümmung  einer  Fläche  in  Polarcoordinaten, 

35  =  rsinöcosqp,    y  =  rsinösinep,     a  =  rcosö. 

Bezeichnen  R  und  W  die  Hauptkrümmungscoordinaten  eines 
Punktes  der  Fläche,  so  hat  man 

wo 
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(('•''"''+(|)')(l?-'-4(w)') 

He. 

L.  Painvin.  Determination  des  plans  osculateurs  et 
des  rayons  de  courbure  en  un  point  multiple  d'une 
courbe  gauche.    0.  R.  Lxviii.  796. 1869. 

Die  Raamenrve  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  folgender 
Form  gegeben: 

Haben  nun  (pp  und  xpq  keinen  rationalen  Factor  gemein,  so  ist 
der  Coordinatenanfang  0  ein  vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung 
pq  fttr  die  Curve  J]  es  gehen  pq  (reelle  oder  imaginäre)  Zweige 
durch  diesen  Punkt,  und  die  Tangenten  sind  durch  die  beiden 
Gleichungen  gegeben: 

Irgend  eine  Ebene,  welche  durch  eine  dieser  Tangenten  geht 
trifft  die  Curve  in  (pq+i)  mit  0  coincidirenden  Punkten,  die 
Erlimmungsebene  durch  eine  dieser  Tangenten  in  Cp9+2)  Punkten. 
Die  Gleichung  der  letzteren,  so  wie  der  Krümmungsradius  werden 
angegeben.  Dann  wird  der  Fall  behandelt,  in  welchem  q>p  und 
fpg  einen  rationalen  Factor  gemein  haben.  Mz. 

E.  EcKARDT.  Beiträge  zur  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  insbesondere  zur  Theorie  der  Flächen.       Pr. 

Reichenbach  1870. 

Ph.  Gilbert.  Sur  la  thdorie  gdndrale  des  lignes  trac^ 
sur  une  surface  quelconque.    M6m.  de  Beig.  in  4*.  xxxvil. 

1869. 

AousT.  Analyse  infinitesimale  des  courbes  trac^es  sur 
une  surface  quelconque.    Paris  1869. 
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G.  Battaglini.     Intorno  ai  sistemi  di  rette  di  2^  grado. 

Battaglini  G.  711.  55.  1869.  Mz. 

A.  Mannheim.     Droite  polaire,    axe  de  courbure.       inst. 

1  sect.  XXXVm.  190.  1870. 
Zwei  Normalebenen  in  zwei  benachbarten  Pankten  einer 
Curve  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  Monge  droite 
polaire  genannt  hat;  Herr  Mannheim  wählt  dafür  den  Ausdruck 
axe  de  courbure  und  spricht  das  Theorem  von  Meusnier  in 
folgender  Form  aus:  Wenn  man  auf  einer  Oberfläche  Curven 
zieht,  welche  sich  unter  einander  im  Punkte  a  derselben  be- 
rühren, so  schneiden  sich  die  Krümmungsaxen  in  einem  Punkte. 
In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  an  einer  abwickelbaren  FÜlebe 
zwei  Normalebenen  denken,  welche  durch  zwei  aufeinander 
folgende  erzeugende  Geraden  dieser  Fläche  geführt  sind;  der 
Schnitt  beider  Normalebenen  ist  die  Krümmungsaxe  der  ab- 
wickelbaren Fläche.  Mit  Einführung  dieses  Begriffs  spricht  Herr 
Mannheim  ein  Theorem  aus,  welches  einige  Analogie  mit  dem  yon 
Meusnier  hat:  Wenn  man  auf  einer  Oberfläche  Gurren  betrachtet, 
welche  sich  unter  einander  in  einem  Punkt  a  derselben  berühren, 
und  construirt  die  abwickelbaren  Flächen,  welche  sich  an  die 
Oberfläche  längs  dieser  Guryen  legen  lassen,  so  laufen  die  Erüm- 
mungsaxen  derselben,  welche  jenem  Punkt  entsprechen,  durch 
einen  Punkt.  Sehn. 

E.  Beltrami.      Zur    Theorie    des    Krümmungsmasses. 

Olebflch  Ann.  I.  515-582.  1869. 

Bezeichnen  u,  v  Parameter  einer  Fläche,  und  sind  E,  F,  G 
bestimmt  als  Coefficienten  der  Darstellung  des  Linienelements 

ds'  =  Edu'+2Fdudv  +  Gdv^ 
endlich  y,  xp  zwei  beliebige  Functionen  von  «,  ©,  so  sollen  Dif- 
ferentialparameter erster  und  zweiter  Ordnung  die  Ausdrücke 
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und  Zwiscbenpararaeter  der  Ausdruck 

heissen,  wo  J  =  EG  —  F^  gesetzt  ist.  Es  werden  nun  einige 
Eigenschaften  dieser  Parameter  aufgeführt. 

Bezeichnet  8n  das  Linienelement  auf  der  Fläche,  welches 
im  Punkte  (uv)  auf  der  Gurve  9>  ==  const.  senkrecht  steht,  so  ist 

Ist  J^(ftff  =^  0^  SO  schneiden  sich  die  Gurven  q>  =  const.  und 
fp  =  const.  unter  rechten  Winkeln. 

Jeder  Losung  der  Differentialgleichung  J^qi  =  ^  entspricht 
ein  Curvensystem  qp  =  c,  dessen  orthogonales  aus  kürzesten 
Linien  besteht,  und  zwar  sind  die  zwischen  y  =  c  und  y  =  c/ 
abgegrenzten  geodätischen  Bogen  =  d—  c.  Die  gegenseitige 
Beziehung  der  Curven  des  ersteren  Systems  kann  man  also  als 
geodätischen  Parallelismus  bezeichnen,  und  die  geodätisch  paral- 
lelen Gurven  als  geodätische  Evolventen  einer  gemeinsamen 
Ourve  ansehen. 

Ist  z/,  (fp  +  itp)  =  0,  so  sind  die  Curvensysteme  q>  =  const. 
und  v^  =  const.  orthogonal  und  isometrisch;  es  ist  dann 

OS     -  ^5 

Femer  genügen  dann  f=(f  und  f^tp  der  Gleichung 

und  für  jede  Lösung  f=^<f  giebt  es  eine  zweite  f=ip  der  Art, 
dass  J^  ((f+iMö  =  0  wird.  Die  Bedingung,  dass  das  Curven- 
system q>  =  const.  isometrisch  sei,  ist 

-^  =  einer  Function  von  (p  allein. 

^J^  (p 

Ist  s  der  Umfang  des  Flächenstücks  (a,  und  sind  ^,  tp  inner- 
halb desselben  stetig,  so  ist,  gemäss  der  obigen  Erklärung 
von  8n, 

Derselbe  Ausdruck  wird  =2nqj^j  wenn  y  iü  einem  Punkte  wie 
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log —  unendlich  wird,  wo  q  den  kürzesten  Abstand  desselben 

von  einem  beliebigen  anderen,  und  q>Q  den  Werth  von  q>  filr  jenen 
Punkt  bezeichnet. 

Bezeichnet   x   den  Modul   des  integrirenden  Factors    der 
Gleichung 

Edu^-\'2Fdudc  +  Gdv*  =  0, 
so  ist  das  ErUmmungsmass  der  Fläche 

k  =  J^logx, 
Ftir  den  Fall,  wo 

^'  =  -T — 

ist,  genügt  x  =  hj  und  man  erhält: 

Femer  ist  die  geodätische  (oder  tangentielle)  Erlimmimg 
der  Curve  fp  =  const 

Für  den  FalL^,  (p  =  i  erhält  man: 

—  =  -^tVi 
beim  isometrischen  System,. wo  ^,<p  =  0  ist: 

r    ~~  d(p 

Für  kürzeste  Linien  ist 

Bezeichnet   q  einen  unendlich   kleinen   Bogen  einer  kürzesten 
Linie  von  irgend  einem  Punkte  in  irgend  einer  Richtung,  so  ist 

^k  =  lim^jlog — • 

Sind  X,  Y,  Z  die  Richtungscosinus  der  Normale,  Ä^,  Ä,  die 
Ilauptkrümmungsradien,  und  x,  y,  z  gegebene  Functionen  von 
u,  V,  so  ist 
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analog  für  die  andern  Coordinaten.  Hieraus  ergiebt  sich  u.  a., 
das8  bei  einer  Minimalfläche  jede  Schaar  paralleler  Ebenen  ein 
isometrisches  Schnittcuryensystem  erzeugt.  • 

Ist  F  eine  Function  von  x,  y,  ;&,  mittelbar  von  u,  v,  so  ist 

Ist  F  Function  des  Badiusvectors  r  allein,  und  yt  der  Winkel 
zwischen  r  und  der  Normale,  so  geht  der  Ausdruck  Über  in 

insbesondere 


.  •       1  cosi//  /  i 


"ä,  r      / 


nnd  bei  versehwindendem  r,  wenn  der  Anfangf^unkt  in  der 
FUche  liegt: 

lim^.log-i  =  -^, 

WO  A,  A'  die  Krümmungsradien  der  zwei  aufeinander  senkrechten 
Normalschnitte  bezeichnen,  in  deren  einem  r  liegt.  Die  zwei 
analogen  Formeln  fUr  q  und  r  zeigen,  dass  der  erstere  Grenz- 
werth  unabhängige  der  letztere  stets  abhängig  von  der  Richtung 
des  Bogens  ist.  H. 

E.  Beltrami.      Sulla   teoria   generale   delle   superficie. 

Atti  d.  At.  VeD.  V.  1869. 
Die  kurze  Note  enthält  den  Beweis  des  Gauss'schen  Satzes 
über  die  ]({ivariabilität  des  Products  der  Krümmungsradien  und 
des  von  Minding  über  die  Unveränderlichkeit  der  geodätischen 
Krümmung  jeder  Linie,  die  auf  einer  biegsamen,  unausdehnbaren 
Oberfläche  gezogen  wird.  Diese  Beweise  werden  mit  Hülfe 
leichter  Beihenentwickelungen  bei  Anwendung  cartesischer 
Coordinaten  geführt,  so  dass  sie  in  einen  elementaren  Cursus 
der  Anwendungen  der  Analysis  auf  Geometrie  aufgenommen 
werden  können.  Jg.  (0.) 
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E.  Weyr.    KrOmmungs Verhältnisse  eines  Cur venbüsch  eis 
in  einem  Scheitel.    Schlömilch  z.  XV.  486-490.  1870. 

Die  Bestimmung  des  Orts  der  Krümmongsmittelpunkte  eines 
GurvenbUschels  in  einem  Scheitel  führt  auf  eine  Gleichung  dritten 
Grades  von  der  Form 

wenn  zum  Anfangspunkt  der  betreffende  Scheitel  gewählt  und 
rechtwinklige  Axen  zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Interpretation 
der  Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dass  die  betreffende  Curve  einen 
Doppelpunkt  im  Scheitel  besitzt,  und  die  Doppelpunktstangenten 
die  zwei  nach  den  imaginären  Ereispunkten  laufenden  Geraden 
sind.  Da  diese  mit  dem  Scheitel  gleichzeitig  bekannt  sind,  so 
wird  die  betreffende  Curve  CJ  durch  vier  weitere  Punkte  be- 
stimmt, und  es  gilt  daher  der  Satz,  dass,  sobald  die  KrUm- 
mungsradien  von  4  Gliedern  eines  Büschels  in  einem  Scheitel 
der  Grösse  und  Richtung  nach  bekannt  sind,  der  Ertlmmiings- 
radius  jeder  fünften  Curve  in  demselben  Scheitel  linear  za  con- 
struiren  ist.  Aus  dem  Umstände,  dass  C\  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  3  Punkten  schneidet,  folgt,  dass  es  unter  den  Cnrren 
des  Büschels  fQr  jeden  Scheitel  drei  giebt,  welche  in  ihm  einen 
Inflexionspunkt  besitzen;  sind  vier  Glieder  des  Bttschek  vor- 
handen mit  Inflexionspunkten  in  einem  Scheitel,  so  haben  alle 
übrigen  Glieder  denselben  Scheitel  zum  Inflexionspunkt  SchlieBS- 
lich  sei  noch  bemerkt,  dass  aus  den  Betrachtungen  sich  mit 
Leichtigkeit  der  bekannte  Satz  folgern  lässt:  „Alle  Gurven  dritter 
Ordnung,  welche  durch  die  neun  Inflexionspunkte  einer  Chinre 
dritter  Ordnung  hindurchgehen,  besitzen  diese  Punkte  gleichfalls 
zu  Inflexionspunkten'^  Sehn. 

F.  W.  Newman.      On  conic  osculation.       Rep.  Brit  Am. 

1869/70.  Mondes  (2)  XXI.  413.  1870. 

Csy. 
Qr.  Darboux.     Snr  une  sdrie  de  lignes  analogues  aux 

lignes  gdod^siques.    Ann.  de  Vtc.  Norm.  VIL  175-180.  1870. 

Enthält  eine  interessante  Ausdehnung  des  von  Gauss  in  den 
Disqu.   gen.   c.  superf.  curv.   gegebenen  Satzes  über  die  totale 
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KrUmmang  einer  von  geodätischen  Linien  begrenzten  Figur.  Es 
sei  das  Bogenelement  der  betrachteten  Fläche  durch  die  Gleichung 

gegeben^  femer  seien  q  der  Badius  der  geodätischen  Krümmung 
einer  auf  der  Fläche  liegenden  Curve,  %  der  Winkel  der  Tan- 
gente an  die  Curve  mit  den  Gurven  u  =  constant,  jR  und  B!  die 
HauptkrQmmungshalbmesser  der  Fläche,  dann  ist: 

-  =  A+Jfd.  +  iVrf.,       _-_=_. 

Das  über  ein  endliches  Stück  der  Fläche  erstreckte  Doppelin- 
tegral 

geht  bekanntlich  über  in 

^(Jlfdtt+JVdü), 

erstreckt  Über  die  Begrenzung  des  Flächenstücks.  Besteht  diese 
nun  aus  Curven,  welche  der  Differentialgleichung 

di+JfdM-j-JVdu  =  dy(ti,  ü) 
genügen,  so  wird: 

wo  das  letzte  Integral  im  Allgemeinen  verschwinden  muss,  weil 
die  Begrenzung  eine  geschlossene  ist. 

Die  Form  dieser  Gleichung  ist  also  genau  dieselbe,  als  wenn 
(jp  =  0  wäre.  In  diesem  Falle  besteht  aber  die  Begrenzung  aus 
geodätischen  Linien,  und  die  Gleichung  liefert  unmittelbar  das 
am  Eingang  erwähnte   Gauss'sche   Theorem.    Denkt   man  sich 

überhaupt  das  Integral  /  iHdude  auf  die  Form 

gebracht  und  die  Begrenzung  des  Integrationsgebietes  aus  Gurven 
gebildet,  welche  der  Differentialgleichung 

genügen,  so  wird  sich  im  Allgemeinen  das  Integral  durch  Grössen 
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ausdrücken  lassen,  welche  sich  nur  auf  die  Ecken  der  Begrenzung 
beziehen. 

Genau  dasselbe  Princip  kann  man  auf  ein  dreifaches  Inte- 
gral ///jl  da;  dyd»  ausdehnen.  Für  jedes  H  existirt  eine  be- 
stimmte Klasse  von  Flächen,  die  ein  und  derselben  partiellen 
Differentialgleichung  genügen.  Ist  dann  das  Integrationsgebiet 
ein  aus  diesen  Flächen  gebildetes  Polyeder,  so  verwandelt  sich 
das  dreifache  Integral  in  ein  einfaches,  welches  sich  über  die 
Kanten  des  Polyeders  erstreckt.  B. 

G.  Darboux.     Sur  la  repr^sentation  sph^rique  des  sur- 
faces.    0.  R.  LXViii.  253.  1869. 

Der  Verf.  erinnert  im  Eingange  an  die  Untersuchungen  von 
Bonnet  und  Serret  über  die  Theorie  der  Flächen,  welche  ebene 
und  sphärische  Krümmungslinien  besitzen.  Das  Problem  der  Auf- 
suchung solcher  Flächen  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden: 
Alle  Flächen  zu  finden,  die  eine  gegebene  sphärische  Darstellung 
haben.  Die  sphärische  Darstellung  einer  Fläche  ist  durch  die 
beiden  Systeme  orthogonaler  Linien  gegeben,  welche  auf  einw 
Kugel  Parallele  zu  den  Normalen  der  Fläche  in  allen  Punkten 
jeder  Krümmungslinie  beschreiben.  (Diese  Parallelen  sollen  wohl 
Normalen  der  Kugel  sein;  der  Verf.  giebt  dies  nicht  an).  Es 
werden  nun  hierher  gehörige  Bedingungsgleiehungen  entwickelt 
und  die  Fälle  erwähnt,  in  denen  die  Integration  gelingt  Am 
Schlüsse  findet  man  den  Satz:    Sind 

und 

zwei  Systeme  von  Gleichungen,  die  zwei  Flächen  von  derselben 
sphärischen  Darstellung  bestimmen,  so  werden  die  Flächen: 

(wo  a  und  b  Constanten)  dieselbe  sphärische  Darstellung  haben, 
wie  die  beiden  ersten.  Mz. 
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E.  Beltrami.     Intorno  ad  un  nuovo  elemento  introdotto 
dal  Sig.  ChristoflFel  nella  teoria  delle  superficie.    Rend 

d.  Ist.  Lomb.  (2)  II.  1869. 
Wenn  zwei  Punkte  a,  b  einer  Oberfläche  durch  einen  geo- 
dätischen Bogen  verbunden  sind,  und  man  lässt  sich  den  Bogen 
um  eine  der  Axen  um  einen  unendlich  keinen  Winkel  dO  drehen, 
80  beschreibt  das  andere  Ende  ein  Bogenelement  da,  normal  zum 
geodätischen  Bogen  ab,  welches  auf  dO  bezogen  von  Herrn 
Christoffel  reducirte  Länge  des  geodätischen  Bogens  genannt 
worden  ist.  Die  Grösse  ist  im  Allgemeinen  eine  Function  von 
vier  Variabein,  nämlich  der  Coordinaten  der  beiden  Punkte  a,  6, 
and  Herr  Christoffel  hat  bewiesen,  dass  diese  Coordinaten  unter- 
einander vertauscht  werden  können.  Die  Note  des  Herrn  Beltrami 
enthält  einige  Bemerkungen  über  diese  Function,  oder  genauer 
über  die  Function,  welche  Herr  Christoffel  reducirte  Abscisse 
nennt,  und  welche,  bezogen  auf  ein  Paar  von  Punkten,  die  auf 
einer  bestimmten  geodätischen  Linie  liegen,  nur  von  zwei  Variabein 
abhängt.  Speciell  wird  bewiesen,  dass  diese  Function  noth- 
wendig  von  der  Form: 

ist,  wenn  x  und  y  die  geodätischen  Entfernungen  der  beiden 
Punkte  von  demselben  Anfangspunkt  sind.  Diese  Form  giebt 
unmittelbar  Rechenschaft  davon,  warum  sich  einige  Relationen  der 
gewöhnlichen  Longimetrie  auch  auf  krummen  Oberflächen  richtig 
erhalten,  wenn  man  die  reducirten  Abscissen  durch  geodätische 
Entfernungen  substituirt.  Jg.  (0.) 

L.  Painvin.     Ddteimination  des   dldments*  de  Tarete  de 

rebroussement  d'une  surface  ddveloppable,  d^finie  par 

ses  Äjuations  tangentielles.  C.  R.  LXXI.  217-B22.  1870. 

Es  werden   die   Formeln   entwickelt,   welche   sich  auf  die 

Wendnngscurve  einer  abwickelbaren  Fläche  beziehen,  die  durch 

ihre  Tangentialgleichungen  gegeben  ist.     Am   Schluss   werden 

die  Formeln  auf  die  Wendungscurve  der  abwickelbaren  Fläche, 

die  zwei  Flächen  zweiten  Grades  umschrieben  ist,  angewandt. 

Mz, 
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Ch.  Buchonnkt.  Expression  de  la  distaiice  d'une  courbe 
k  sa  Sphäre  osculatrice.     Nouv.  Ann.  (2)  IX.  457-463.  1870. 

Es  wird  die  Entfernung  8  des  einem  Punkt  M  einer  Baum- 
curve  benachbarten  Punktes  Jlf'  von  der  Schmiegungskugel  in 
M  berechnet,  deren  Radius  R  ist,  nämlich 

^  "■       24ß     ' 

worin  e  den  Contingenz-,  i;  den  Torsionswinkel  m  My  ds  den 
Bogen  MW  und  dS  den  entsprechenden  Bogen  der  Schmiegungs- 
mittelpunktcurve  bedeutet.  Schz. 

ToRTOLiNi.  Sopra  uii  nuovo  sistenaa  di  variabili,  in- 
trodotto  dal  sig,  Ossian  Bonnet  nello  Btudio  delle 
proprietä  delle  supei-ficie  curve.     Atti  d.  Ac.  d.  N.  Line. 

1869. 
In   der  vorliegenden   Arbeit  giebt  der  Verfasser  einen  Ver- 
gleich der  von  Herrn  Bonnet  gefundenen  Resultate  (Liouviile  J. 
(2)  V.  1860)  mit  seinen  eigenen.  Jg.  (0.) 

U.  DiNi.     Sopra  le  superficie  che  banne  un    sistema  di 

CUrvatura   sfericba.     Atti  dei  XL.  Firenze  1869. 

Der  Verfasser  setzt  zwei  Sätze  auseinander,  mittelst  deren 
die  Untersuchung  der  Flächen,  die  ein  System  sphärischer  Erüm- 
mungslinien  haben,  auf  die  Untersuchung  gewisser  Systeme  von 
orthogonalen  Linien  auf  Kugeln  reducirt  werden  kann.  Er  be- 
weist femer  in  einfacher  Weise  einen  Satz  des  Herrn  Bonnet 
über  die  Flächen,  deren  Erümmungslinien  oonstante  geodätische 
Krümmung  haben,  und  welche,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  die 
sind,  auf  welchen  die  Krtimmunglinien  sphärisch  sind  und  zu  der 
der  Oberfläche  normalen  Kugel  gehören.  Jg.  (0.) 

ü.  DiNL  SuUe  superficie  che  banne  un  sistema  di  linee 
di  curvatura  piane.     Ann.  d.  Un.  Tose.  1869. 

Der  Verfasser  leitet  zuerst  einige  Formeln  bezüglich  seiner 
Systeme  von  kleinen  Kreisen  auf  der  Kugel  ab.  Mit  Hülfe  dieser 
und  anderer,  die  er  in  seiner  Abhandlung:  „Bicerche  sopra  hi 
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teorica  delle  superficie'*  gegeben,  bestimmt  er  die  Oberflächen, 
die  ein  System  ebener  Krümmungslinien  haben,  und  bei  welchen 
die  Ebenen,  ohne  einander  parallel  zu  sein,  gleiche  Neigung  zu 
einer   festen   Geraden   haben   oder  die  Oberfläche  unter  einem 

und  demselben  Winkel  Tverschieden    von   -^J  schneiden   oder 

gleichzeitig  beiden  Bedingungen  genügen.  Zuletzt  bestimmt  er 
mit  Hülfe  eines  Satzes  von  Herrn  Weingarten  die  Oberfläche,  für 
welche  die  Erümmungslinien  eines  Systemcs  eben  sind,  und  die 
Hauptkrümmungsradien  Functionen  von  einander  sind. 

Jg.  (0.) 

A.  Enneper.     lieber  die  developpabele  Fläche,  gebildet 
aus  den  berührenden  Ebenen  längs  einer  Curve  auf 

einer  Fläche.   Gott.  Nachr.  1869.  207. 

Auf  einer  Fläche  sei  eine  beliebige  Curve  C  gegeben,  die 
berührenden  Ebenen  längs  derselben  hüllen  eine  developpable 
Fläche  ein.  Bezeichnet  man  mit  (x,  y,  z)  einen  Punkt  der  Curve 
C]  mit  (I,  tj,  0  doli  Punkt  der  Wendecurve  der  developpabeln 
Fläche,  welcher  (x,  y,  a)  entspricht;  mit  (a,  b,  c)  die  Winkel, 
welche  die  Normale  zur  Fläche  im  Punkte  (a?,^,»)  mit  den  Co- 
ordinatenaxen  bildet,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  (^,  17,  £) 
die  Gleichungen: 

(|~iij)cosa+C^— y)cosft  +  (f— «)co8c  =  0 
und  zwei  andere,  indem  man  zu  den  nächsten  beiden  unendlich 
nahen  Punkten  von  (a?,  y,»)  tibergeht.  Es  folgt  nun  die  Ent- 
wickelung  einer  Reihe  von  analytischen  Formeln,  deren  Resultat 
folgendes  ist:  Durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
(a?,  y, »)  und  (|,  tj,  f)  geht  eine  Normalebene  der  Fläche  in 
(x,  y, »),  welche  die  Fläche  in  der  Curve  C  schneidet.  R  sei  der 
Krtlmmungshalbmesser  von  C  in  (a?,  y, »);  T  der  Krümmungs- 
halbmesser des  Normalschnittes,  welcher  durch  die  Tangente 
der  Curve  C  im  Punkte  (a?,  y,  zi)  geht;  y  der  Winkel,  welchen 
die  Tangenten  zu  den  Curven  C  und  C^  einschliessen  (in  x,  y,  s); 
endlieh  r'  und  r"  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  der 
Fläche  in  (jx,  y,  s),  so  ist 

Ä.r.sin'^  =  f^y 
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also  aucli  mittelst  des  Theorems  von  Eulcr: 
R  +  T  =  r'+r''. 


Mz. 


A,  Enneper.     üeber  die   developpabele  Fläche,  welche 
einer  gegebenen  Fläche  umschrieben  ist.     Schiömiich  z. 

XV.  283-289.  1870. 
Der  Verfasser  beweist  das  folgende,  schon  früher  von  ihm 
aufgestellte  Theorem  auf  neuem  Wege:  Die  Tängentialeb^ie 
einer  Fläche  hat,  indem  ihr  Berührungspunkt  B  beliebig  fort- 
rückt, einen  begleitenden  Goincidenzpunkt  C,  welcher  die  Wende- 
curve  der  von  BC  erzeugten  abwickelbaren  Fläche  beschreibt 
Das  Erümmungsverhältniss  dieser  Wendecurve  (Torsion  dividirt 
durch  Krümmung)  ist  alsdann  gleich  dem  Product  des  Abstandes 
BC  und  des  Krümmungsradius  desjenigen  Normalscbnitts,  dessen 
Ebene  durch  BC  geht,  dividirt  durch  das  Product  der  Haupt- 
krümmungsradien. H. 

Falk.     Om  developpable  ytors    kurvaturlinier.         Dillner 
Tidskr.  III.  123.  1870. 

Bemerkung  über   die   Integration  der  Differentialgleichung 
für  die  Krümmungslinien  einer  abwickelbaren  Fläche. 

Hn.  (Wn.) 

A.  Enneper.     üeber  asymptotische  Linien.       Gott.  Nachr. 

1870.  493-510. 
Auf  den  Flächen  mit  negativem  Krttmmungsmass  existiren 
bekanntlich  in  jedem  Punkte  zwei  Normalschnitte,  deren  Krüm- 
mungshalbmesser unendlich  gross  sind.  Die  Tangenten  zu  diesen 
Normalschnitten  hüllen  zwei  Systeme  von  Curven  ein,  welche 
asymptotische  Linien  heissen.  Man  gelangt  zu  ihrer  Differential- 
gleichung durch  Bestimmung  der  Curven,  deren  Krümmungaebene 
mit  der  Berührungsebene  zur  Fläche  identisch  ist.  Die  Normalen 
längs  einer  Gurve  zu  einer  Fläche  bestimmen  eine  windschiefe 
Fläche;  soll  diese  windschiefe  Fläche  zur  Strictionslinie  die  erste 
Gurve  haben,  so  ist  diese  eine  asymptotische  Linie  und  die 
Normalen  zur  Fläche  sind  die  Binormalen  derselben.  Der  Winkel, 
unter  welchem  sich  zwei  asymptotische  Linien  schneiden,   ist 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  8.    Analytische  GeomWie  des  Raumes.  555 

variabel ;  soll  derselbe  eoostant  sein ,  so  muss  das  Verhältniss 
der  Hauptkrümmungshalbmesser  in  jedem  Punkte  der  Fläche 
constant  sein,  und  umgekehrt.  Versehwindet  in  jedem  Punkte 
einer  Fläche  die  Summe  der  Hauptkrttmmungshalbmesser,  so 
schneiden  sich  die  asymptotischen  Linien  orthogonal.  Diese 
Sätze  werden  durch  die  entsprechenden  analytischen  Formeln 
nachgewiesen,  dann  einige  besondere  Fälle  betrachtet  und  zum 
Schluss  der  üebergang  asymptotischer  Linien  in  andere  Curven- 
systeme  bei  Biegung  der  Flächen  besprochen.  Mz. 

A.  Enneper.     üeber  die  Loxodromen  der  Kegelflächen. 

Gott.  Nachr.  1869.  463.    Schlömilch  Z.  XV.  466-475.  1870. 

Die  Berechnung  der  Loxodromen  auf  konischen,  von  be- 
liebig bewegtem  Strahl  beschriebenen  Flächen,  welche  keine 
Schwierigkeit  hat,  bildet  augenscheinlich  nur  die  Einleitung  der 
Schrift,  indem  sie  zu  der  Frage  führt,  unter  welchen  Bedingun- 
gen das  Verhältniss  der  beiden  Krümmungen  einer  Loxodrome 
•  constant  sei,  was  unter  andern  auf  einem  Rotationskegel  und 
auf  einer  beliebigen  cylindrischen  Fläche  immer  der  Fall  ist. 
Bei  Lösung  dieser  Frage  steht  nichts  entgegen,  statt  der  konischen 
beliebige  abwickelbare  Flächen  zu  nehmen.  Man  gelangt  zu 
deren  Bestimmung,  indem  man  längs  einer  cylindrischen  Loxodrome 
eine  Gerade  so  hingleiten  lässt,  dass  sie  mit  der  Tangente  einen 
Constanten  Winkel  bildet  und  sich  in  jedem  Augenblicke  um- 
einen ihrer  Punkte  dreht.  Die  hierzu  erforderliche  Integration 
ist  mittelst  Transcendenten  erster  Ordnung  ausführbar.  Das 
Resultat  bildet  dann  zugleich  die  Lösung  einer  Diflferentialglei- 
chung  dritter  Ordnung,  in  welcher  sich  die  Aufgabe  unmittelbar 
darstellt,  wenn  man  yom  Ausdruck  des  KrUmmungsverhältnisses 
ausgeht,  und  deren  Integration  auf  anderem  Wege  wohl  schwierig 
sein  möchte. 

Im  weitern  Verlauf  werden  auch  sphärische  Loxodromen 
in  die  Betrachtung  gezogen.  Doch  ist  es  bei  dem  beständigen 
Wechsel  der  geometrischen  Objecto  ohne  Angabe,  auf  w'elche 
unter  ihnen  sieh  die  Grössenzeichen  beziehen,  bei  der  gänzlichen 
Yerschweigung  der  leitenden  Gedanken  und  dem  Mangel  an  siebt- 

Foruchr.  d.  Maih.  U.  2.  37 
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licher  Ordnung  in  den  Deductionen,  nieht  wohl  mdglidi  zu  er- 
kennen, mit  welchen  Aufgaben  sich  die  Schrift  weiter  beschäftigt 
und  in  welchen  Formeln  die  Resultate  zu  suchen  sind. 

H. 

BoiJE.     At   finna    volymen    af  ett  revolutions  solidum, 
da  genererande  kurvan  är  hänfördt  tili  polarkoordinater. 

Dillner  Tidekr.  m.  193.  1870. 
Es  sei  g  =^  q>  (6)  die  Gleichung  der  Meridiancarve  einer 
Botationsfläcbe  in  Polarcoordinaten ;  die  Polaraxe  sei  die  Ro- 
tationsaxe.  Das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  Rotation  des 
Sectors  zwischen  den  Radienvectoren  Q^  =qp(ö,),  et  =  v(*t) 
entsteht,  ist 

r=|r/^%(Ö))»sinö.dÖ. 

^^  Hn.  (Wn.) 

E.  Weyr.    üeber  Evoluten  räumlicher  Curven.        Wien. 

Ber.  LXIL  804-808.  1870. 
Es  werden  an  den  Evoluten  als  Einhüllenden  einer  stetigen* 
Folge  von  Normalen  Betrachtungen  angestellt,  die  die  Grenzen 
des  Bekannten  nicht  überschreiten.  H. 

W.  Spottiswoode.     On  the  contact  of  conics  with  sur- 

faces.     Trans,  of  London.  CLIX.  289-308.  1869. 

Der  Verf.  entwickelt  das  Theorem  (p.  305):  „Ist  L  eine 
Linie,  die  durch  einen  Punkt  P  einer  Oberfläche  geht,  so  kann 
man  in  einer  durch  L  gehenden  Ebene  10  Kegelschnitte  zeichnen, 
die  in  dem  Tunkte  P  eine  sechspunktige  Berührung  mit  der 
Fläche  haben". 

Die  Behandlungsweise  ist  analog  der  in  des  Verf.'s  Arbeit 
„On  the  sextactic  points  of  a  plane  curve"  (Trans.  CLV.  1865). 

Cly.  (M.). 

A.  Cayley.     A  memoir  on  tlie  theory  of  reciprocal  sur- 

faces.     Trans,  of  Lond.  CLIX.  201-209.  1869. 

Die  Abhandlung  enthält  einige  Erweiterungen  der  Salmon*- 
schen  Theorie  der  Redprocalflächen  (Trans,  of.  Ir.  Ac  XXIII. 
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461.  Salmon,  Analyt.  Geom.  des  Raumes  II,  509).  Sie  behandelt 
einige  neue  Singularitäten,  wie  coniscbe  und  biplanare  Knoten 
(conicnodes  and  binodes).  Klemm -Punkte  (pinch-points)  auf  den 
Knotenlinien,  singul&re  Einzelpunkte  (close-p.)  und  Aussenpunkte 
(ofF-p.)  auf  der  Rückkehrcurve ,  und  die  Singularitäten  der  re- 
ciproken  Fläche.  Cly.  (M.) 

Ernst  Fischer,    üeber  äquidistante  Niveaucurven.    Aarau. 

Sauerländer  1869. 

Die  Arbeit  enthält  practische  Lehren,  die  Niveaucurven  auf 
der  Erde,  d.  h.  die  dem  Niveau  des  Wassers  parallelen  Gurven, 
zu  bestimmen  und  zu  zeichnen.  §  3.  giebt  geschichtliche  Notizen 
über  Niveaucurven,  aus  denen  hervorgeht,  dass  ein  schweizer 
Ingenieur,  Ducarla,  zuerst  solche  Curven  zur  Darstellung  des 
Terrains  benutzte.  M. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Flächen  und 
Raumcurven. 

E.  DE  JoNQUifeRES.     Sur  Ics   r^scaux  de  courbes   et  de 
surfaces  alg^briques.     Clebsch  Ann.  I.  424-431.  1869. 

Gegenstand  der  Arbeit  ist  der  Beweis  des  Satzes,  dass  die 
Anzahl  der  Curven  oder  Ffächen  eines  Netzes,  welche  zwei 
Doppelpunkte  besitzen,  beziehungsweise  eine  doppelte  Berührung 
mit  einer  festen  Ebene  haben,  ^(w— !)(«— 2)(3»'— 3«— H)  ist. 
In  Folge  einer  Note  in  den  G.  R.  1338-1340  ist  diese  Arbeit 
bereits  im  ersten  Bande  dieser  Zeitschrift  (cf.  Fortschr.  d.  M.  L 
p.  235)  besprochen  worden.  Während  aber  in  jener  Note  der 
C.  R.  der  Gang  des  Beweises  nur  kurz  angedeutet  war,  ist  er 
in  dieser  Note  ausführlich  mitgetheilt.  Am  Schluss'wird  die  Be- 
.  merkung  gemacht,  dass  sich  das  gewonnene  Resultat  ohne  neuen 
Beweis  auf  solche  Familien  von  Gurven  und  Flächen  ausdehnen 
lässt,  welche  den  Grad  von  Unbestimmtheit  besitzen,  dass  sie 
durch  zwei  Bedingungen  weniger  bestimmt  sind,  als  zur  voll- 
ständigen  Bestimmung  der   einfachen  Curven  oder  Flächen  er- 

37* 
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forderlich  sind.  Diese  Familien  werden  Netz-Complexe  (rt- 
seaux  complexes)  genannt.  Bezeichnet  N  die  Anzahl  der 
Curven  oder  Flächen  des  Netz-Complexes,  welche  durch  zwei 
gegebene  Punkte  hindurchgehen,   so   ergiebt   sich   als  gesuchte 

Anzahl: 

s  JV(n— 1)  (n-2)  (3n«-3fi- H) 
oder 

fiV(«-l){3(«-l)»~14(«-l)  +  H}. 

T. 

G.  Darboux.  Sur  la  surface  dps  centres  de  courbnre 
d'uiie  surface  algdbrique.     C.  R.  Lxx.  1329-1333.  1870. 

Durch  eioe  sehr  sinnreiche  Methode  bestimmt  Herr  Darboux 
die  Glasse  und  die  Ordnung  der  Fläche  der  KrUmmungsmittel- 
punkte.  Bezeichnet  m  die  Ordnung  der  gegebenen  Fläche,  c  die 
Classe  und  o  die  Ordnung  der  Fläche  der  KrQmmungsmittel- 
punkte,  so  findet  er  für  c  und  o  die  Formeln: 

c  =  m'C2m  — 2)  — 2m, 

0  =  2iii(m— l)(2m— 1). 
Die  Methode,  welche  der  Verf.  giebt,  lässt,  wie  er  bemerkt,  eine 
Anwendung  auf  alle  geradlinigen  Strahleusysterae  zu,  welche 
Herr  Kummer  untersucht  hat.  Schliesslich  wendet  er  sich  zu 
den  Besonderheiten  der  Fläche  der  KrUmmungsmittelpuukte  und 
verbreitet  durch  seine  Untersuchungen  neues  Licht  über  ein 
Theorem  von  Herrn  Clebsch,  welches  sich  auf  die  Fläche  der 
Krümmungsmittelpunkte  eines  Ellipsoides  bezieht.         Sehn. 

E.  Catalan.  Remarques  sur  une  note  de  Mn  Darboux 
relative  ä  la  surface  des  centres  de  courbure  d'une 
surface  alg^brique.      C.  R.  Lxxi.  50-57.  1870. 

G.  Darboux.  E^ponse  aux  observations  de  M.  Catalan 
du  4.  juillet  dernier.    C.  R.  LXXL  267-270.    1870. 

In  der  Note :  „Sur  la  »urface  des  centres  de  courbure  d*nne 
surface  alg^brique^'  hatte  Herr  Darboux  die  Bemerkung  gemacht, 
dass,  wenn  die  Differentialgleichung 
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gegeben,  worin  A,  B,  C  Functionen  von  x  und  y,  die  Gleichung 
B*—4AC  =  0  im  Allgemeinen  nicht  eine  Enyeloppe  der  durch 
die  Differentialgleichung  gegebenen  Curven,  sondern  den  Ort  der 
Bttckkehrpunkte  oder  der  Bingulären  Punkte  dieser  Curven  dar- 
stelle. Auf  diesen  Gegenstand  beziehen  sich  hauptsächlich  die 
Bemerkungen  des  Herrn  Catalan,  sowie  die  Erwiderung  des 
Herrn  Darboux.  Herr  Catalan  fQgt  zum  Schluss  noch  einige 
Sätze  ttber  den  Ort  der  KrUmmungscentra  eines  Ellipsoids  bei. 
Davon  mag  hervorgehoben  werden ,  dass  die  Fläche  der  Krtlm- 
mangscentra  eines  Ellipsoides  die  Enveloppe  von  EUipsoiden  ist, 
welche  repräsentirt  werden  durch  die  Gleichung 


a'x'  b'y'  c'^'       _ 


Sehn. 


G.  Halphen.     Memoire  sur  les  courbes  gauches  algd- 
briques.  (Extrait).  0.  B.  LXX.  380.  1870. 

Da  der  kurze  Auszug  dieser  Arbeit  in  den  C.  R.,  welcher 
dem  Referenten  zugänglich  war,  einen  vollständigen  Einblick  in 
die  Begründung  der  interessanten  Resultate  nicht  gestattet,  so 
können  diese  letzteren  nur  mitgetheilt  werden,  ohne  dass  Referent 
eine  Verantwortlichkeit  über  die  Richtigkeit  derselben  übernimmt. 

Es  handelt  sich  um  die  Lösung  der  Aufgabe:  „Alle  Raum- 
curven  eines  gegebenen  Grades  zu  finden^S  ^^^^  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  ,,alle  algebraischen  Curven  zu  finden ,  die  auf 
Flächen  eines  gegebenen  Grades  liegen".  Die  Lösung  der  Auf- 
gabe in  der  zweiten  Form  liegt  in  folgendem  Resultat: 

Wenn  man  auf  einer  Fläche  n*^"  Grades  jede  Linie  Ä  von 
ptem  Qrade  bestimmt,  welche  wenigstens 

2  "^  6 

scheinbare  Doppelpunkte  hat,  und  durch  dieselbe  noch  eine 
zweite  Fläche  legt,  so  schneidet  diese  die  erste  Fläche  ausser- 
dem noch  in  einer  Curve  A.  Durch  Veränderung  des  Grades 
von  p  und  desjenigen  der'  durch  A  gelegten  Fläche  kann  man 
für  B  jede  algebraische  Curve,  welche  auf  f  liegt,  erhalten,  und 
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der  Grad  der  zweiten  Fläche  ist  der  niedrigste  derjenigen  Flächen, 
welche  sich  durch  B  legen  lassen. 

Der  Verfasser  hat  nun  ein  Mittel  gefunden,  alle  Curven  A 
darzustellen,  und  dadurch  auch  alle  Gurren  B. 

Ein  specieller  Fall  ist  der  folgende: 

Die  Flächen  vom  niedrigsten  Grade,  welche  durch  eine  al- 
gebraische Curve  gehen,  die  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
liegt,  schneiden  diese  Fläche  ausserdem  nur  noch  in  Geraden 
ein  und  desselben  Systems. 

Man  kann  hiemach  die  Curven  auf  einer  Fläche  zweiten 
Grades  in  zwei  Systeme  eintheilen,  wie  die  Geraden. 

Für  alle  Raumcurven  p***"  Grades,  welche  auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades  liegen,  ist  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte ein  Werth  von  der  Form:        ^       ^^CP^g)*  wo  g  eine 

positive  ganze  Zahl  kleiner  als  ^T^  ist;  diese  Curven  liegen 
alle  auch  auf  Flächen  p*^"- Grades. 

Die  kleinste  Zahl,  welche  der  Ausdruck  ^^T  gCP~~g) 
annimmt,   ist   die  grösste  ganze  Zahl,   welche  kleiner   ist,   als 

{ß-2 — J  '    ^^®   ^®*  zugleich   die   niedrigste  Anzahl   scheinbarer 

Doppelpunkte,  welche  bei  diesen  Curven  vorkommt 

Wenn  s  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  einer  Raum- 

curve   vom  Grade  p  ist,   und  s  kleiner  als  o  —  1 

«5 

ist,  so  liegt  die  Raumcurve  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades.  — 
Liegt  s  zwischen  3  ^nd  ^7     '  ^  ^®*   ^^®  ^^^® 

zusammengesetzt;  und  unter  allen  derartigen  Curven  giebt*  es 
fttr  jeden  Werth  von  s  eine,  die  auf  einer  Fläche  dritten 
Grades  liegt. 

Sobald  ,  kleiner  ist  als  Äzil,    3(p-l)(p-3)     ^^ 

o  8 

g       ,  je  nachdem  p  =  0,  ±1,  oder  2  (mod.4),  so  lässt  sich 

durch  die  Raumcurve  eine  Fläche  zweiten  oder  dritten  Grades 
legen. 
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Sobald  s  kleiner  ist  als      '^  AP—JÄP— ^-i->';    ^^  ^    . 

ganze  Zahl  bedeutet  kleiner  als  Vp  und  r  den  Rest  der  Division 
von  p  durch  ti,  so  lässt  sich  durch  die  Gurve  keine  Fläche 
legen,  deren  Grad  gleich  oder  kleiner  wäre,  als  (n— 1). 

Unter  den  Baumcurven   p^^"  Grades    sind   diejenigen,   f&r 

welche  s  zwischen  '    ""   o  +1  und  ^7^     liegt,  beson- 

ders ausgezeichnet  durch  die  Eigenschaft,  dass  die  Projection 
derselben  s  Doppelpunkte  hat,  was  bei  den  andern  Raumcurven 
nicht  der  Fall  ist. 

Solche  Curven  sind  durch  2p  Punkte  bestimmt,  wie  z.  B. 
die  Raumcurve  dritten  Grades  durch  6,  die  beiden  Arten  der 
Raumcuryen  vierten  Grades  durch  8  Punkte.  A. 

Laguerre.     Sur   las    courbes    qua   Ton   peut  ü'acer  sur 
las  surfaces  algdbriques.   inet  i  eect.  xxxviii.  loo.  1870. 

Anknüpfend  an  die  Arbeit  „Laguerre,  Propriöt^s  des  courbes 
tracöes  sur  une  surface  quelconque^'  siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3A. 
p.  537,  wird  für  den  Fall  algebraischer  Flächen  ein  anderer  Aus- 

dN 
druck  fÄr  -^  gefunden.    Ist  nämlich  F^x^y^ss,')  ein  ganzes  Po- 
lynom,  das   gleich   Null  gesetzt,   die  Gleichung  der  Fläche  in 
rechtwinkligen  Coordinaten  giebt,  und  bezeichnet  u>  die  Grösse 


y(0+o+(f)' 


„tnr  ^t^n  ~   "» 


ferner  W(m)  dieselbe  Grösse,  wenn  man  für  x,  y,  ^  die  Co- 
ordinaten des  Punktes  m  der  Fläche  substituirt,  so  ist: 
MP'(>ii)cosF  fna.ma'.ma" . 
W(m')  cos  F  "^  m'a.mW.  m'ä^ 
wo  m'  ein  zweiter  Punkt  der  Fläche,  V  und  F'  die  Winkel  der 
Sehne  mm!  mit  den  Normalen  in  m  und  m\  —  und  ferner  a, 
a\  a",  ...  die  Schnittpunkte  der  Sehne  mw!  mit  der  Fläche  be- 
deuten.   Ist  nun  ml  dem  Punkte  m  unendlich  nahe,  so  hat  man 

JV  W  ^     \ma^  mal   ^  iwo"  ^     / 

Hieran  werden  dann  weitere  Folgerungen  geknüpft.        Mz. 
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O.  ToGNOLi.  Sopra  una  estensione  di  propiietk  spettanti 
a  curve  algebriche  piane  di  un  ordine  qualunque  alle 
superficie  algebriche  di  qualunque  grado.         Battaglini 

G.  VIII.  166.  1870. 
Die  Arbeit  knüpft  an  eine  Arbeit  von  Steiner  (Grelle  J. 
XLVII)  „über  solche  algebraische  Curven,  welche  einen  Mittel- 
punkt haben"  und  an  die  Arbeit  von  Güssfeldt,  Clebsch  Ann.  IL 
(siehe  p.  469)  an  und  erweitert  die  daselbst  gegebenen  Sätze 
auf  krumme  Flächen.  '  K. 

Laguerre.     Quelques   propri^t^s   des  cönes  algdbriques. 

Inst.  1  sect.  XXXVIII.  196-197.  1870. 

Im  Eingange  wird  an  einige  Eigenschaften  algebraischer 
ebener  Curven  erinnert,  und  zwar: 

Legt  man  von  einem  Punkte  M  in  der  Ebene  einer  Curve 
n}^^  Classe  an  diese  die  n  Tangenten,  und  verbindet  M  mit 
den  n  reellen  Brennpunkten  der  Curve,  so  haben  die  beiden  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Büschel  von  Geraden  dieselbe  Orientation. 
Das  harmonische  Centrum  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
in  Bezug  auf  M  ist  dasselbe,  wie  dasjenige  der  reellen  Brenn- 
punkte in  Bezug  auf  iL 

Dies  wird  nun  verallgemeinert,  indem  statt  >1  eine  Curve 
m^^'  Classe  auftritt,  und  die  mn  gemeinschaftlichen  Tangenten 
dieser  und  der  ersten  Curve  betrachtet  werden.  Es  haben  näm- 
lich diese  Tangenten  dieselbe  Orientation^  wie  die  mn  Verbin- 
dungslinien der  reellen  Brennpunkte  beider  Curven.  Sind  ab, 
a'b'j  ...  die  gemeinschaftlichen  Tangenten,  wie  sie  durch  die 
Curven  begrenzt  werden ,  und  sind  a;  a\  ...  die  Brennpunkte 
der  einen,  /9,  jf,  ...  die  der  anderen  Curve,  so  ist  die  mittlere 
harmonische  unter  den  Längen:  ab,  a*b',  ...  dieselbe,  wie  die 
unter  den  Längen :  a/9,  a'/?,  .... 

Der  Verfasser  betrachtet  nun  einen  Kegel  n*"  Classe  und 
überträgt  die  eben  angegebenen  Sätze  auf  diesen,  wie  folgt: 
Legt  man  durch  eine  Gerade,  die  den  Scheitel  des  Kegels  ent- 
hält, an  ihn  die  n  Tangentenebenen,  und  ferner  Ebenen  durch 
die  Gerade  und  jede  der  n  Focalgeraden  des  Kegels,  so  haben 
beide  EbenenbUscbel  dieselbe  Orientation  u.  s.  w. 
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Hierauf  geht  der  Verfasser  zu  einem  Kegel  t»'*""  Grades 
über;  der  isotrope  Kegel,  welcher  durch  den  Seheitel  des  ersten 
geht,  trifft  diesen  in  2m  Generatricen,  die  paarweise  in  m  reellen 
Ebenen  liegen;  letztere  heissen  cyklische  Ebenen  des  Kegels. 
Es  kommen  nun  analoge  Sätze  wie  vorher. 

Schneiden  sieh  die  eyklischen  Ebenen  in  derselben  Geraden 
Dj  so  heisst  diese  Axe  mittlerer  Orientation  des  Kegels.  Bei 
Kegeln  zweiten  Grades  sind  ihrer  stets  drei.  Kegel  höherer 
Gerade  haben  eine  solche  Axe  im  Allgemeinen  nicht.  Doch  gilt 
von  ihnen  Folgendes: 

Durch  eine  ebene  Gurve  dritten  Grades  kann  man  unendlich 
viele  Kegel  legen,  die  eine  Axe  mittlerer  Orientation  besitzen; 
die  Spitzen  dieser  Kegel  erfüllen  eine  Fläche. 

Durch  eine  ebene  Curve  vierten  Grades  kann  man  unendlich 
viele»  Kegel  legen,  die  eine  solche  Axe  besitzen ^  ihre  Spitzen 
liegen  auf  einer  Curve. 

Nimmt  man  eine  Curve  fünften  Grades  an,  so  existirt  nur 
eine  endliche  Anzahl  solcher  Kegel.  Mz. 

W.  K.  Clifford.     On  tlie  theoiy  of  distances.    Rep.  Brit. 

Ass.  1869.  Mondes  XXI.  412. 
Die  Mittheilung  betrifft  folgende  beiden  Sätze  über  Brenn- 
punkte und  Asymptoten  von  Curven:  1)  L,  JJf,  iV  . . .  sind  die 
m  Tangenten  von  einem  Punkt  a  an  eine  Curve  c«  der  m*'" 
Oasse.  B  ist  eine  Linie,  welche  die  Curve  in  m(m— 1)  Punkten 
trifft;  ly  tn,  n,  ., .,  P,  Q,  R,  ...  sind  die  mQn—V)  Asymptoten 
der  Curve,  und  p,  g,  r,  . . .  sind  eine  Reihe  von  m  Brennpunkten. 
Dann  ist:  ' 

Btn'LM.sm'LN.sm'MN...Cc^.c^.^\,.y''*    _  -,  -,  ~, 

al.am.an smBP.smBQ.smBR...  ""  P9  •^'' -^^  •- 

2)  l,  tn,  n,  . ,.  sind  die  n  Schnitte  einer  Linie  A  mit  einer  Curve 
c»  der  n*«"  Ordnung;  6  ist  ein  Punkt  auf  il,  von  dem  die  w(n— 1) 
Tangenten  gezogen  sind;  L,  Jf,  JV,  . . .  p,  g,  r,  . ..  sind  eine 
Reihe  von  «(n— 1)  Brennpunkten  und  P,  Q,  R,  . , .  sind  die  n 
Asymptoten.    Dann^st 

/m^fa^mii^..(mMf,mMQ.mMfi...)"-' 

smAL.smAM.smAN  ...bp,bq,br.,. 

=  sm^PQ.sni'QR.sm^PR... 


Digitized  by  VjOOQIC 


564  ^^*  Abschnitt.  Analytische  Geometrie. 

Der  Verfasser  bespricht  auch  die  Modificationen,  die  diese 
Theoreme  im  Falle  sphärischer  Curven  erleiden.  Die  angewandte 
Methode  der  Untersuchung  ist  eine  Ausdehnung  der  geometrisehen 
Analysis  von  Grassmann,  und  diese  die  Entwicklung  einer  Bemer- 
kung von  Leibniz.  Csy.  (0.) 


C.    Raumgebilde   ersten,   zweiten  und  dritten  Grades. 
J.  Versluys.     Application  nouvelle  des  d^tei-minants  ä 

Talgfebre  et  ä  la  g^om^trie.       Grunert  Arch.  L.  157-176,  218- 
233.  1869.  LI.  49-72.  1870. 

Siehe  Abschn.  II.  Cap.  3.  p.  82. 

A,  Grunert.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte, 
insbesondere  auch  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises, 
in  Dreilinien-Coordinaten  oder  in  sogenannten  trime- 
trischen   Coordinaten.     Grunert  Arch.  LI.  257-275.  1870. 

Siehe  Absch.  IX.  Cap.  2  C.  p.  479. 

F.  Unferdinger.  Relation  zwischen  den  Halbmessern 
der    BerUhrungskugeln    einer    dreiseitigen    Pyramide. 

Grunert  Arch.  L.  110-111.  1869. 
Beweis  der  Formel 

auf  analytischem  Wege,    g,  Q^,  ...   bezeichnen   die  Halbmesser 
der  5  Berührungskugeln  einer  dreiseitigen  Pyramide. 

0. 

NiEWENGLowsKi.  ifitudc  sur  la  sphfere.  Nouv.  Ann.  (2)  EX. 
26-30.  1870. 

Die  in  der  Note  behandelten  Sätze  betreffen  sphärische 
Curven,  dann  deren  reciproke  Cufven  und  ebene  Curven,  welche 
man  als  besondere  Projectionen  der  sphärischen  ansehen  kann. 
Anwendungen  auf  das  sphärische  Dreieck  werden  gemacht. 

T. 
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J.  Neuberg.     Theorie  des  indices  des  points,  des  droites 
et    des    plans    par    rapport  k  une  surface  du  second 

ordre.     Nouv.  Ann.  (2)  IX.  317.  1870. 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  A  eine  Gerade,  welche  eine 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  den  Punkten  M  und  M*  trifft; 
desgleichen  durch   einen  anderen  Punkt  B  eine  Gerade,   deren 

AM  AM^ 

Schnittpunkte  mit  der  Oberfläche  iV  und  iV' sind;  so  ist  j^j^'  ni^t 

eine  constante  Grösse,  wenn  beide  Geraden  parallel  bleiben, 
welche  Richtung  sie  sonst  auch  haben  mögen.  Auf  diesen  von 
Newton  gegebenen  Satz  stQtzt  sich  die  Definition  der  Indices. 
Ist  nämlich  B  ein  fllr  alle  Mal  fest  angenommen,  so  hängt 

AM. AM' 

BN.  BN' 

nur  von  der  Lage  des  Punktes  A  ab.  Zu  dem  festen  Funkte  B 
bestimmt  man  nun  den  Mittelpunkt  0  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  und  nennt  die  Grösse 

_     AM. AM' 

den  Index  des  Punktes  A.  Der  Index  ist  negativ  oder  positiv, 
je  nachdem  A  und  0  demselben  Gebiete  der  Oberfläche  ange- 
hören oder  nicht;  fUr  einen  Punkt  der  Oberfläche  ist  der  Index 
gleich  Null,  für  den  Mittelpunkt  gleich  der  negativen  Einheit. 
Der  Verfasser  entwickelt  nun  den  Ausdruck  fllr  den  Index  eines 
Punktes,  wenn  die  Gleichung  der  Oberfläche  in  allgemeinen 
Cartesischen  oder  tetraedrischen  Coordinaten  gegeben  ist,  trans- 
formirt  diesen  Ausdruck,  indem  er  die  Gerade  durch  0  gehen 

AA' 

lässt,  wodurch  Ja^  —  ytif  ^^^^  wenn  A'  der  Durchschnitt  von 

OA  mit  der  Polarebene  des  Punktes  A,  und  knüpft  hieran 
verschiedene  Sätze.  Hierauf  wird  der  Index  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  definirt  als  der  Quotient 
aus  dem  Quadrate  der  Halbsehne,  die  durch  diese  Gerade  be- 
stimmt ist,  und  der  vierten  Potenz  des  der  Geraden  parallelen 
Halbmessers.  Femer  ist  der  Index  einer  Ebene  das  Product 
ihrer  Abstände  von  ihrem  Pol  und  dem  Mittelpunkt  der  Fläche, 
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Es  werden  nun  viele  Relationen  unter  diesen  Indiees  entwickelt, 
welche  dadurch  von  Wichtigkeit  sind,  dass  gewisse  Functionen 
(Covarianten  und  Contravarianten),  denen  man  oft  in  der  Rech- 
nung begegnet,  hierbei  eine  geometrische  Bedeutung  erlangen. 

Hz. 

F.  W.  Newman.      Ou   the  curvature  of  surfaces  of  the 

'     BCCOnd  degree.     Rep.  Brit.  Ass.  1869.  Mondes  1870.  XXI.  4ia.  (2) 

Csy. 

W.  Walton.     On  a  property  of  surfaces  of  the  second 

degree.     Quart.  J.  X.  167-170.  1869. 

Die  Arbeit  ist  eine  Berichtigung  einer  Abbandlong 
von  M.  Terquem  (Liouville  J.  IV.  p.  241).  Terquem  giebt  den 
Satz,  dass  der  Ort  der  Punkte,  für  den  die  Summe  der  Normalen, 
die  von  ihm  aus  an  eine  Fläche  zweiten  Orades  gezogen  werden 
können,  constant  ist,  eine  concentrische  Fläche  zweiter  Ordnung 
ist,  deren  Axen  der  Richtung  nach  mit  denen  der  gegebenen 
Fläche  zusammenfallen.  Der  Satz  selbst  ist  wahr,  die  von 
Terquem  gegebene  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  aber  ist  un- 
richtig. He. 

HousEL.     Axes  des  surfaces  du  2™®  degr^  obtenues  par 
uiie  splifere  concentrique.    Nouv.  Ann.  (2)  vm.  260-265.  1869. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  mit  Hilfe  einer  der  Fläche  zweiten 
Grades  concentrischen  Kugel  eine  kubische  Gleichung  aufstellen 
kann,  deren  Wurzeln  den  reciproken  Werthen  der  Quadrate  der 
Halbaxen  der  Fläche  zweiten  Grades  proportional  sind.  Am 
Schluss  werden  noch  Beziehungen  zwischen  den  Axen  und  den 
conjugirten  Durchmessern  hergeleitet.  '  T. 

P.  C.  V.  Hansen.     Nogle   Sätninger    om   Flademe   af 

ander  Orden.  Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI.  97.  1870. 

Volumen  und  Schwerpunkt  eines  von  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  und  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzten  Körpers 
wird  auf  elementarem  Wege  bestimmt;  die  Dimensionen  des 
Körpers  mUssen  natürlich  endlich  sein.  Hn.  (Wn.) 
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F.  Unferdinger.     Kubatur  der  Segmente  und  Schicliten- 
räume  in  Flächen  zweiter  Ordnung.  Wien.  Ber.  Lx.  631-667. 

1869. 

Der  bekannte  Satz,  dass  Segmente  und  Scbichtenräume 
zwischen  parallelen  Ebenen  in  zwei  beliebigen  Flächen  zweiten 
Grades  für  jede  Richtung  der  Ebenen  und  jedes  Axenyerhältniss 
proportionirt  sind,  wofern  nur  die  Grenzebenen  ihre  conjugirten 
Durchmesser  proportional  theilen,  und  die  zwei  Flächen  der- 
selben Art  angeboren,  d.  h.  beide  Ellipsoide  oder  beide  ein- 
8chalige,  beide  zweischalige  Hyperboloide  sind  —  ein  Satz  der 
durch  leichte  Betrachtung  aus  den  Eigenschaften  der  conjugirten 
Durchmesser  hervorgeht  —  wird  hier  in  viele  einzelne  Sätze 
zerspalten,  und  fQr  jeden  Specialfall  besonders  ausftlhrlich  be- 
wiesen. H. 

G.  Bauer.     Von  den  Kreisscliuitten  der  Flächen  zweiter 

Ordnung.     Borchardt  J.  LXXI.  46-52.  1870. 

Eine  Fläche '  zweiter  Ordnung,  durch  eine  beliebige  Ebene 
geschnitten,  giebt  als  Schnittcurve  einen  Kegelschnitt;  damit 
dieser  Kegelschnitt  ein  Kreis  werde,  muss  die  Discriminante  der 
quadratischen  Gleichung,  von  welcher  die  Axen  der  Schnittcurve 
abhängen,  verschwinden.  Durch  Herrn  Hesse  ist  diese  Discri- 
minante als  Summe  von  10,  7,  6  oder  5  Quadraten  (Borchardt 
J.  LX.  305)  und  durch  Herrn  Henrici  als  Summe  von  2  Qua- 
draten (Borchardt  J.  LXIV.  187)  dargestellt  worden.  In  der 
oben  bezeichneten  Arbeit  giebt  der  HeiT  Verfasser  eine  andere 
Zerlegung  der  Discriminante  in  Quadrate,  und  diese  Zerlegting 
ist  so  beschaffen,  dass  sie  die  Bedingungen  des  Verschwindens 
der  Discriminante,  also  die  Bedingungen  der  Kreisschnitte,  in 
einfacher  Form  giebt. 

Stellt 
ax*+by*+C9>*+2ly%+2mzx+2nxy+2px-\'2qy'\'2ri+d  =  0 
die  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  und: 

die   Gleichung  der  schneidenden  Ebene   dar,   bezeichnet  man 
femer  durch  J  die  Determinante: 
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a 

n 

m 

a 

n 

b 

l 

ß 

m 

l 

c 

r 

a 

ß 

r 

0 

durch  JoyJty  Je yJij  •"  ^i®  partiellen  Ableitungen  von  J  nach 
a,  b,  c,  l,  ,.,,  so  wird  die  Discriminante 

und  als  Bedingung  für  ihr  Verschwinden  erhält  man  schliesslich: 

Für  den  Fall,  dass  a,  ß  oder  y  =  0  ist,  dass  also  eine  der  Co- 
ordinatenaxen  in  einem  Ereisschnitt  der  Fläche  liegt,  müssen 
noch  beziehungsweise 

mß—ny  =  0  oder  la—ny  =  0  oder  la-^mß  =  0 
sein,  und    es    müssen   die    Goefficienten    der   Fläcbengleichong 
respecL  den  Gleichungen: 

(a— fr)w'+(a— c)  n*+2Ziii«  =  0, 
oder 

(ft-o)r  +  (6-c)fi»+2Zmn  =  0, 
oder 

(c-a)r  +  (c-6)m'  +  2/mn  =  0 
genügen.  T. 

L.  Saltel.  Note  sur  la  determination  des  foyers  d^une 
section  plane  dans  une  surface  de  second  ordre.  Nou?. 
Ann.  (2)  IX.  468-469.  1870. 

Aus  der  allgemeinen  Definition  der  Brennpunkte  folgt,  dass 
ein  Punkt  einer  Ebene  Brennpunkt  für  die  Schnittcurve  derselben 
mit  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist,  wenn  der  durch  diesen 
Punkt  gelegte  Tangentenkegel  von  der  Ebene  in  einem  Kreise 
vom  Radius  Null  geschnitten  wird,  wenn  also  die  Ebene  flLr 
den  Tangentenkegel  die  Richtung  der  Kreisschnitte  hat  Die 
hierauf  gegründete  Rechnung  führt  zu  Formeln,  welche  zur 
Lösung  zweier  Aufgaben  angewendet  werden,  nämlich  zur  Be- 
stimmung des  Ortes  der  Brennpunkte  der  Ccntralschnitte  und 
derjenigen  Schnitte,  welche  einer  Axe  parallel  sind. 

Schz. 
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Laguerre.    Sur  une  formule  relative  aux  courbes  trac^es 
sur  les  surfaces  du  second  ordre.   Nouv.  Ann.  (2)  ix.  5-12. 

1870. 
Der  Verfasser  erinnert  zunächst  an  folgenden  Satz:  Sind 
zwei  Punkte  A  und  B  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  gegeben, 
und  zieht  man  in  diesen  beiden  Punkten  die  Normalen  an  die 
Fläche,  welche  irgend  eine  Symmetrieebeue  derselben  resp.  in 
a  und  6  treffen^  so  geht  diejenige  Ebene,  welche  senkrecht  zur 
Geraden  AB  durch  deren  Mitte  gelegt  ist,  auch  durch  die  Mitte 
der  Geraden  ab.  Man  kann  daher  auch  sagen:  Die  Projectionen 
der  Normalen  Aa  und  Bb  auf  die  Sehne  AB  sind  gleich  und 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Bezeichnet  man  also  mit 
N  und  N'  die  Längen  der  beiden  Normalen,  mit  V  und  V  die 
Winkel,  welche  sie  mit  der  Sehne  bilden,  so  ist: 

N^  _  cosF 
JV  ""  cosF'* 
Der  Verfasser  betrachtet  nun  eine  Curve  C  auf  der  Fläche  2*^" 
Grades;  M  und  M'  seien  zwei  unendlich  nahe  Punkte  von  C; 
ist  nun  N  die  Normale  in  iüf,  so  wird  N-\-dN  diejenige  in  M' 
sein;  es  sei  nun  q  der  Krümmungsradius  von  C,  drj  der  Tor- 
sionswinkel, ferner  ts  das  Complement  desjenigen  Winkels,  wel- 
chen die  Normale  zur  Fläche  mit  der  Hauptnormale  von  C  bildet 
(alles  dies  in  dem  bettachteten  Punkte  ilf),  so  findet  der  Ver- 
fasser folgende  Relation: 

dt] 


_Qin«»  ^  n^   t 


-sincj»  =  C^    *^°g^    X  const. 

e 

und  knüpft  hieran  noch  einige  Folgerungen.  Mz. 

L.  Painvin.     Discussion   de  rintersection  de   deux  sur- 
faces  du   second   ordre.    Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  49.  1869. 

Es  ist  dies  die  Fortsetzung  einer  bereits  früher  besprochenen 
Arbeit  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  242).  Dort  wurde  eine  Gleichung 
vierten  Grades  entwickelt,  deren  Wurzeln  A  den  vier  Kegeln 
entsprachen,  welche  durch  den  Durchschnitt  zweier  Oberflächen 
zweiten  Grades  gelegt  werden  können.  Es  werden  nun  noch 
folgende  Fälle  behandelt; 
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1)  die  Gleichung  in  X  habe  drei  gleiche  Wurzeln, 

2)  sie  habe  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln, 

3)  sie  habe  vier  gleiche  Wurzeln, 

4)  ihre  Wurzeln  seien  zum  Theil  Null  oder  unendlich. 

Die  Resultate  sind  so  ausgedehnt,  dass  sie  in  der  Abhand- 
lung selbst  nachgesehen  werden  müssen.  Zum  Schlüsse  werden 
noch  die  unendlich  entfernten  Zweige  der  Durchschnittscurve 
betrachtet.  Mz. 

H.  M.  Jeffery.     On  conicoids  referred  to  quadriplanar 
coordinates.     Quart  J.  x.  1-22.  1869. 

Der  Verfasser  behandelt  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in 
homogenen  Punktcoordinaten,  bezogen  entweder  auf  ein  allge- 
meines Coordinaten-Tetraeder  oder  auf  ein  solches,  in  welchem 
die  gegenüberliegenden  Kanten  zu  einander  senkrecht  stehen. 

Es  werden  metrische  Relationen  der  durch  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  bestimmten  Fläche  untersucht  Die 
Grösse  der  Axen  wird  bestimmt  und  die  Kriterien  fttr  die  Classi- 
fication der  Flächen  werden  gegeben.  Femer  werden  die  Be- 
dingungen gesucht,  unter  denen  die  Gleichung  ein  Hyperboloid 
repräsentirt  mit  drei  auf  einander  senkrechten  Asymptoten  und 
Aehnlicbes  mehr.  He. 

C.  HiERHOLZER.     Ueber  Kegelschnitte  im  Räume,  Clebech 

Ann.  II.  564-587.  1870. 
Nach  dem  Princip  der  Dualität  entsprechen  den  Kegel- 
schnitten im  Räume,  —  insofern  sie  Grenzflächen  einer  Schaar 
Oberflächen  zweiten  Grades  sind,  die  8  Tangentialebenen  und 
mit  ihnen  eine  abwickelbare  Fläche  vierten  Grades  berühren,  — 
Kegel  zweiten  Grades  als  Grenzflächen  einer  Schaar  von  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  die  durch  dieselben  8  Punkte  und 
hiermit  auch  durch  eine  Raumcurve  vierten  Grades  gehen.  Sätze 
über  Kegel  zweiten  Grades  lassen  sich  daher  in  entsprechende 
über  Kegelschnitte  übersetzen.  Der  Verfasser  behandelt  nun  in 
vorliegender  Arbeit  Kegel  (2'^^  Ordnung)  und  überlftsst  dem 
Leser  die  Uebertragung  der  gefundenen  Resultate  auf  Kegel- 
schnitte.   Der  Inhalt  dieser  an  Resultaten  reichen  Abhandlang 
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ist  die  Bestimmung  des  Ortes  des  Eegelmittelpunkts,  wenn  6 
oder  7  StQcke  (meistens  Tangenten)  gegeben  sind;  femer  die 
Bestimmung  der  Anzahl  von  Kegeln,  die  gewissen  8  Bedingungen 
genügen.    Die  Methode  ist  analytisch.  Mz. 

A.  Enneper.     Ueber  ein  Problem  der  sphärischen  Geo- 
metrie.   Schl^milch  Z  XIY.  147-152.  1869.  . 

Der  Verf.  leitet  die  Relation  her  zwischen  den  Elementen 
zweier  sphärischen  Ellipsen,  von  denen  die  eine  einem  unregel- 
mässigen sphärischen  Polygon  umschrieben,  die  andere  demselben 
eingeschrieben  ist.  In  den  gewonnenen  Resultaten  ist  der  von 
Richelot  (Grelle  V,  250)  ftlr  2  Kreise  behandelte  Fall  enthalten. 

M. 

L.    Geisenheimer.       üeber     sphärische    Kegelschnitte. 

Jena  1869. 
Es  werden  die  Raumcurven  untersucht,  welche  entstehen, 
wenn  man  einen  normalen  elliptischen  Kegel  Yon  einer  Kugel 
durchschneiden  lässt,  deren  Mittelpunkt  im  Scheitel  des  Kegels 
liegt.  Der  Verf.  entwickelt  zunächst  gewisse  Eigenschaften  der 
sphärischen  Ellipse,  welche  denen  der  ebenen  in  Bezug  auf  ihre 
Brennpunkte  entsprechen,  betrachtet  dann  *die  Tangente,  die 
Osculationsebene,  beweist  Sätze  über  die  den  Polaren  entsprechen- 
den grössten  Kreise,  untersucht  die  Normalen,  den  Krümmungs- 
radius und  giebt  endlich  den  Flächeninhalt  und  die  Länge  eines 
Bogens  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen.  M. 

G.  Darboux.     Memoire    sur   une    classe   de  courbes  et 
de  surfaces.   C.  R.  Lxviil.  1311-1313.  1869. 

Der  Verfasser  giebt  von  seiner  Arbeit  einen  Auszug,  wo- 
von das  Hauptsächlichste  Folgendes  ist: 

Er  behandelt  diejenigen  Gurven,  welche  der  Durchschnitt 
einer  Kugel  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind.  Ihre  Theorie 
schliesst  sich  an  die  der  elliptischen  Functionen  eng  an.  Sie 
haben  4  Focalen,  welche  eben  solche  Curven  (Cycliques,  wie  der 
Verfasser  sie  nennt)  sind.  Der  Verfasser  behandelt  ausserdem 
diejenigen  Flächen  vierten  Grades,   welche  den  unendlich  ent- 

Fürlscbr.  d.  Math.  IL  2.  38 
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fernten  Kugelkreis  zur  Doppellinie  haben.  Flächen  dieser  Art 
können  ein  dreifach  orthogonales  System  bilden,  analog  dem- 
jenigen homofocaler  Flächen  zweiten  Grades.  Die  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  Oberfläche  dritten  Grades  lassen  sich  ein- 
fach durch  AbeFsche  Functionen  mit  vier  Perioden  darstellen. 
Zu  diesem  Satz  wird  der  Verfasser  durch  das  Studium  jenes 
orthogonalen  Systems  geftthrt.  «  Hz. 

M.  Roberts.     Sur  les  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoide. 

Brioschi  Ann.  (2)  III.  294-308.  1869. 
Die  Gleichung  des  EUipsoides  sei : 

es  existiren  dann  auf  dem  Ellipsoide  zwei  ErümmungslinieDy  Ton 
denen  die  eine  auf  einem  ein-,  die  andere  auf  einem  zweischaligen 
confocalen  Hyperboloide  liegt.  Der  Bogen  der  letzteren  ist  stets 
mit  Hilfe  der  elliptischen  Functionen  auszudrücken,  der  der 
ersteren  dagegen  zunächst  nur  dann,  wenn  zwischen  den  Äxen 
des  EUipsoides  ein  solches  Grössenverhältniss  besteht,  dass: 

c'— o6.>  0 
ist. 

Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  wird  dann  gezeigt,  dass  der 
Bogen  der  auf  dem  einschaligen  Hyperboloide  gelegenen  Krflm- 
mungslinie  auch  dann  noch  durch  elliptische  Functionen  aus- 
druckbar  ist,  wenn  die  Axen  des  EUipsoides  keiner  Bedingung 
unterworfen  sind. 

(Brioschi  Ann.  (2)  H.  15-18.  siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  139.) 

T. 

G.  ZuRRio.     Sulla    superficie    dell'  ellissoide    a  tre  assi 

imiguali.    Atti  di  Catania.  (3)  V    1870. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Formel,  welche  die  totale  Ober- 
fläche eines  EUipsoids  mit  drei  ungleichen  Axen  mittelst  el- 
liptischer Transcendenten  ausdrückt.  Dies  Problem  ist,  wie  er 
in  der  Einleitung  bemerkt,  bereits  von  Legendre,  Catalan,  Plana 
und  Serret  behandelt,  aber  die  Reduction  der  Doppelintegrale, 
die  die  Oberfläche  des  EUipsoids  ausdrücken,  auf  elliptische  In- 
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tegrale  war  bisher  immer  durch  Betraohtangen  geometrischer 
Natur  erreicht,  gleichsam  als  wenn  die  Hülfamittel  der  Aualysis 
fBr  diese  Reduction  nicht  ausreichten.  <Der  Verfasser  bedient  sich 
nur  analytischer  Mittel.  Er  erhält  eine  Formel,  welche  ihm  zu- 
erst die  Formel  Catalan's  und  Serret's,  dann  auch  die  von  Le- 
gendre  giebt.  Sie  zeichnet  sich  vor  diesen  dadurch  aus,  dass 
sie  nicht  für  specielle  Voraussetzungen  aber  die  Grösse  der  drei 
Axen  illusorisch  wird  (d.  h.  wenn  sie  gleich  sind,  wenn  es  sich 
also  um  die  Kugel  handelt).  .  Jg.  (0.) 

A.  Cayley.     On    the   geodesics  on  an   oblate  spheroid.. 

Phil.  Mag.  XL.  320-329.  1870. 
Die  geodätischen  Linien,  welche  in  dieser  Arbeit  betrachtet 
werden,  sind   die  geodätischen   Normalen  zu  einem  gegebenen 
Meridian.  Csy.  (0.) 

F.  Joachimsthal.    Sur  las  nombres  des  normales  reelles 
.que  Ton  peut  mener  d'un  point  donn^  k  un  ellipsoide. 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  481-489.  1870. 
Es  ist  die  üebersetzung  der  im  59**^"  Bande  des  Borchardf- 
schen  Joumales  yon  Joachimsthal  veröffentlichten  Abhandlung. 

Schz. 

G.  Darboux.     Sur  las  polygones  inscrits  et  circonscrits 
ä  relHpsoide.     inst.  l.  sect.  XXXVIII.  142,  1870. 

Die  angegebenen  Sätze  sind  f&r  das  EUipsoid  und  fttr  andere 
Flächen  das  Analogen  und  die  Erweiterung  der  von  Poncelet 
und  Ghasles  hergeleiteten  Sätze,  welche  für  die  den  Kegelschnitten 
ein-  und  umgeschriebenen  Polygone  gelten.  T. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper  1869.    Quast.  10. 

Meesenger  V.  55-57.  1869. 

Die  Erllmmungscurven  eines  Paraboloids  werden   aus   der 

Gleichung  der  KrUmmungscurven  eines  Ellipsoids  bestimmt.    Fftr 

das  Paraboloid  xy  =:  es  sind  es  die  Schnitte  desselben  mit  dem 

System  von  Oberflächen 

h  =  1^5H''?"±}9q=7. 

Glr.  (0.) 
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A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  11. 

Hessenger  Y.  57-58.  1869. 
Die  Form  der  Curve*  von  constanter  Neigung  für  eine  Ober- 
fläche, wie  das  Ellipsoid,  wird  untersucht.    Für  das  Ellipsoid 

liegt  die  Curve  constanter  Neigung  zur  JCF-Ebene  zwischen  zwei 
abgesonderten  Ovalen,  welche  die '  Hauptschnitte  a:  =  0,  y  =  0 
in  den  Punkten  treffen,  die  gegeben  sind  durch 

—  =  4-TrCoti,  —  =  +-5-cotÄ. 

Glr.  (0.) 

F.  Grelle.     Ueber    das    an  Volumen    grosseste    einem 
dreiaxigen  Ellipsoid  einbeschriebene  Tetraeder.     Schiö- 

milch  Z.  XIV.  372-375.  1869. 
Der  Herr  Verf.  geht  von  der  Gleichung 

aus  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Tetraeders 
durch  (a^o^o^o)  ^*  '^*  ^*  ^^^  ^^^  ^  ^^^  durch  diese  Coordinaten 
ausgedrückte  sechsfache  Inhalt  des  Tetraeders,  so  müssen  die 
12  partiellen  Ableitungen  von 

nach  x^^  y^,  ...  «^  verschwinden.  Dies  giebt  12  Gleichungen; 
durch  Elimination  von  /Tq,  k^,  k^^  k^  bleiben  dann  8,  von  denen 
aber  nur  6  sich  als  unabhängig  erweisen.  Diese  6  Gleichungen 
verbunden  mit  den  4,  welche  ausdrücken,  dass  die  Punkte 
C^oVo^o)  ^*  ^*  ^'  &uf  ^^^  Ellipsoid  liegen,  sind  zur  Bestimmung 
von  x^^  y^j  ...  J5j  vorhanden,  woraus  folgt,  dass  es  unendlich 
viele,  ihrer  Lage  nach  verschiedene,  grosseste  Ellipsoidtetraeder 
giebt.  Weiterhin  wird  gezeigt,  dass  jede  der  Seitenflächen  eines 
solchen  Tetraeders  der  Berührungsebene  des  EUipsoids  in  dem 
der  Flftche  gegenüberliegenden  Eckpunkt  parallel  ist;  und  ferner: 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  3.    Analytische  Geometrie  des  Raames.  575 

der  Mittelpunkt  des  EllipBoides  ist  der  Schwerpunkt  eines  solchen 
Tetraeders.  Zum  Sehluss  zeigt  der  Herr  Verf.,  dass  die  4 
elliptischen  Kegel,  deren  gemeinsame  Spitze  im  Schwerpunkt 
eines  solchen  Tetraeders  liegt  und  deren  Basen  die  Ellipsen 
sind,  worin  die  Flächen  des  Tetraeders  das  Ellipsoid  schneiden, 
gleiches  Volumen  haben.  Mz. 

P.  DB  Campoüx,  Des  invaiiants  au  point  de  vue  des 
math^matiques  speciales.  Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  395-399.  IX. 
113-123.  1870. 

Es  wird  durch  lineare  Substitutionen  die  auf  die  Haupt- 
axen  bezogene  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
auf  ein  beliebiges  anderes  rechtwinkliges  Goordinatensystem  mit 
demselben  Anfangspunkte  transformirt  und  durch  Elimination 
der  GoefScienten  der  Transformationsformeln  aus  den  Gleichungen 
fUr  die  neuen  GoefScienten  der  transformirten  Oberflächengleichung 
die  bekannte  kubische  Gleichung  J  =  0  abgeleitet,  von  welcher 
die  Hauptaxen  abhängen.  Die  CoefBcienten  dieser  Gleichung 
sind  drei  von  einander  unabhängige  Invarianten  für  diese  Trans- 
formation. Durch  geometrische  Interpretation  derselben  werden 
bekannte  Sätze  auf's  Neue  abgeleitet.  Schz. 

H.  Lemonnier.      Solution    d'une    question    g^omdtrique. 

Nouv.  Ann.  (2).  IX.  532-537.  1870. 
Behandelt  ist  die  Lösung  der  Aufgabe ,  die  Axen  eines 
Kegels  zweiten  Grades  mit  Hilfe  der  Kegelschnitte  zu  construiren, 
wenn  von  demselben  der  Scheitel  und  ein  ebener  Schnitt  gege- 
ben ist.  Auf  die  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  auch  die  zu- 
rückführen, die  Axen  einer  Fläche  zweiten  Grades  zu  construiren, 
wenn  gegeben  ist  ihr  Mittelpuiikt,  ein  ebener  Schnitt,  dessen 
Ebene  nicht  durch  den  Mittelpunkt  geht,  und  ein  Punkt  des 
centralen  und  dem  ersten  parallelen  Schnittes.  T. 

.E.  Hill.    On  the   asymptotes  to  a  hyperbolic    section 

of  an  oblique  COne.    Measenger  V.  82-83.  1869. 
Enthält  einen  einfachen  geometrischen  Beweis  daftr^  dass 


Digitized  by  VjOOQIC 


576  ^^'  Abschnitt.    ADaljtische  Geometrie. 

die  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  und  parallel  zur 
Schnittebene  den  Kegel  in  Geraden  sehneidet,  die  den  Asymptoten 
des  hyperbolischen  Schnittes  parallel  sind.  He. 

A.   CaYLEY,      A  memoir  On   Cubic  SUrfaceS.  Trans,  of  London. 
CLIX.  231-326.  1869. 

Die  Arbeit  beruht  auf  der  von  Schläj9i :  ,,0n  the  distribution 
of  surfaces  of  the  third  order  into  speeies  in  reference  to  the 
presence  or  absence  of  Singular  points  and  the  realily  of  the 
lines''  (Trans.  CLIU.  1863),  und  ist  gleichsam  eine  Ergänzung 
derselben.  Die  schliessliche  Eintheilung  in  Klassen,  die  von  der 
Bealitftt  der  Linien  abhängt,  ist  vernachlässigt  und  nur  die  Ein- 
theilung in  22  oder  (nach  des  Yerf.'s  Zählung)  in  23  Fälle,  be- 
obachtet, je  nach  der  Natur  der  Singularitäten.  Bei  der  ganzen 
Untersuchung  sind  diejenigen  Gesichtspunkte  berücksichtigt, 
welche  die  Theorie  der  Reciprocalflächen  liefert.  Seite  235  findet 
sich  eine  Tabelle  der  Singularitäten  in  den  23  Fällen. 

Cly,  (M.) 

A.  Sartiaüx.    Note  sur  les  surfaces  du  troisi^me  ordre. 

Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  323.  1869. 

.  Wenn  unter  den  achtzehn  Durchschnittspunkten  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  den  sechs  Kanten  eines  Tetraeders,  sechs, 
deren  jeder  auf  einer  der  Kanten  liegt,  in  derselben  Ebene 
liegen,  so  liegen  die  zwölf  übrigen  in  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung. 

Diese  und  ähnliche  Eigenschaften  der  Flächen  dritter  Ord- 
nung beweist  der  Verfasser  mit  HQlfe  tetraedrischer  Coordinaten 
und  gelangt  zu  folgenden  Resultaten: 

Wenn  die  sechs  Kanten  eines  Tetraeders  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  osculiren  (dreipunktig  berühren),  so  liegen  die  sechs 
Berührungspunkte  in  einer  Ebene.  Ist  die  Gleichung  dieser 
Ebene  to  =  0  und  die  der  Tetraederflächen  x  =  0,  y  =  0,  »  =  0, 
1  =  0,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche  dritter  Ordnung  darstell- 
bar in  der  Form: 

L      !«■  =  ayU-{-ßxU'\-yxyi  +  8xy%y 
deren  geometrische  Deutong  sieh  leicht  ergiebt    Da  diese  Glci- 
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cbung  neunzehn  willkürliehe  Consftante  enthält,  sehliesst  der 
Verfasser,  dass  die  Eigenschaft,  von  den  seehs  Kanten  eines 
Tetraeders  osculirt  zu  werden,  allen  Flächen  dritter  Ordnung 
zukommt,  und  beweist  schliesslich  von  der  Gleichung  L  aus- 
g^ehend  den  Satz,  dass  die  sechs  Osculationspunkte  in  der  Wen- 
duDgscurve  der  Fläche  liegen,  dass  also  in  ihnen  das  Erlim- 
mungsmass  =  0  ist.  A. 

E.  Weyiu  Ueber  den  perspectivischen  Zusammenhang 
der  Eaumcurven  dritter  Ordnung  mit  den  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  vierter  Classe,  und  jener 
dritter  Classe  vierter  Ordnung.    Prag.  Der.  1869.  22-28. 

^  Der  Verfasser  erinnert  zuerst  an  die.  Bedeutung  der  Pro- 
jectionsmethode  als  Hilfsmittel  zur  Auffindung  neuer  Sätze,  giebt 
alsdann  die  Fundamentaleigenschaften  -  der  Raumcurven  dritter 
Ordnung  an,  —  und  geht  dann  zur  Betrachtung  des  Kegels  Aber, 
der  von  allen  Geraden,  welche  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raumes  mit  sämmtlichen  Punkten  der  Baumcurve  verbinden, 
gebildet  wird.  Dieser  Kegel  ist  von  dritter  Ordnung,  aber  nur 
von  vierter  Klasse,  da  er  eine  Doppelkante  hat,  nämlich  die  eine 
durch  den  angenommenen  Punkt  des  Baumes  gehende  Secante 
der  Baumcurve.  Schneidet  man  diesen  Kegel  durch  eine  be- 
liebige Ebene,  so  erhält  man  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung 
und  vierter  Classe.  Der  Kegel  und  die  ebene  Curve  werden 
dann  näher  besprochen.  Zum  Schluss  deutet  der  Verfasser  noch 
die  reciproke  Betrachtungsweise  an.  Schneidet  man  die  deve- 
loppable  Fläche  der  Baumcurve  durch  eine  beliebige  Ebene,  so 
erhält  man  eine  Baumcurve  dritter  Classe  mit  einer  Doppeltan- 
gente,  also  von  der  vierten  Ordnung.  Mz. 

J.  J.  Sylvester.  On  Prof.  Gh.  Wiener's  stereoscopic  repre- 
sentation  of  the  cubic  eikosi-heptagram  of  Dr.  Salmon. 
Bep.  Brit.  Abb.  1869/70. 

Csy. 
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Chr.  Wiener*  Stereoscopisclie  Photographien  des  Mo- 
delies einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  27  reellen 
Geraden.     Mit  erläuterndem  Texte.     Leipzig.  Teubner  1869. 

Das  ei  wähnte  Modell  ist  von  dem  Herrn  Verfasser  aaf  An- 
regung des  Herrn  Clebsch  construirt  und  in  Ojpsabgtlssen  durch 
ihn  zu  beziehen.  Die  Photographien  zeigen  zwei  stereoscopische 
Ansichten  und  sind  wohl  geeignet,  eine  Vorstellung  von  der  (Je- 
staltung  der  Fläche  zu  geben.  Die  in  wenigen  Seiten  zusammen- 
gefassten  Erläuterungen  beziehen  sich  auf  die  Construction  des 
Modelies,  namentlich  der  27  Geraden,  nach  Salmon,  und  erzeu- 
gender Kegelschnitte,  welche  letztere  Aufgabe  darauf  zurfickge- 
führt  ist,  eine  Gerade  zu  construiren,  welche  vier  gegebene  sich 
nicht  schneidende  Gerade  trifft.  A. 

L.  Cremona.     SuUe    27    rette    di  una  supei-ficie   del  3^ 

Ordine.     Bead.  d.  Ist  Lomb.  (2)  IIL  1870. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  55  doppelt  berührenden  Ebenen 
einer  allgemeinen  Oberfläche  dritter  Ordnung  40  bilden, 
welche  durch  ihre  Eigenschaften  den  Wurzeln  der  Gleichung 
vom  40**"  Grade  entsprechen,  welche  sich  bei  der  Dreitheilung 
der  hyperelliptischen  Functionen  mit  4  Perioden  darbietet. 

Jg.  (0.) 

A.  Cayley.     On  the   double-sixers  of  a  cubic  surface. 

Quart.  J.  X.  58-71.  1869. 

Der  Herr  Verfasser  untersucht  in  dieser  Arbeit  die  Relationen, 
welche  solche  12  unter  den  27  Geraden  einer  Oberfläche  dritter 
Ordnung  verbinden,  die  ein  Doppelsechsseit  bilden.  Sechs  der 
Geraden  werden  angenommen  und  dann  die  Gleichungen  der 
übrigen  bestimmt.  Zum  Schluss  wird  ein  Zahlenbeispiel  gegeben 
für  die  Gleichungen  von  12  solchen  Geraden  nebst  einer  Tabelle, 
enthaltend  ^die  Goordinaten  der  Schnittpunkte.  Es  wird  jedoch 
bemerkt,  dass  ftlr  4ie  gewählten  Verhältnisse  mehrere  der  Geraden 
zu  nahe  zusammen  kommen,  um  eine  passende  Grundlage  für 
Zeichnung  oder  Modell  zu  bilden.  He. 
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C.  Jordan.     Sur   la  trisection   des  fonctions  ab^liemies 
et  sur  les  vingt-sept  droites  des  surfaces  du  troisi^me 

ordre.    0.  R  LXVIII.  865-869.  1869. 

C.  Jordan.     Sur  une  nouvelle  combinaison  des  27  droites 
d'une  surface  du  ti'oisifeme  ordre.    C  R.  Lxx.  326-328. 1870. 

C.  Jordan.     Sur  T^quation   aux  vingt-sept  droites  des 
surfaces  du  troisifeme  degrd.      Liouvilie  J.  (2)  xiv.  147-166. 

1869. 
Siehe  Abschnitt  n.  Cap.  1.  (Nachtrag)  p.  274. 

G.  Weihrich.     Einige  Sätze  über  die  Rauracurve  dritter 
Ordnung  und  die  abwickelbare  Fläche  dritter  Klasse. 

Pr.  Alzei  1869. 
Die  genannten  Gebilde  werden  auf  analytischem  Wege  in 
zwei  parallel  laufenden  Entwickelungen  untersucht,  und  es  wird 
insbesondere  die  Identität  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit 
der  GraÜinie  der  abwickelbaren  Fläche  dritter  Klasse  nachge- 
wiesen; alsdann  werden  die  Kegel,  welche  sich  durch  die  Raum- 
curve legen  lassen,  und  die  ebenen  Schnitte  der  abwickelbaren 
Fläche  untersucht.  Die  Rechnung  ist  sehr  ausführlich,  doch 
übersichtlich. 

Neue  Resultate  enthält  die  Arbeit  nicht.         ,  A. 

R.  Townsend.     On  the  nodal  cones  of  quadrinodal  cu- 
bics    and    the    zomal    conics    of  tetrazomal  quartics. 

Quart.  J.-  X.  264-283.  1869. 
Eine  Untersuchung,  betreffend  die  Fläche  dritter  Ordnung 
mit  vier  Knotenpunkten  und  deren  reciproke  Polare,  die  Steiner'- 
sehe  Fläche.  Unter  A,  B,  C,  D  homogene  Punkt-Coordinaten 
verstanden,  kann  man  diesen  Flächen  bez.  folgende  Gleichungen 
ertheilen: 

il-^+B-^-f  C-«+D-i  =  0,    A^+B^+d+D^  =  0. 
An  diese  Gleichungen  kntipft  der  Verfasser  seine  Discussion  an 
und  leitet  aus  ihnen  mit  grosser  Leichtigkeit  viele  der  bekannten 
Eigenschaften   der   beiden  Flächen  her.    (Die  Bezeichnung  der 
Steiner'schen  Fläche  als  tetrazomal  quartic  bezieht  sich  auf  die 
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vorstehende  Gleichungsform  derselben  und  anf  eine  von  Henn 
Cayley  angewandte  Terminologie.  Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  p.  165). 

Ein. 

M.  Gardiner.  Properties  of  quadrics  having  common 
intersections,  and  of  quadrics  inscribed  in  the  same 
developpable  (being  an  extensien  of  chapter  XVL  of 

Chasles'   COnics).     Quart.  J.  X.  132-147.  1869. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Reihe  Theoreme,  die  Abschnitte  be- 
treffend, welche  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  gemeinschaft- 
licher Schnittcurve  auf  einer  Geraden  bestimmen,  und  die  red- 
proken  Theoreme  fllr  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  derselben 
abwickelbaren  Fläche  eingeschrieben  sind.  He. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1870.  Question  5. 

Messenger  V.  190-191.  1870. 
Eine    Oberfläche    3^^"   Grades  hat    höchstens    4   eonisdie 
.  Punkte  und  eine  4**"  Grades  höchstens  16  conische  Punkte. 

Glr.  (0.) 


D.    Andere  specielle  Baumgebilde. 
H.  DüRRANDE.     Note  sur  les  surfaces  du  quatrifeme  ordre. 

NouY.  Ann.  (2)  IX.  410-417.  1870. 
Der  Verfasser  definirt  naeh  einigen  einleitenden  Worten  die 
Flächen  vierter  Ordnung  folgendeiinassen :  Es  seien  5  =  0, 
S^  =:0  die  Gleichungen  zweier  Flächen  2*^"  Grades,  dann  ist 
S—IS^  =  0  (wo  X  unbestimmt)  die  Gleichung  des  Flächea- 
büschels,  das  durch  die  Curve  S  =  0,  S^=0  hindureb^^t. 
Ebenso  sei  2—iaS^  ein  zweites  Flächenbüscbel.  Sind  nun  die 
Parameter  X  und  ^  durch  die  homographische  Belation  ver- 
bunden 

Alii-\'BX  +  Cii  +  D  ==  0, 

so  entspricht  jeder  Fläche  des  ersten  Bttscbels  eine,   and   nur 
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eine  des  zweiten.    Eliminirt  man  aus  der  letzten  Gleichung  und 
den  beiden 

S~AS,  =0,        -T-^-^i  =0 
die  Grössen  X  und  ^^  so  kommt: 

ÄS£+BS2!,  +  CS,2  +  DS,S,  =  0, 
die  Gleichung   einer  Fläche  Tieften  Grades,   welche  durch   die 
beiden  Curven  (S,  S,)  und  (2,2^)  (die  Basen  der  Büschel)  hin- 
durchgeht 

Hat  man  also  zwei  homographische  Büschel  yon  Flächen 
2*^"  Grades,  so  ist  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  entsprechen- 
der Flächen  eine  Fläche  4*"  Ordnung,  die  durch  die  Basen  der 
Büschel  geht. 

Die  Gleichung  zwischen  X  und  ^  kann  nun  vereinfacht  wer- 
den. Lässt  man  S  und  2  sich  entsprechen^  und  ebenso  £».,  2^, 
so  müssen  X  und  fi  gleichzeitig  Null  und  Unendlich  werden. 
Die  Gleichung  wird  dann  A  +  Äjm  =  0.  Entspricht  aber  S  der 
Fläche  £^  und  S^  derjenigen  2^  so  ergiebt  eine  ähnliche  Be- 
trachtung: A^-f  *  =  0.  Daher  hat  man  folgende  beide  Formen 
der  Gleichung  jener  Fläche  4**"  Grades: 

Si:,  +  kS,2=0    und    S-S+äS^-T,  =  0. 
Beide  Formen  lassen   eine  doppelte  Erzeugungsart  der  Fläche 
4teii  Grades  durch  Kaumcuryen  4**'  Ordnung  erkennen.    Es  wer- 
den nun  folgende  Fälle  behandelt: 

I.  Jedes  Büschel  besteht  aus  Flächen,  von  denen  eine  alle 
übrigen  doppelt  berührt. 

U.  Beide  Büschel  bestehen  aus  Flächen  ^  die  eine  ebene 
Bertthrungscurve  gemein  haben. 

ni.  Eins  der  Büschel  besteht  aus  homothetischen  Flächen; 
d.  i.  ihre  ebene  Berührungscurve  liegt  im  Unendlichen.  Sind 
beide  Büschel  homothetisch ,  so  wird  die  Fläche  vom  dritten 
Grade. 

IV.  Die  Büschel  sind  Eugelbttschel. 

Bekanntere  Flächen,  wie  die  Wellenfläche  von  Fresnel,  die 
anallagmatischen  Flächen  von  Moutard,  der  Torus,  die  Cyclide 
treten  bei  dieser  Discussion  als  besondere  Fälle  auf. 

Mz. 
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A.  Cayley.     On  the  quartic  surface  (+)  ([/,  V,  Wf  =  0. 

Quart  J.  X.  24-34.  1869. 
Der  Verfasser  untersucht  diejenigen  Oberflächen  4**'  Ord- 
nung, die  in  der  Gleichung  (+)(l^  V,  Wy  =  0  enthalten  sind,  wo 
U,   Vy  W  quadratische    Functionen   der   Coordinaten  bedeuten. 
Die  8  Durchschnittspunkte  der  Flächen 

17=  0,         F=0,         »F=0 

sind  Knotenpunkte  der  Fläche.  Da  jedoch  8  beliebig  gewählte 
Punkte  nicht  Schnittpunkte  dreier  Flächen  zweiter  Ordnung  sind, 
so  folgt y  dass  diese  Flächen  nicht  die  allgemeinsten  Flachen 
4'^'  Ordnung  mit  8  Knotenpunkten  sind. 

Der  Herr  Verfasser  ist  jedoch  der  Meinung,  dass  in  obiger  Glei- 
chung alle  Flächen  dieser  Art  .enthalten  sind,  deren  8  Knoten- 
punkte die  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
sind;  und  ferner,  dass  man  durch  Particularisiren  irgend  eine 
grössere  Anzahl  von  Knotenpunkten  (bis  zu  16,  die  grösstmög- 
lichste  Zahl  für  Flächen  zweiter  Ordnung)  erhalten  kann. 

Setzt  man  fUr  Vy  V,  W  lineare  Functionen  derselben,  so  kann 
man  die  Form  der  Gleichung  wie  die  eines  Kegelschnitts  ver- 
einfachen und  z.  B.  auf  die  Form 

F'~  ÜW  =  0 

bringen,  welche  vollständig  allgemein  ist.  In  dieser  Form  wer- 
den diejenigen  Fälle  untersucht,  wo  U  und  W  in  Ebenenpaare 
zerfallen. 

Sind  P  und  Q  lineare  Functionen  der  Coordinaten,  so  giebt 
V'-P'Q  =  0  ^ 

die  allgemeinste  Fläche  mit  einer  Rfickkehrcurve  2^^"  Ordnung 
und  diese  kann  femer  so  particularisirt  werden,  dass  noeh  ein 
Knotenpunkt  hinzutritt.    Ebenso  ist 

F'-F  W  =  0 

die  allgemeinste  Fläche  mit  einem  Kegelschnitt  als  Doppelcurve, 
die  keinen  weiteren  Doppelpunkt  enthält.  Durch  Particularisiren 
kann  man  noch  1,  2,  3  oder  4  Knotenpunkte  erhalten,  und  mehr 
sind  nicht  möglich.  Die  Bestimmung  der  Constanten  wird  ftlr 
alle  diese  Fälle  durchgeführt.  He. 
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A.  Oayley.     On  the  quartic  surfaces  {+){U,  F,  FK)^=0. 

Quart.  J.  XL  35.  1870. 
Fortsetzung  der  obigen  Arbeit.  Hier  werden  solche  Flächen 
betrachtet,  welche  reciprok  sind  zu  1)  dem  parabolischen  Ringe 
vom  6**^"  Grade,  2)  dem  elliptischen  Ringe  vom  8*®"  Grade, 
3)  der  Fläche,  welche  der  Ort  der  Hauptkrttmmungsmittelpunkte 
eines  Paraboloids  ist,  vom  9**"  Grade,  4)  der  Parallelfläche  eines 
Paraboloids  vom  10**"  Grade,  5)  der  ümhüllungsfläche  von 
Ebenen,  die  zu  Radien  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Ellipsoids  in 
deren  Endpunkten  senkrecht  sind,  vom  10**""  Grade,  6)  der  Fläche, 
auf  welcher  die  Hauptkrttmmungsmittelpunkte  eines  Ellipsoids 
liegen,  vom  12**"  Grade,  7)  der  Parallelfläche  eines  Ellipsoids 
vom  12**"  Grade.  Die  Reciprocität  wird  durch  die  imaginäre 
Kugel  a?*+y*+«'+tt>"  =  0  hervorgebracht.  Am  Schlüsse  wird 
noch  der  allgemeine  Toms,  d.  i.  die  Fläche,  welche  ein  Kegel- 
Bchnitt  erzeugt,  der  sich  um  irgend  eine  Gerade  des  Raumes 
dreht,  betrachtet.  Mz. 

L.  Cremona.      SuUe  superficie  gobbe   di  quarto  grado. 

Mem.  di  Bologna.  (2)  YIII.  1869. 
Der  Zweck  dieser  interessanten  Abhandlung  ist  die  Be- 
stimmung der  verschiedenen  Arten  der  windschiefen  Flächen 
4*«»  Qfades.  Herr  Gayley  hat  schon  in  seinem  „Second  memoir 
on  skew  surfaces  otherwise  scroUs"  (Philos.  Trans.  18C4)  eine 
ähnliche  Untersuchung  angestellt  und  8  Arten  solcher  Flächen 
bestimmt,  ohne  jedoch  den  Weg  anzugeben,  der  ihn  zu  diesem 
Resultate  geftlhrt,  und  ohne  zu  beweisen,  dass  dies  die  einzig 
mögliohen  seien,  wenn  er  auch  versichert,  keine  anderen  gefunden 
zu  haben.  Herr  Cremona  nimmt  zur  Charakteristik  der  Arten 
die  simultane  Betrachtung  der  Doppelcurven  und  der  Enveloppe 
der  doppelt  bertthrenden  Ebenen.  Er  theilt  die  Oberflächen  in 
zwei  Gattungen,  je  nachdem  sie  zur  Gattung  0  oder  1  gehören. 
Er  erhält  dabei  nicht  nur  die  8  von  Herrn  Cayley  gefundenen  Arten, 
sondern  auch  noch  4  andere,  die  zur  Gattung  0  gehören.  Von 
diesen  neuen  Arten,  die  der  Verf.  als  1'*^,  3*%  4***,  8'*  bezeichnet, 
ist  die  erste  eine  windschiefe  Fläche  4*'^"  Grades,  deren  Doppel- 
curve  eine  cubische  Raumcurve  und  deren  Enveloppe  der  doppelt 
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berUfarendea  Ebenen  eine  Enveloppe  der  dritten  Classe  ist;  die 
3**  eine  windschiefe  Fläche  4'*^"  Grades,  mit  einer  dreifachen 
Geraden  einerseits  und  einer  Geraden  und  einem  Qaadrikegel 
andrerseits;  die  4*''  eine  Fläche  mit  einem  Doppelkegel  und  einer 
in  einem  Punkte  zweifach  schneidenden  Geraden  einerseits  und 
einer  Geraden,  betrachtet  als  Enveloppe  der  dreifach  berflhren- 
den  Ebenen  andererseits;  die  8*®  endlich  eine  Fläche  mit  einer 
dreifachen  Geraden  einerseits  und  einer  wirklichen  Elnveloppe 
der  dritten  Glasse  andererseits.  Was  die  Erzeugung  dieser  und 
der  andern  8  Arten  der  Flächen  betriff;,  so  verweisen  wir  anf 
die  Abhandlung  selbst,  der  der  Verfasser  eine  Tabelle  beigef&gt 
hat,  die  übersichtlich  die  vollständige  Classification  der  wind- 
schiefen Flächen  vierten  Grades  darlegt.  Wir  bemerken  nur 
noch,  dass  die  3'®  und  4}^  Art  untereinander  reciprok  sind, 
während  die  V  und  8^""  jede  der  andern  und  sich  selbst 
reciprok  ist.  Jg.  (0.) 

A.  Cayley.     On  the  geometrical    interpretation  of  the 
covariants  of  a  binary  cubic.    Qoart.  J.  x.  148-149. 1869. 

Betrachtet  man  in  den  cubischen  Formen 
P=  (a6crfX«,y)>fi, 
die  Coefficienten  abcd  als  Coordinaten  eines  Punktes  im  Ranme, 
X,  y   als  Parameter,   so   erhalten   die  Coordinaten  von  ü  eine 
einfache  Bedeutung. 

Die  Discriminante  v  =  ^  repräsentirt  eine  abwickelbare 
Fläche  4*'^'  Ordnung. 

U  =  0  ist  Tangentenebene  längs  einer  Geraden. 

Die  Hesse'sche  Determinante  IT  =  0  ist  die  Gleichung  eines 
Kegels  zweiter  Ordnung,  welcher  durch  die  Cuspidallinie  der 
Fläche  geht  u«  s.  w.     ^  He. 

H.  Lemonnier.     Etüde  analytique  sur  la  cyclide,     Nout. 

Ann.  (2)  IX.  514-527.  1870. 

Die  betrachtete   Fläche   ist   die   Einhüllende   einer   Engel, 

deren  Mittelpunkt  sich  auf  einem  Kegelschnitt  fortbewegt,  während 

ihr   Radius   proportional   dem  Abstände   des    Mittelpunktes  voo 

einer  in  der  Ebene   des  Kegelschnittes  gegebenen  Geraden  D 
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ist  Die  Gleichung  dieser  Fläche  wird  unter  der  Bedingung 
hergeleitet,  dass  die  aufeinanderfolgenden  Scbnittebenen  durch 
eine  und  dieselbe  Gerade  D'  gehen.  Von  den  Geraden  D  und 
D'  gilt,  dass  immer  nur  eine  die  Fläche  schneiden  kann.  Es 
werden  dann  die  ebenen  Schnitte  der  Fläche  betrachtet,  welche 
durch  eine  der  Geraden  D  oder  D'  gehen.  Dabei  ergiebt  sich, 
dass  die  untersuchte  Fläche  auch  eine  zweite,  der  ersten  ganz 
analoge,  Erzeugung  mit  Hilfe  der  Linie  D'  statt  der  Linie  D  ge* 
stattet.  Die  beiden  Systeme  von  Krümmungslinien  der  unter- 
suchten Fläche  sind  Kreise,  daraus  wird  der  Schluss  gezogen, 
dass  sie  selbst  eine  Cyclide  ist.  Die  Untersuchung  paralleler 
Cydiden  bildet  den  Schluss.  T. 

A.  Enneper.    Die  cyklischen  Flächen.     Schiömiich  z.  xiv. 

393-421.  1869. 

Als  cy kusche  Flächen  werden  diejenigen  definirt,  welche 
durch  einen  Kreis  erzeugt  werden;  der  Kreiss  heisst  in  Bezug 
auf  die  erzeugte  Fläche  Generatrix.  Ein  bekanntes  Beispiel 
dieser  Flächen  ist  diejenige,  welche  durch  die  Krümmungskreise 
der  Normalschnitte  in  einem  Punkte  einer  beliebigen  Fläche  ge- 
bildet wird.  Eine  andere  Fläche  dieser  Art  wird  dadurch  er- 
halten^ dass  man  den  Mittelpunkt  der  Generatrix  auf  einer  Ge- 
raden fortrücken  lässt.  Die  Gleichungen  dieser  beiden  Arten 
von  cyklischen  Flächen  werden  entwickelt.  Die  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  cyklischen  Fläche  lassen  sich  als  Functionen 
zweier  Veränderlichen  darstellen  und  so  wird  dann  die  allge- 
meine Gleichung  einer  cyklischen  Fläche  hergeleitet.  Diese 
Gleichung  giebt  dann  unmittelbar  die  Lösung  des  Problems,  die 
cyklische  Fläche  zu  finden,  welche  die  Eigenschaft  hat^  dass  in 
jedem  ihrer  Punkte  die  Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser 
verschwindet 

Bewegt  sieh  eine  Kugel  mit  veränderlichem  Radius  so  fort, 
dass  ihr  Mittelpunkt  auf  einer  Gurve  doppelter  Krümmung  hin- 
gleitet, dann  wird  die  Kugelfiäche  von  einer  cyklischen  Fläche 
eingehüllt,  und  eine  solche  cyklische  Fläche  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  in  einem  jeden  Punkt  einer  Generatrix  einer  der 
Eauptkrümmungshalbmesser  der  cyklischen  Fläche  constant  ist. 
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Sind  die  Ebenen  der  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche 
zugleich  Krümmungsebenen  einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche 
liegt,  und  die  Tangenten  der  Generatrix  gleichzeitig  Tangenten 
der  Curve,  dann  drtlcken  bestimmte  Bedingungsgleichungen  diese 
Eigenschaft  aus,  und  umgekehrt,  wenn  diese  Gleichungen  erfllllt 
sind,  sind  auch  die  Ebenen  der  Generatricen  KrUmmungsebenen 
und  ihre  Tangenten  Tangenten  einer  Curve,  welche  auf  der  cy- 
klischen Fläche  liegt. 

Die  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche  schneiden  sieh  in 
ihren  aufeinander  folgenden  Lagen  im  Allgemeinen  nicht,  aber 
wenn  sie  sich  schneiden,  dann  ist  die  cyklische  Fläche  die  Um- 
hüllungsfläche einer  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  auf  einer  be- 
liebigen Curve  fortrückt.  Beide  Schnittpunkte  können  auch  zu- 
sammenfallen, dann  ist  die  Tangente  der  Generatrix  gleichzeitig 
Tangente  einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt,  die  Ebene 
der  Generatrix  ist  dann  entweder  Krümmungsebene  dieser  Curve 
oder  sie  geht  durch  die  Tangente  der  Curve,  welche  der  Mittel- 
punkt beschreibt. 

Wenn  die  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche  in  ihren 
aufeinanderfolgenden  Lagen  sich  nicht  schneiden,  so  wird  der 
Abstand  zweier  Punkte  derselben  im  Allgemeinen  nicht  constant 
sein,  es  muss  Punkte  geben,  für  welche  ein  Maximum  und  andere, 
für .  welche  ein  Minimum  der  Entfernung  stattfindet.  Die  6e- 
sammtheit  dieser  Punkte  wird  auf  einer  Curve  für  das  Maximum 
und  auf  einer  für  das  Minimum  liegen.  Diese  Curven  werden 
Strictionslinien  genannt.  Der  Untersuchung  der  Strictionslinien 
ist  der  übrige  Theil  der  Arbeit  gewidmet.  T, 

De  LA  GouRNERiE.     Me^moirc    sur    les    lignes  spiriques. 
L'ouville  J.  (2)  XIV.  9-64.  103-138.  1869. 

In  der  Einleitung  zu  dieser  Arbeit  über  spirische  Linien 
wird  zunächst  eine  specielle  Involution  vierter  Ordnung  be- 
sprochen, welche  zur  Discussion  der  spirischen  Linien  sehr 
brauchbar  ist.  Sie  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  alle  ihre 
Gruppen  von  Punkten  dieselben  Inversionsraittelpunkte  haben. 
Den  zweiten  Theil  der  Einleitung  bilden  allgemeine  Sätze  über 
anallagmatische  Curven.     Darunter  werden   nach   Moutard  die- 
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jenigen  ebenen  Gurven  verstanden,  welche  in  Beziehung  auf 
einen  bestimmten  Inversionskreis  ihre  eigenen  Transformirten 
sind.  Demnach  können  die  anallagmatischen  Gurven  auch  als 
die  Einhüllenden  eines  zu  einem  festen  Kreise  rechtwinkligen 
Kreises  angesehen  werden,  dessen  Radius  veränderlich  ist,  und 
dessen  Mittelpunkt  eine  gegebene  Gurve,  d6f6rent  genannt, 
durchläuft. 

Daran  schliesst  sich  nun  die  Discussion  der  spirischen  Linien. 
Man  kann  dieselben  als  ebene  Schnittcurven  einer  Torusfläche 
definiren;  da  aber  von  den  6  Torusflächen,  welche  durch  eine 
gegebene  spirische  Linie  gelegt  werden  können,  bisweilen  sämmt- 
liche  imaginär  werden,  so  ist  es  besser  die  spirische  Linie  durch 
eine  ihrer  charakteristischen  Eigenschaften  zu  definiren,  und  so 
wird  sie  denn  als  diejenige  ebene  Gurve  vierter  Ordnung  de- 
finirt,  welche  eine  Symmetrieaxe  und  zwei  auf  einem  Kreise  im 
Unendlichen  gelegene  Doppelpunkte  besitzt.  Die  Ebene,  welche 
zur  Ebene  der  Gurve  senkrecht  ist  und  die  Symmetrieaxe  ent- 
hält, wird  Hauptebene  genannt.  Es  werden  nun  die  Fundamen- 
taleigenschaften und  die  Fundamentalformeln  der  spirischen 
Linien  abgehandelt.  Daran  schliesst  sich  dann  die  Betrachtung 
der  Erzeugung  spirischer  Linien  als  anallagmatischer  Gurven. 

F(ir  den  Fall,  dass  die  Goefficienten  der  ungeraden  Potenzen 
von  X  in  der  Gleichung  der  Gurve  gleichzeitig  verschwinden,  er- 
hält die  spirische  Linie  einen  Mittelpunkt,  sie  besitzt  dann  zwei 
Symmetrieaxen  und  auch  zwei  Hauptebenen.  Die  allgemeinen 
Formeln  sind  auf  diesen  speciellen  Fall  nicht  anwendbar,  und 
Bo  wird  denn  die  spirische  Linie  mit  einem  Mittelpunkte  be- 
sonders discutirt. 

Femer  beschäftigt  sich  die  Arbeit  mit  der  Untersuchung  der 
Eigenschaften  der  Brennpunkte  und  mit  den  confocalen  spirischen 
Linien;  ein  jedes  System  confokaler  spirischer  Linien  enthält 
eine  kreisförmige  kubische  (cubique-circulaire)  Linie,  deren  Eigen- 
schaften bcETonders  untersucht  werden.  Es  folgt  nun  eine  Glassi- 
fication  sämmtlicher  spirischer  Linien.  Den  Schluss  bildet  die 
Untersuchung  der  spirischen  Linien,  welche  einen  Doppelpunkt 
anf  ihrer  Axe  haben,/  und  derjenigen,  welche  einen  Mittelpunkt, 
besitzen.    (Fortsehr.  d.  M.  L  250-251.)  T. 

Fortscbr.  d.  Math.  II.  2.  39 
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Laguerre.     Sur  quelques  propri^t^s  des  lignes  spiriques. 

Inst.  I.  sect.  XXXVII.  365-367.  1869. 
Die  spirischen  Linien  haben,  wie  alle  anallagmatisclie  Cmren 
vier  singulare  Brennpunkte,  von  denen  zwei  reell  und  zwei 
imaginär  sind.  Je  nachdem  die  beiden  reellen  oder  die  beiden 
imaginären  Brennpunkte  auf  der  Symmetrieaxe  liegen,  erhält  man 
besondere  Arten  der  spirischen  Linien.  Die  in  der  Note  ange- 
gebenen Sätze  betrefien  nur  diejenigen  spirischen  Linien,  welche 
die  reellen  Brennpunkte  auf  der  Axe  haben.  Sie  ergeben  sich 
aus  folgendem  Satze:  Sind  auf  einer  spirischen  Linie  zwei  feste 
Punkte  A  und  B  und  ein  beweglicher  C  gegeben,  und  errichtet 
man  in  den  Halbirungspunkten  der  Sehnen  AC  und  BC  Lothe, 
dann  bestimmen  diese  Lothe  auf  der  Axe  der  spirischen  Linie 
zwei  homographische  Theilungen,  deren  Doppelpunkte  die  bei- 
den reellen  Brennpunkte  sind.  T. 

Laguerre.     Sur  un   problfeme  de  g^om^trie  relatif  aui 
courbes  gauches  du  quatrifeme  ordre.  Liouyille  J.  (2)  XV. 

193-216.  1870. 

Cliasles  hat  bewiesen,  dass  eine  bewegliche  Gerade,  welche 
gezwungen  ist,  zwei  feste  im  Räume  gegebene  Geraden  stets  zu 
schneiden,  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  beschreibt,  wenn 
sie  sich  bei  ihrer  Bewegung  auf  eine  gegebene  Fläche  zweiter 
Ordnung  stützt  Diese  Gurve  ist  so  beschaffen,  dass  man  eine 
beliebige  Anzahl  von  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  sie  hin- 
durch legen  kann.  Ist  nun  umgekehrt  eine  Raumcurve  gegeben, 
welche  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  ist, 
dann  kann  man  die  Frage  aufwerfen,  ob  sie  immer  dureh  die 
vorher  angegebene  Erzeugung  entstanden  gedacht  werden  kann, 
und  wie  man  in  dem  Falle  der  Möglichkeit  dieser  Erzeugung 
die  dazu  nöthige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  und  die  beiden 
festen  Geraden  bestimmen  könne.  Diese  Fragen  werden  nun  in 
der  vorliegenden  Arbeit  dahin  beantwortet,  dass  man  durch  die 
gegebene  Curve  stets  sechs  Oberflächen  zweiter  Ordnung  legen 
kann,  welche  die  angegebene  Erzeugung  gestatten,  und  dass  man, 
wenn  eine  von  diesen  sechs  Oberflächen  ausgewählt  ist,  nodi 
auf  beliebig  viele  Weisen  die  beiden  festen  Geraden  wählen  darf. 
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Durch  die  gegebene  Curve  können  vier  Kegel  zweiten  Grades 
gelegt  werden;  deren  Spitzen  0,  P,  Q,  R  bestimmen  die  Ecken 
eines  Tetraeders.  Gmppirt  man  diese  Punkte  zu  je  zweien,  so 
bestimmen  sie  stets  zwei  einander  gegenüberliegende  Kanten 
des  Tetraeders,  z.  B.  OP  und  QR;  schneidet  man  diese  Kanten 
durch  irgend  eine  Gerade,  dann  wird  dieselbe  die  gegebene 
Curve  in  einem  Punkte  A  und  auch  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
B  schneiden.  Bestimmt  man  alle  diese  Punktepaare  A  und  B  in 
Beziehung  auf  die  Kanten  OP  und  Qft,  dann  bilden  die  Geraden, 
welche  die  zusammengehörenden  Punkte  verbinden,  eine  Kegel- 
fläche vierter  Ordnung,  welche  die  Kanten  OP  und  QR  zu  Doppel- 
linien hat.  Diese  Fläche  mag  durch  Tp  bezeichnet  werden. 
Ganz  analoge  Flächen  Tg  und  Tr  existiren  für  die  Kanten  OQ 
und  PR  und  für  OR  und  PQ. 

Durch  die  Gerade  AB  kann  man  4  Tangential-Ebenen  zur 
Curve  legen;  die  4  Berührungspunkte  X\  X",  X'",  X"^  derselben 
bilden  die  Ecken  eines  neuen  Tetraeders,  dessen  zwei  gegen- 
überstehende Kanten  X'X"  und  X""^^  die  gegenüberstehenden 
Kanten  OP  und  QR  des  ersten  schneiden.  Wählen  wir  aus  den 
Kanten  X'X"  ,  dann  ergiebt  sich,  dass  die  Geraden  AX\  AX", 
BX^  und  JBX"  auf  einer  und  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung 
Sp  liegen,  welche  durch  die  gegebene  Curve  geht.  Eine  analoge 
Fläche  Sp*  ergiebt  sich  durch  Benutzung  der  Kante  X"'X'^; 
durch  Anwendung   der  Flächen  Tg  und  Tr  erhält  man  dann  noch 

4  Flächen  zweiter  Ordnung  S„  Sg*,  Sr  und  Sr*.    Diese  Flächen 

5  haben  also  die  Eigenschaft,  dass  einer  jeden  von  ihnen  eine 
Regelfläche  4*^'  Ordnung  entspricht,  deren  jede  Erzeugende  die 
gegebene  Curve  in  zwei  Punkten  trifft.  Weiter  ergiebt  sich, 
wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt,  dass  sie  stets  die  Geraden 
AB  und  X'X"  schneidet,  indem  sie  sich  auf  eine  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  S  stützt,  dann  erzeugt  sie  die  gegebene  Curve. 
Hat  man  eine  der  Flächen  S  ausgewählt,  dann  kann  man  die 
beiden  Geraden  AB  und  X'X"  noch  auf  unendlich  viele  Weisen 
auswählen. 

Die  Regelflächen  der  vierten  Ordnung,  welche  sich  durch 
die  Untersuchung  ergaben,  nämlich  die  Flächen:  Tp,  Tg  und  Tr 
sind  die   von   de  la  Gournerie  unter  dem  Namen  beschränkte 

39* 
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Qaadricuspidalen  (qu.  limites)  untersuchten  Flächen.  (Recherehes 
sur  les  surfaces  tätraädrales  symmötriques  p.  85).  Sie  gehören 
zu  den  allgemeineren  Begelflächen  8'*^'  Ordnung,  welche  Qaadri- 
cuBpidalen  genannt  sind.  Diese  können  mit  Hilfe  der  Durch- 
sehnittscurve  K  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  erzeugt  werden. 

Aus  dieser  Definition  der  Quadricuspidalen  werden  dann 
noch  am  Schluss  einige  Eigenschaften  derselben  hergeleitet 

Zur  Literatur  ist  zu  bemerken: 

Clebsch:  lieber  die  Anwendung  der  Abel'schen  Fanetionen 
in  der  Geometrie.    Borchardt  J.  LXm. 

Hesse:  lieber  die  Curven  dritter  Ordnung.  B<»ehaidt 
J.  XLVm. 

Van  Beiss:  lieber  die  Focalen.    Journal  de  Quetelet  Y. 

De  la  Gournerie:  Becherches  sur  les  surfaces  tötraädraks 
symmitriques.  T. 

De  LA  GoüRNERiE.    Notc  sur  les  quadricuspidales.  hm- 

yille  J.  (2)  XV.  264-266.  1869. 
Die  von  Laguerre  in  seiner  eben  besprochenen  Arbeit  ge- 
gebene Definition  der  Quadricuspidalen  veranlasst  den  Herrn 
Verf.  auf  diese  Flächen  zurückzukommen.  Er  erörtert  in  dieser 
Note  einige  Sätze,  welche  sich  leicht  an  die  von  Laguerre  g^ 
gebene  Definition  anschliessen  lassen.  T. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"paper.  1870.  Question6. 

Messenger  V.  191-192.    1870. 
Die  Oberfläche,  parallel  zum  EUipsoid 

a'  +  6'  +  c' 
(in  der  Entfernung  k)  ist  die   Enveloppe   zu  den   Oberflächen 
4'^"  Grades 

wo  Q  der  veränderliche  Parameter  ist.  Analytisch  kann  man 
die  Gleichung  erhalten,  indem  man  die  Discriminante  in  Bezog 
auf  Q  der  Function 

gleich  Null  setzt  61r.  (0.) 
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!B.  Lampe.   Sur  quelques  problfemes  relatifs  ä  la  surface 

des  ondes.    Pr.  Berlin  1870. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  den  Beziehungen  der 
FresneVschen  Wellenfläche  zu  der  Fläche  vierten  Grades  mit  16 
singulftreu  Punkten,  welche  Herr  Kummer  zuerst  behandelt  hat, 
(Monatsberichte  der  Berl.  Akad.  für  1864  p.  246  und  p.  495. 
Abhandlungen  der  Eönigl.  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
1866  p.  62)  und  welche  die  Wellenfläche  als  eine  besondere 
Form  in  sich  schliesst.  Nach  einigen  Bemerkungen  über  be- 
sondere Gleichungsformen  von  Flächen  vierten  Grades  mit  sin- 
gulären  Tangentialebenen,  stellt  der  Verf.  die  Gleichung  der 
Wellenfläche  in  den  drei  Formen  dar,  welche  Herr  Kammer 
der  Gleichung  der  allgemeinen  Fläche  gegeben  hat,  entwickelt 
die  Gleichung  der  Reciproken  der  Kummer'schen  Fläche,  und 
wendet  sich  schliesslich  zu  folgendem  Problem:  „Den  Ort  des 
Mittelpunkts  eines  Kegels  zu  bestimmen,  welcher  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  einhällt  und  dessen  Schnitte,  parallel  einer  der 
Hauptebenen,  gleichseitige  Hyperbeln  sind''.  Der  gesuchte  Ort 
ist  im  Allgemeinen  eine  Fresnersche  Wellenfläche. 

Sehn. 

Frosch.     Die  siiigulären  Punkte  und  Tangentialebenen 

der  Wellenoberfläche.     Pr.  Schneidemühl.  1870. 

Der  Titel  verspricht  mehr  als  die  Arbeit  enthält.  Bekannt- 
lich erhält  man,  wenn  man  die  ersten  Ableitungen  der  homogen 
gemachten  Gleichung  der  Fresnerschen  Wellenfläche  gleich  Null 
setzt,  16  singulare  Punkte;  es  werden  die  4  singulären  Punkte 
auf  der  einen  Coordinaten-Ebene  reell,  die  je  4  auf  den  beiden 
andern  Coordinaten-Ebenen  imaginär,  und  die  letzten  4  liegen  in 
der  unendlich  entfernten  Ebene.  Aus  den  Goordinaten  der  sin- 
gulären  Punkte  ergeben  sich  sofort  durch  Substitution  der  re- 
ciproken Werthe  der  Halbaxen  die  Tangentialebenen.  Der  Verf« 
stellt  nur  die  4  reellen  Doppelpunkte  und  die  entsprechenden 
Tangentialebenen  auf.  M. 
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E.  Catalan.     Memoire  sur   une  ti-ansformation  g^om^ 
trique  et  sur  la  surface  des  ondes.  Rapport  de  Gilbert 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXVII.  129-142.  1869. 

Die  Transformation  ist  folgende:  Durch  einen  festen  Punkt 
0  zieht  man  in  der  Ebene,  die  durch  die  Normale  mit  eines 
Punktes  m  einer  gegebenen  Oberfläche  $  geht,  die  Gerade  OJT, 
gleich  und  senkrecht  zu  Om.  Der  geometrische  Ort  des  Punktes 
M  gieht  dann  eine  neue  aus  der  ursprünglichen  s  abgeleitete 
Oberfläche  S.  Der  Herr  Verfasser  bestimmt  die  analjtiaehen 
Relationen  zwischen  beiden  Oberflächen  und  gelangt  zu  folgen- 
dem Satz:  Die  Normalen  in  zwei  entsprechenden  Punkten  der 
beiden  Oberflächen  s  und  S  liegen  in  der  Ebene  der  Radius- 
vectoren  dieser  Punkte  und  sind  auf  einander  senkrecht  Herr 
Catalan  nennt  solche  Flächen,  die,  wie  der  Berichterstatter  er- 
wähnt, schon  bei  Mac-CuUagh  und  Salmon  (der  sie  apsidales 
nennt)  vorkommen.  Es  folgen  dann  in  dem  Berichte  Specialitätoi 
und  Anwendungen  auf  die  Wellenfläche,  begleitet  mit  einem 
Ueberblick  über  die  Theorie  derselben.  Da  die  Arbeit  jedoch 
in  den  Memoiren  d.  A.  noch  abgedruckt  wird,  begnügen  wir  uns 
hier  mit  dieser  Notiz.  O. 

E.  Catalan.     Sur  quelques  propri^t^s  des  sui-faces  apsi- 
dales ou  conjugu^es.  Rapport  de  Steichen.    BuU.de  Belg. 

(2)  XXVIII.  21-24.  1869. 

Nach  dem  kurzen  Bericht  besteht  der  Inhalt  der  Arbeit  m 
folgenden  Sätzen:  1)  „Die  Schnitte  zweier  conjugirter  Flächen 
s,  S,  mit  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  im  Pole  liegt,  sind 
correspondirende  Curven;  diese  Curven  sind  parallel,  d.  h.  sie 
haben  in  2  entsprechenden  Punkten  dieselbe  Normal -Ebene. 
(Ebene  der  Correspondenz)".  2)  „Die  Tangenten  an  Anziehungs- 
linien (lignes  d'attraction)  in  zwei  correspondirenden  Punkten 
sind  nicht  correspondirende  Richtungen".  3)  „Das  Verhältniss 
unendlich  kleiner  correspondireuder  Flächen  auf  zwei  conjugirten 
Oberflächen  ist  gleich  der  Tangente  des  Winkels,  den  der  Radius 
vector  Om  mit  der  Ebene  bildet,  die  in  M  die  Trajectorie 
osculirt^'. 
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Unter  Andehongslinie  wird  eine  Gurve  verstanden,  deren 
Tangente  in  m  enthalten  ist  in  der  EbenC;  die  durch  die  Normale 
fitn  für  $  und  den  Pol  0  geht.  0. 

Ph.    Gilbert.      Sur    quelques    propri^tds    des    surfaces 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXVIIL  21-24.  31-53.  1869. 


A.  Enneper.     Zur    Charakteristik    der    Helicoidflächen. 

Gott.  Nachr.  1870.  335-343. 

Die  Helicoidfläche  wird  folgendermassen  definirt:  Durchläuft 
ein  fester  Punkt  einer  ebenen  Gurve  eine  Helix  (Schraubenlinie) 
eines  Ereiscylinders,  während  die  Ebene  der  Gurve  beständig 
durch  die  Axe  des  Gylinders  geht,  so  erzeugt  die  Gurve  eine 
Helicoidfläche.  Wird  die  Axe  des  Gylinders  zur  «-Axe  genom- 
men, so  ist  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Flächen  : 

j5  =  marctang-^-f  F(a;'+y'), 

X 

wo  m  eine  Constante  und  F(r)  eine  beliebige  Function  von  r 
ist    Für  diese  eine  Gleichung  setzt  der  Verfasser  folgende  drei : 

X  =  pcostr^    y  ^  P  sintr,    »  =  mto  +  g, 
wo  p  und  q  Functionen  einer  Variablen  v  sind, 

iß  =  gu  +  fCp), 
während  g  eine  Constante  und  f(v)  eine  beliebige  Function  von 
V  ist    Es  sind  nun  folgende  Ausdrücke: 


-  =  (l-D'+(l)'+(D' 

''=(i)'+(i)+(sy. 

„  _  dxdx  .  dydy  .  d^dz 
~~  du  dv     dudv     dudv^ 


A  = 


d'x 

Ott" 

du*' 

ö'» 

Ott* 

dx 
Ott' 

dy 

du  ' 

di 

du 

da; 

dy 

ÖD' 

d» 

dt 
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d*x 

dt*' 

dv' 

d*x 

dudv' 

d^y 

dudv' 

dudv 

dx 

du' 

d» 
du 

,   C  = 

dx 
.du' 

dy 

du   ' 

dt 
du 

dx 

dv ' 

dy 

de  ' 

dz 
dt 

dx 
dv   ' 

dy 

dv   ' 

dt> 

B  = 


nur  von  der  Variablen  t?  abhängig. 

Der  Verfasser  unternimmt  es  nun,  zu  beweisen,  dasa  auch 
umgekehrt:  wenn  in  einer  Fläche  diese  Grössen  E,  F,  C,  A, 
B,  C  nur  von  einer  der  Variablen  u  oder  v  abhängen,  diese 
Fläche  eine  Helikoidfläche  ist. 

Mz. 

W.  K.  CLiFFORD.     On  the  uinbilics  of  anallagmajkic  ßur- 

faces.     Bep.  Brit.  Ass.  1869.    Mondes  XXI.  412. 

Csy. 

Staudigl.  Untersuchung  einiger  Gewölbformeij,  durch 
welche  ein  Eaum  mit  trapezoidfb'rmigem  Grundrisse 
überwölbt  werden  kann.    Schiömüch  z.  xiv.  97-120.  1869. 

Die  erste  der  untersuchten  Gewölbfoimen  ist  eine  wind- 
schiefe Gewölbform  mit  horizontaler  Kichtebene  und  zwei  el- 
liptischen Leitlinien,  welche  zugleich .  Stimbogen  sind.  Als 
elliptische  Leitlinien  werden  halbe  Ellipsen  mit  gleichen  vertikalen 
Axen  angenommen;  dann  theilen  die  horizontalen  Projectionen 
der  Erzeugenden  die  Grundrissseiten,  über  welchen  die  elliptischen 
Leitlinien  angenommen  werden,  proportional  und  sind  unabhängig 
von  der  Grösse  der  vertikalen  Axe.  Diese  Gewölbform  wird 
durch  eine  jede  vertikale  Ebene,  welche  die  beiden  Widerlags- 
linien  proportional  theilt,  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren 
Theile  an  demselben  Stimbogen  liegen,  in  einer  Ellipse  ge- 
schnitten, welche  dieselbe  vertikale  Axe  hat  wie  die  Stirnbogen 
und  deren  horizontale  Axe  die  Verbindungslinie  der  Theilpunkte 
ist.  Als  zweite  Gewölbform  wird  eine  Form  untersucht,  fttr 
welche  alle  vier  Stirnbogen  halbe  Ellipsen  mit  gleichen  vertikalen 
Axen  sind.    Für   die   elliptischen   Schnitte  dieser  Form  ergiebt 
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sich,  dasB  jede  vertikale  Ebene,  welche  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  des  Grundrisses  proportional  theilt,  so  dass  die  grösseren 
oder  kleineren  Segmente  derselben  Grundrissseite  anliegen,  als 
Schnitt  eine  Ellipse  giebt,  deren  vertikale  Halbaxe  der  vertikalen 
Halbaxe  dor  Stimbogen  gleich  ist. 

Die  beiden  noch  behandelten  Gewölbformen  sind  Ereuzge- 
wölbformen.  Die  erste  von  diesen  besitzt  als  Stirnbogen  zwei 
halbe  Ellipsen  mit  gleichen  vertikalen  Axen.  Die  Ellipsen  wer- 
den zugleich  als  Leitlinien  für  zwei  gerade  Conoide  angenommen, 
deren  Richtebene  als  horizontal  vorausgesetzt  wird,  und  deren 
Durchdringung  die  Kreuzgewölbform  giebt.  Besonders  untersucht 
werden  die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbogen  dieser  Kreuz- 
gewölbform. Als  Resultat  ergiebt  sich,  dass  von  diesen  Pro- 
jectionen, welche  von  der  vertikalen  Halbaxe  der  elliptischen 
Leitlinien  unabhängig  sind,  im  Allgemeinen  die  eine  elliptisch 
und  dann  die  andere  hyperbolisch  sein  muss.  Es  kann  aber 
die  eine  auch  geradlinig  und  dann  die  andere  kreisförmig  sein. 
Es  wird  dann  noch  der  Fall  erörtert,  in  dem  die  elliptischen 
Leitlinien  nicht  zugleich  Stirnbogen  sind,  auch  hier  werden  die 
horizontalen  Projectionen  der  Gratbogen  einer  besonderen  ana- 
lytischen Betrachtung  unterworfen.  Die  letzte  Gewölbform,  welche 
untersucht  wird,  ist  eine  Kreuzgewölbform ,^  welche  aus  wind- 
schiefen Flächen  mit  einer  horizontalen  Richtebene  und  zwei 
elliptischen  Leitlinien  besteht.  Hierbei  erhält  man  vier  Stirn- 
bogen, welche  halbe  Ellipsen  mit  gleichen  Halbaxen  sind.  Die 
Construction  der  Erzeugenden  und  der  Gratbogen  wird  besprochen 
und  die  horizontalen  Projectionen  derselben  werden  analytisch 
untersucht.  Als  Resultat  ergiebt  sich,  dass  die  Umhüllende  der 
horizontalen  Projectionen  aller  Erzeugenden  eine  Parabel  ist, 
ferner  dass  die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbogen  parabo- 
lische Segmente  sind,  deren  Axen  parallel  sind  zur  Axe  der 
Parabel,  welche  die  horizontalen  Projectionen  der  Erzeugenden 
beider  Flächen  umhüllt.  Wenigstens  eine  der  Parabeln,  deren 
Segmente  Projectionen  der  Gratbogen  sind,  muss  die  umhüllende 
Parabel  berühren. 

T. 
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L.    BuRMESTER.      Ueber   Isophoten.      (Linien    gleicher 
Lichtintensität),    Zweiter  Theil.  Schiömiich  z.  xiv.  310-328. 

1869. 

Der  erste  Theil  dieser  Arbeit  (Schiömiich  Z.  XUI,  267)  ist 
bereits  im  ersten  Bande  dieser  Zeitschrift  (cf.  p.  255)  beisprochen 
worden.  In  dem  gegenwärtigen  zweiten  Theile  werden  die 
Eigenschaften  der  Isophoten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  er- 
örtert und  geometrische  Constructionen  für  dieselben  angegeben. 

T. 

A.  R.  Clarke.     On  the  course  of  geodesic  lines  on  the 

Earth's   Surface.    Phil.  Mag.  XXXIX.  252-263.  1870. 

Csy. 

L.  LiNDELöP.    Propri^t^s  g^n^rales  des   polyfedres  qui, 
sous  une  ^tendue  superficielle   donn^e  renferment  le 

plus  grand  Volume,        Bull,   de   St.  P6t.  XIV.   237-269.    1869. 
Clebflch  Ann.  II.  150-159.  1870. 

Der  Verfasser  beweist  auf  einem  grösstentheils  analytischen 
Wege  den  Steiner'schen  Satz: 

„Von  allen  convexen  Polyedern,  welche  dieselbe  Flächen- 
zahl und  gleiche  Oberfläche  haben,  hat  dasjenige  den  grössten 
Inhalt,  welchem  eine  Kugel  eingeschrieben  werden  kann,  die 
jede  Polyederfläche  in  ihrem  Schwerpunkte  berührt". 

Ni. 

L.  LiNDELöF.     Sur   les   limites  entre  lesquelles    la   ca- 
t^noide  est  une  suiiace  minima.    Giebsch  Ann.  n.  160-166. 

1870. 

Die  Gatenoide  (Eettenfläche,  d.h.  die  durch  Rotation  einer 
Eettenlinie  um  ihre  Axe  entstandene  Fläche)  ist  bekanntlich 
die  kleinste  Rotationsfläche  zwischen  zwei  gegebenen  Kreisen. 
Jedoch  kommt  ihr  diese  Eigenschaft  nur  in  gewissen  Grenzen 
zu.  Diese  Grenzen  in  einem  allgemeineren  Falle,  als  bis  dahin 
geschehen   zu  bestimmen,  ist  dem  Verfasser  bereits  in  seinem 
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Werke,  le^onB  de  calcul  de  variations  (Paris  1861)  gelungen. 
Er  ist  dabei  zu  dem  Besultate  gelangt,  dass  wenn  man  den  einen 
Endpunkt  der  erzengenden  Kettenlinie  beliebig  nimmt,  die  er- 
zeugte Oberfläche  dann  die  Minimaleigensehaft  verliert,  wenn 
der  andere  Endpunkt  sieh  von  dem  ersten  entfernend  eine  solche 
Lage  annimmt,  dass  die  in  beiden  Endpunkten  gezogenen  Tan- 
genten sich  in  der  Rotationsaxe  schneiden.  Der  Verfasser  giebt 
hier  einen  mehr  elementaren  Beweis  als  am  angeführten  Orte, 
und  zugleich  einige  darauf  bezügliche  numerische  Kechnungen. 
Veranlassung  ist  ihm  der  Umstand,  dass  Plateau,  welcher  die 
fraglichen  Flächen  als  Gleichgewichtsfiguren  der  Flüssigkeiten 
experimentell  darstellt,  auf  die  Arbeit  des  Verfassers  bei  seinen 
Untersuchungen  bis  jetzt  keinis  Bücksicht  genommen  hat,  wozu 
derselhe  schliesslich  aufgefordert  wird.  Ni. 

R.  Baltzer.    Ueber  den  Ausdruck  des  Tetraeders  durch 
die  Ooordinaten  der  Eckpunkte.   Leipzig  Ber.  1870.  97-98. 

Nachdem  der  Verfasser  eine  kurze  historische  Uebersicht 
tlber  die  Literatur  des  Gegenstandes  unter  Namhaftmachung  der 
einzelnen  Autoren  gegeben  hat,  theilt  er  eine  höchst  einfache 
Ableitung  der  Formel  ftlr  das  sechsfache  Tetraeder-Volumen  mit, 
die  wegen  der  der  ganzen  Entwicklung  innewohnenden  Kürze  hier 
Platz  finden  möge. 

Bedeutet  NC  den  Abstand  des  Punktes  C  von  der  Ebene 
OABj  so  ist  auch  dem  Zeichen  nach 

30ABC  =  OAB.NC. 
Legt  man  durch  0  drei  beliebige  Axen,  in  Bezug  auf  welche 
A  die  Ooordinaten  x^,  y,,  si^  habe  u.  s  w.,  so  findet  man  durch 
Projection    der    aus    den   Ooordinaten  von   C  bestehenden  ge- 
brochenen Linie  auf  die  Normale  n  der  Ebene  OAB : 

NC  =  x^ooBxn  +  y^coByn  +  z^GO&m. 

Werden  ferner  die  Fläche  OAB  und  ihre  Projectionen  parallel 
mit  X,  y,  s  auf  die  Ebenen  ys,  xz^  xy  durch  p,  p^,  py,  pz  be- 
zeichnet, die  Normalen  der  Ebenen  ys^  x%,  xy  durch  o/,  y'j  s', 
so  hat  der  Normalsehnitt  des  Prismas,  welches  die  Fläche  OAB 
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parallel  mit  o»  auf  die  Ebene  ys  projicirt,  die  WerÜie 

pcosa^  =  px'QOüza/ 
a.  s.  w.    Nun  hat  das  Parallelepipedon,  dessen  Kanten  auf  x,  y, 
:&  positive  Einheiten  sind,  die  Werthe 

BinyzcoBxx^  =  sinorscosyj^  =  sinxycos«»'  =  sinrrys. 
Folglich  ist 


2pcoQxn  = 


2px 

8inyi& 


siuiry«  =  '^* 


».     »• 


8ina;ys 


u.  s.  w. 


Durch  Vereinigung  der  drei  Determinanten  findet  man: 


eOABC = 


x^ 


X, 


sinxyz. 


Wenn  man  die  Geraden,  auf  denen  die  Kanten  OA,  OB,  OC 
liegen,  durch  f,  g,  h  bezeichnet,  so  ergeben  sich,  unter  Voraus- 
setzung eines  orthogonalen  Systems,  bei  dem  sinarys  =^  1,  leicht 
die  Gauss'sche  und  Staudt'sche  Gleichung,  sowie  durch  Verdm- 
gung  beider  Systeme: 

1       Gosfg    cos/A 
Bin*  fgh  =    QOBfg       i       cosyA  . 
cos/%   cos^A       1 

Wtn, 


A.  Cayley,     A  third  memoir  on  skew  surfaces  other- 

wise  SCroUs.     Trans,  of  Lood.  CLIX.  111-126.  1869. 

Eine  Ergänzung  der  zweiten  Abhandlung  über  krumme 
Flächen  CLIV.  (1864).  Es  werden  2  neue  Gattungen  (die  9** 
und  10**)  von  Flächen  vierten  Grades  aufgestellt.  Ein  Zusatz 
besagt,  dass  Prof.  Cremona  im  Ganzen  12  Gattungen  solcher 
Flächen  zählt.  Cly.  (M.). 

A.  Cayley.     On  certain  skew  surfaces  otherwise  scroUs. 

Trans,  of.  Cambridge.  XI.  277-289.  1869. 
Diese  Untersuchungen  wurden  veranlasst  durch  die  Abhand- 
lungen von  de  la  Goumerie  (C.  B.  18C5  u.  1866,  und  „Snr  les 
surfaces  r^gltes  tötraödrales  symötriques  etc/^  Paris  1867).    Ob- 
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wohl  die  meisten  Resultate  mit  denen  de  la  G.'s  übereinstimmen, 
so  ist  doch  die  Art  der  Behandlung  verschieden  und  allgemeiner, 
indem  die  Ordnungen  etc.  der  verschiedenen  krummen  Flächen 
durch  Betrachtungen  erhalten  sind,  die  sich  auf  die  Theorie  des 
Entsprecheus  beziehen.  Gly.  (M.) 


Capitel  4. 
Liniengeometrie  (Complexe,  Strahlensysteme). 

D.  Cheltni.  Sulla  composizione  geometrica  de'  sistemi  di 
rette,  d'aree  e  di  punti.     Mem.  di  Bologna  x.  1870. 

Nach  dem  Princip,  welches  dahin  strebt,  viele  Betrachtungen 
auf  die  reine  Geometrie  zurttckzuf Uhren,  welche  bisher  in  der 
Mechanik  behandelt  sind,  welche  aber  in  Wirklichkeit  dieser 
fremde  Fragen  sind,  da  sie  ja  nur  als  Anwendungen  ausge- 
sprochen zu  werden  pflegten,  widmet  der  Verfasser  den  ersten 
Theil  seiner  Abhandlung  der  Theorie  der  Zusammensetzung  von 
Systemen  von  Geraden  nach  Art  der  Zusammensetzung  der 
Kr&fte  oder  Geschwindigkeiten,  und  zeigt  die  Reduction  eines 
solchen  Systems  auf  eine  Gerade  und  auf  ein  Paar  oder  auf 
zwei  Gerade,  welche  sich  nicht  schneiden,  wobei  er  Gelegenheit 
findet,  diese  Eigenschaft  unter  mehreren  Gesichtspunkten  darzu- 
stellen, die  schon  von  Poinsot  und  Chasles  aufgestellt  sind.  Im 
zweiten  Theil  werden  in  analoger  Weise  Systeme  von  ebenen 
Flächen  betrachtet  und  die  Beweise  für  einige  Sätze  von  Chasles 
und  Cayley  gegeben.    Dort  befindet  sich  speciell  die  Formel: 

6£r  =  fi(?'cos(ÄGO+fi'ffcos(fi'ff), 
wo  V  das  Volumen  eines  der  Tetraeder  ist,  die  zu  entgegenge- 
setzten Kanten  zwei  verschiedenen  Systemen  angehörige  Geraden 
haben,  von  denen  das  eine  auf  die  Gerade  R  und  das  Paar  6, 
das  andere  auf  die  Gerade  R'  und  das  Paar  ff  reducirbar  ist. 
Der  dritte  Theil  bezieht  sich  auf  mit  numerischen  Coefficienten 
behaftete  Punkte  (in  der  Mechanik  den  Massen  entsprechend) 
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und  enthält  auf  die  Anschauung  gegründete  Beweise  flElr  die 
Fundamentaleigenschaften  bezüglich  der  Momente,  der  Schwer- 
punkte und  der  harmonischen  Centren.  Der  letzte  Theil  be- 
trachtet die  Anwendungen  der  vorstehenden  Bezeichnungen  auf 
die  Methoden  der  homogenen  Coordinaten  in  der  Ebene  wie  im 
Räume  und  zeigt  ihre  Nützlichkeit  flir  Fragen ,  die  ausserhalb 
der  Mechanik  liegen.  Ein  sehr  einfaches  Beispiel  wird  hinreichen, 
die  Natur  des  vom  Verfasser  befolgten  Ganges  zu  kennzeichnen. 
Es  seien  A,  B,  C  die  Spitzen,  a,  6,  c  die  Seiten  eines  Dreiecks, 
J  sein  doppelter  Flächeninhalt,  x,  y,  s  die  Lothe  von  irgend 
einem  Punkte  P  auf  die  drei  Seiten  a,  6,  c ;  n,  f ,  17,  f  die  Lothe 
von  den  Punkten  P,  A,  B,  C  auf  eine  Gerade  Ä.  Da  die  drei 
Stücke  a,  b,  c  eine  geschlossene  Figur  bilden,  so  lassen  sie  sich 
auf  ein  Paar  des  Momentes  J  reduciren,  oder  wenn  man  die 
Momente  in  Beziehung  auf  den  Punkt  P  betrachtet,  so  hat  man 
die  bekannte  Gleichung: 

ax-^-by-^-cz  =  J. 

Setzt  man  andererseits  voraus,  dass  die  Punkte  P,  A,  B,  C  mit 
den  Coeffieienten  m,  m',  m",  m'"  behaftet  sind,  und  betrachtet 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  die  Gerade  ß,  so  hat  man: 

eine  Gleichung,  aus  der  man  durch  successives  Zusammenfallen- 
lassen  von  R  mit  a,  b,  c  folgern  kann 

tnim':m":m'"  =  J:ax:by:cz. 

Ein  bekanntes  barycentrischos  Theorem  stützt  der  Verfasser  auf 
ein  anderes,  welches  man  als  dem  obigen  reciprok  beti-achten 
kann,  und  welches  nicht  weniger  elegant  ist.  Aus  der  Proportion 
geht  hervor,  dass  man  die  obige  Gleichung  auch  in  der  Form 

a^x -{- briy -\- c^z  =  nJ 

schreiben  kann.  Diese  Formel  zeigt,  dass  die  Segmente  a|,  617, 
c£,  betrachtet  als  auf  den  Seiten  a,  b,  c  existirend,  zur  Besultante 
das  Segment  J  haben,  wenn  man  es  als  auf  der  Geraden  R  der 
Coordinaten  I,  ?;,  ^  vorhanden  betrachtet.  Diese  Eigenschafl 
geht  unmittelbar  daraus  hervor,  dass  man  immer  hat 
J»  =  a'r+6V+cT~26ci7CcoSil~2ca^|cosfi~-2a6|jyco8C, 
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die  bekannte  Gleichung  fbr  die  tangentialen  Goordinaten  einer 
Geraden.    Setzt  man  ;r  =  0;  so  drückt  die  Gleichung 

die  Fundamentalrelation  zwischen  den  Goordinaten  eines  Punktes 
und  einer  Geraden  aus^  wenn  die  Gerade  durch  den  Punkt  geht 
Der  Verfasser  entwickelt  mit  grosser  Genauigkeit  die  Gonse- 
quenzen  dieser  Methode  in  der  Ebene  wie  im  Baum.  Zum 
Schluss  der  Abhandlung  deutet  er  an,  wie  er  dazu  gekommen 
sei,  die  Goordinaten  einer  Geraden  in  einer  Weise  zu  definiren, 
die  schon  von  Herrn  Zeuthen  benutzt  worden  ist. 

Jg.  (0.) 

J.  Plücker,  Neue  Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf 
die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Raumelement. 
Leipzig.  Teubner.  Erste  Abtheilung  mit  einem  Vor- 
wort von  A.  Clebsch,  1868.  Zweite  Abtheilung,  her- 
ausgegeben von  Felix  Klein,  1869.        Gott.   Anz.   1869. 

1569-1581. 

lieber  das  in  der  Ueberschrift  genannte  Werk  des  ver- 
storbenen grossen  Geometers  wird  von  Herrn  Clebsch  in  den 
Gott  Anz.  eine  Kritik  erstattet.  Ein  Referat  über  das  Werk 
findet  sich  bereits  im  ersten  Bande  dieser  Zeitschrift  (cf.  Fortschr. 
d.  M.  I.  p.  198).  T. 

G.  Janni.    Esposizione  della  nuova  geometria  di  Plücker. 

Battaglini  G.  VIII.  302.  1870. 

Wie  schon  im  ersten  Bande  p.  198  referirt  ist,  wird  in  dieser 
nenen  Plücker'schen  Geometrie  die  gerade  Linie  als  das  Element 
sämmtlicher  räumlichen  Gebilde  betrachtet. 

Man  findet  auch  am  citirten  Orte  verdeutlicht,  was  unter 
linearen  Complexen  und  linearen  Gongruenzen  zu  verstehen  ist. 

Das .  System  dreier  linearen  Complexe  wird  in  dieser  Ab- 
handlung Configuration  genannt;  die  allen  dreien  gemeinschaft- 
lichen Strahlen  liegen  auf  einem  Hyperboloid. 

Mz. 
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A.  Clebsch.     Ueber  die  Plücker'schen  Complexe.  oiebsch 

Ann.  II.  1-8.  1869. 

Mit  Anwendung  der  Placker  sehen  Strahlen-  und  Axencoor- 
dinaten  p  und  q  kann  man  die  Gleichung  eines  Pliicker'schen 
Complexes  w*®'  Ordnung  auf  doppelte  Weise  schreiben:  F(p)  =  0 
oder  0  (g)  =  0.    Setzt  man : 

oder 

dann  lässt  sich,  und  das  ist  der  Gegenstand  der  Arbeit, 

FCp)  =  0,       {<l>^q)  =  0) 
immer  und  nur  auf  eine  Weise  durch  Anwendung  von 

P  =  0    (0  =  0) 
so  modificircn,  dass  man  sie  als  symbolische  Potenz  eines  solchen 
linearen   Complexes   betrachten   darf,   dessen  Gerade  sämmtlich 
eine  feste  Gerade  schneiden.    Die  so  gewonnene  Form  wird  die 
Normalform  der  Complexgleichung  genannt. 

Als  Anwendung  des  Vorigen  wird  die  Gleichung  der  Fläche 
vierter  Ordnung  und  vierter  Classe  aufgestellt,  welche  bei  einem 
Complexe  zweiter  Ordnung  von  der  Spitze  zerfallender  Complex- 
kegel  beschrieben  und  von  den  Ebenen  zerfallender  Complex- 
curven  berührt  wird  (Plücker:  Neue  Geometrie  des  Raumes 
p.  307  folgg.)-    Andere  Anwendungen  behält  sich  der  Verf.  vor. 

T. 

V.  Drach.  Zur  Theorie  der  Raumgeraden  und  der  linearen 

Complexe.     Clebsch  Ann.  II  128-139.  1870. 

Die  Bedingung  dafttr^  dass  sich  zwei  Gerade  schneiden ,  ist 
durch  die  homogenen  Coordinaten,  welche  von  Plücker  zur  Be- 
stimmung der  Geraden  als  Raumelement  eingeführt  sind,  auBge- 
drückt  durch  die  Gleichung 

Werden  in  dieser  Gleichung  die  Coordinaten  q  variabel  gedacht, 
so  stellt  sie  einen  Complex  ersten  Grades  dar  und  zwar  den 
sogenannten  speciellen  linearen  Complex,  der  also  aus  allen 
Geraden  besteht,  welche  eine  gegebene  feste  Gerade,  die   Axe 
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des  Complexes,  schneiden.  Findet  zwischen  den  (f  die  Relation 
statt  9l*a+g',*o+gi',  =  1,  so  heissen  die  g'  die  homogenen  recht- 
winkligen Coordinaten,  und  die  Gleichung  des  speciellen  Com- 
plexes  ersten  Grades  ist  alsdann  in  der  Norroalform  gegeben; 
dieselbe  ist  stets  herzustellen  durch  Multiplication  obiger  Glei- 
chung mit  dem  Factor 


]^?';. +?;•.+ 9'.". 

Der  Verf.  untersucht  nunmehr  die  Frage,  welche  Bedeutung  die 
linke  Seite  der  Gleichung  in  der  Normalform  habe,  wenn  die 
q  nicht  einer  Geraden  aus  dem  Complexe,  sondern  einer  be- 
liebigen Geraden  im  Raum  angehören.  Von  den  zwei  Interpre- 
tationen, die  er  giebt,  möge  die  letzte  hervorgehoben  werden. 
Der  Verf.  spricht  sie  durch  folgenden  Satz  aus:  „Werden  in  die 
linke  Seite  der*  Gleichung  eines  speciellen  Complexes  erster 
Ordnung  in  der  Normalform  die  rechtwinkligen  homogenen  Co- 
ordinaten einer  beliebigen  Geraden  eingesetzt,  so  stellt  sie  das 
Product  aus  der  Entfernung  jener  Geraden  von  der  Axe  des 
Complexes  in  den  Sinus  ihres  Neigungswinkels  gegen  die  Axe 
dar*^  Ist  daher  iV  jene  Entfernung  und  0  besagter  Winkel,  so 
kann  der  Complex  auch  durch  JVsinO  =  0  dargestellt  werden. 
Die  gefundene  Bedeutung  der  linken  Seite  der  speciellen  Com- 
plexgleichung  fuhrt  den  Verf.  zur  Aufstellung  eines  tetraedrischen 
Coordinatensystems  für  die  Raumgerade :  es  sind  die  tetraedrischen 
Cooi;0inaten  einer  Geraden  die  Producte  aus  den  Entfernungen 
derselben  von  den  Kanten  des  Fundamentaltetraeders  in  die 
Sinus  ihrer  betreffenden  Neigungswinkel  gegen  diese  Ernten. 
Nachdem  der  Verf  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  und 
den  Plttcker'sohen  Coordinaten  beleuchtet  hat,  wendet  er  sich 
zu  eingehender  Untersuchung  des  allgemeinen  linearen  Complexes, 
der  repräsentirt  wird  durch  eine  allgemeine  lineare  homogene 
Gleichung  zwischen  den  6  Grössen  g.  Es  zeigt  sich,  dass  ein 
allgemeiner  linearer  Complex  aus  allen  Geraden  besteht,  iUr 
welche  die  Producte  aus  ihren  Entfernungen  von  zwei  festen 
Geraden  in  die  Sinus  ihrer  betreffenden  Neigungswinkel  gegen 
dieselben  ein  constantes  Verhältniss  haben.  Bedeuten  also  iV, 
und  iV^i  die  Entfernungen  einer  Geraden  von  den  zwei  festen 

Fortsdir.  d.  Math.  IL  3.  40 
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Axen  und  0,  und  0,,  die  bezüglichen  Neigungswinkel  derselben 
gegen  die  Axen,  so  ist  für  alle  Geraden  des  Gomplexes 

iVjSinOj  =  xJVjjSinO,,. 
Bei  derartiger  Bestimmung  des  Gomplexes  wird  das  constante 
Verhältniss  x  der  Modul,  die  beiden  gegebenen  Geraden  die 
Directrieen  des  Gomplexes  genannt;  je  nach  dem  Wertb  des 
Moduls  X  erhält  man  bei  denselben  Directrieen  eine  ganze  Beihe 
von  Gomplexen,  welche  dieselbe  Gongruenz  gemein  haben  und 
nach  Plücker's  Benennung  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden. 
Von  diesen  Gesichtspunkten  aus  beleuchtet  der  Verf.  nunmehr 
eingehender  den  allgemeinen  linearen  Gomplex;  auf  die  Einzel- 
heiten hier  näher  einzugehen,  würde  zu  weit  führen. 

Sehn. 

M.  Pasch.    Zur  Theorie  der  Complexe  und  Congruenzen 

von   Geraden.      Gieeaen  1870. 

Sei  ein  Linien-Gomplex  gegeben.  In  jeder  durch  eine  Linie 
desselben  hindurchgelegten  Ebene  befindet  sich  eine  Gomplex- 
Gurve,  welche  die  Linie  berührt.  Dreht  man  die  Ebene  um  die 
Gomplexlinie,  so  rückt  im  Allgemeinen  dieser  Berührungspunkt 
fort  und  zwar  ist  die  Beziehung  der  Ebene  zu  dem  Funkte  eine 
projectiyische.  Auf  dieselbe  projectivische  Beziehung  kommt 
man,  wenn- man  die  Gomplexkegel  betrachtet,  deren  Spitzen  auf 
der  Geraden  liegen.  Jeder  solche  Kegel  hat  nämlich  die  ange- 
nommene Gomplexlinie  zur  Erzeugenden,  und  somit  nach  deren 
Erstreckung  eine  Tangentialebene;  die  Beziehung  zwischen  der 
Eegelspitze  und  der  Tangentialebene  ist  wieder  eine  projectiTische 
nnd  zwar  dieselbe  projectiyische  Beziehung,  welche  eben  be^ 
trachtet  vnurde.  —  Nun  giebt  es  aber  eine  Gongruenz  besonderer 
Linien  des  Gomplexes  —  dieselben  werden  nach  Plücker  die 
singulären  Linien  des  Gomplexes  genannt  — ,  bei  welchen 
die  genannte  projectivische  Beziehung  eine  uneigentliche  wird, 
insofern  allen  durch  eine  solche  Gerade  hindurchgelegten  Ebenen 
derselbe  Funkt  als  Berührungspunkt,  allen  auf  ihr  angenommenen 
Punkten  dieselbe  Ebene  als  Berührungsebene  entspricht.  Der 
gemeinsame  Berührungspunkt  heisst  nach  Plücker  der  zugeord- 
nete singulare  Punkt  der  gewählten  singulären  Linie,   die 
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gemeinsame  Berttbrangsebene  ihre  zugeordnete  singulare 
Ebene.  Der  zugeordnete  singulare  Punkt  ist  Spitze  eines 
Complex-Kegels,  welcher  die  entsprechende  singulare  Linie  zur 
Doppelerzeugenden  hat.  Umgekehrt  ist  auch  jeder  Punkt  ein 
singulärer  Punkt,  dessen  Kegel  eine  doppelerzeugcnde  Linie  be- 
sitzt; seine  singulare  Linie  ist  die  Doppelerzeugende.  Auf  der 
anderen  Seite:  Die  zugeordnete  singulare  Ebene  enthält  eine 
Complex-Curve,  welche  die  entsprechende  singulare  Linie  zur 
Doppeltangente  hat;  jede  Ebene,  die  ^ine  Curve  mit  Doppel- 
tangente enthält,  ist  eine  singulare  Ebene;  die  Doppeltangente 
ist  ihre  entsprechende  singulare  Linie.  —  Diese  Definitionen,  die 
in  Plücker's  „Neue  Geometrie"  unter  mehr  particulärer  Form 
vorkommen  y  werden  vom  Verf.  ih  der  vorstehend  auseinander- 
gesetzten Weise  gegeben. 

Nun  ist  bei  Plttcker  vermöge  ausfUhrlicher  Betrachtung  der 
besonderen  EigenthUmliehkeiten  der  Complexe  zweiten  Grades 
gezeigt,  dass  für  Complexe  zweiten  Grades  die  Fläche  der  sin- 
gulären  Punkte  mit  der  Fläche  der  singulären  Ebenen  identisch 
wird.  Die  singulären  Linien  berühren  diese  Fläche  in  den  zu- 
geordneten singulären  Ebenen.  Der  Verf.  zeigt,  dass  ein  Gleiches 
fär  beliebige  Complexe  gilt,  dass  also  allgemein  die  Fläche  der 
singulären  Punkte  mit  der  Fläche  der  singulären  Ebenen  identisch 
ist.  Um  dies  einzusehen,  hat  man,  wie  der  Verf.  entwickelt, 
sich  nur  deutlich  zu  machen,  wie  die  Brennfläche  bei  einer  durch 
2  Complexe  bestimmten  Congruenz  zu  Stande  kommt.  Die 
Fläche  der  singulären  Punkte  und  die  mit  ihr  identische  Fläche 
der  singulären  Ebenen  ist  die  eine  Brennfläche  der  von  den 
singulären  Linien  des  Complexes  gebildeten  Congruenz. 

Kln. 

F.  Klein,    Zur  Theorie  der  Liniencomplexe  des  ersten 

und  zweiten   Grades.         Clebsch  Ann.  II.  198-226.  1869.    Gott. 
Nachr.  1869.  258-276. 
Als  Coordinaten   einer  Geraden  im  Baume  werden  die  re- 
lativen Werthe  der  sechs  zweigliedrigen  Determinanten  genommen, 
welche  aus  den  Coordinaten  zweier  Punkte  oder  zweier  Ebenen 
gebildet  »nd.    Da  zwischen  diesen  Grössen  eine  identische  Be- 
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lation  zweiten  Grades  besteht,  so  kann  man  auch  als  homogene 
Goordinaten  einer  Linie  sechs  beliebig  angenommene  Grössen 
ansehen,  welche  nur  der  Bedingung  zu  genügen  haben,  dass  sie 
eine  bestimmte  Gleichung  zweiten  Grades  befriedigen.  Noch 
eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  diesen  Veränderlichen  be- 
stimmt einen  Liniencomplex  zweiten  Grades. 

Die  Bedingungsgleichung  und  die  Complexgleichung  zweiten 
Grades  können,  unter  gewissen  Bedingungen,  stets  und  eindeutig 
auf  die  Normalform  gebracht  werden,  dass  nur  noch  die  Quadrate 
der  Veränderlichen  in  ihnen  vorkommen.  Die  Aufgabe  der  vor- 
liegenden Arbeit  ist  es,  den  geometrischen  Sinn  dieser  Trans- 
formation zu  erörtern.  Denn  diese  Normalform  hat  Bedeutong 
nicht  bloss  für  die  Complexe  zweiten  Grades  überhaupt,  sondern 
auch  für  die  Flächen  vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse  mit 
16  Doppelebenen  und  16  Doppelpunkten,  welche  mit  diesen 
Gomplexen  in  Beziehung  stehen.  Die  algebraische  Darstellung 
der  auftretenden  geometrischen  Gebilde  wird  am  Schluss  gegeben. 

T. 

F.  AscHiERL     Sopra  un  complesso    di    2"  grado.    Battag- 

lini  G.  VIII.    35-37.    1870. 
Sind  die  Goordinaten  einer  Geraden  f^  g,  h,  l,  m,  n,  so  ge- 
nügt der  Bedingungsgleichung 

zwischen  ihnen  eine  dreifach  unendliche  Anzahl  von  Geraden, 
welche  einen  Strahlencomplex  bilden,  dessen  Zusammenhang  mit 
einem  System  von  Flächen  zweiten  Grades  obige  Abhandlung 
untersucht.  Zur  Erzeugung  eines  solchen  Gomplexes  betrachtet 
der  Verfasser  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  resp.  zweiter  Klasse 
mit  gemeinsamem  Fundamentaltetraeder,  und  stellt  die  Bedingung 
auf,  dass  die  vier  Punkte  resp.  die  vier  Tangentialebenen,  welche 
eine  beliebige  Gerade,  als  gerade  Punktreihe  resp.  als  Axe  eines 
Ebenenbüschels  gedacht,  mit  den  beiden  Flächen  gemein  hat, 
harmonisch  liegen.  Der  geometrische  Ort  aller  Geraden  von 
dieser  Eigenschaft  ist  der  Strahlencomplex,  der  durch  die  Glei- 
chung 6  =  0  charakterisirt  ist.  Umgekehrt  gehört  auch  jedem 
Komplex  zweiten  Grades,  dessen  Gleichung  auf  diese  Form  ge- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel  4.  LinieDgeometrie  (Complexe,  Strablensysteme).         g07 

bracht  werden  kann,  eine  einfach  unendliche  Anzahl  solcher 
Flächen  zweiten  Grades  derartig  an,  dass  jeder  derselben  eine 
andere  zu  derselben  Anzahl  gehörige  Fläche  entspricht,  welche 
mit  ihr  in  der  angegebenen  Weise  den  Gomplex  erzeugen  kann. 
Und  zwar  können  solche  Flächen  sich  sowohl  so  entsprechen, 
dass  der  Gomplex  als  der  geometrische  Ort  der  beiden  harmonisch 
theilenden  geraden  Punktreihen  erscheint,  als  auch  so,  dass  der 
Gomplex  als  der  Ort  der  Axen  erscheint,  durch  welche  vier  har- 
monisch liegende  Tangentialebenen  an  die  beiden  Flächen  ge- 
legt werden  können.  Beide  Fälle  ergeben  jedoch  verschiedene 
Anordnungen  der  Flächen  zu  Paaren.  Seht 

F,    AscHiEM.     Sopra  un  complesso  del  2°  grado.      Ge- 
nerazione    geometrica    dei    complessi    del    1^    grado. 

Battaglini  G.  Vin.  229.  1870. 
Der  Verfasser  recapitulirt  die  von  ihm  auf  pag.  35  desselben 
•Bandes  bewiesenen  Eigenschaften  eines  durch  zwei  Oberflächen 
zweiten  Grades  bestimmten  Gomplexes  zweites  Grades,  um  einige 
Spezialisirungen  und  Folgerungen  daran  zu  knflpfen,  und  giebt 
im  Zusammenhang  damit  eine  Erzeugungsart  eines  Gomplexes 
ersten  Grades.  Seht 

S.  LiE.     üeber  die  Reciprocitätsverhältnisse  des    Eeye'- 
schen  Gomplexes.  Gott.  Nachr.  1870.  53. 

Diese  Abhandlung  enthält  eine  Reihe  von  Eigenschaften 
desjenigen  Liniencomplexes  zweiten  Grades,  dessen  Singularitäten- 
fläehe  in  ein  Tetraeder  ausgeartet  ist.  Der  dadurch  charakterisirte 
Gomplex,  welcher  von  Herrn  Heye  in  seiner  „Geometrie  der 
Lage''  untersucht  und  deshalb  von  Herrn  Lie  Reye'scher  Gomplex 
genannt  worden  ist^  wird  hier  als  die  Gesammtheit  der  geraden 
Linien  definirt,  welche  ein  gegebenes  Tetraeder  nach  gegebenem 
Doppelverhältnisse  schneiden,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  dem 
letzteren  die  vier  Punkte  entsprechen,  in  welchen  jede  der  Ge- 
raden von  den  vier  Tetraederebenen  geschnitten  wird,  oder  ob 
es  von  den  vier  Ebenen  erfüllt  wird,  welche  sich  durch  diese 
Gerade  und  die  vier  Tetraederecken  legen  lassen.  Da  nun  durch 
die  dreifach  unendliche  Anzahl  homographischer  Transformationen, 
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welche  dieses  Fundamentaltetraeder  unverändert  lassen,  die 
Linien  des  Complexes  sich  nur  unter  einander  vertauschen,  der 
Complex  aber  in  seiner  Gesammtheit  derselbe  bleibt,  so  be- 
zeichnet Herr  Lie  diese  Transformationen  als  die  dem  Complex 
zugehörigen.  Reciprok  nennt  er  solche,  welche,  zweimal 
hintereinander  angewandt,  zu  dem  Complexe  zurückführen.  Durch 
die  continuirliche  Aufeinanderfolge  von  Complexlinien,  von  denen 
jede  die  vorhergehende  schneidet,  entsteht  die.CompIexcurve, 
welche,  wenn  diese  Complexlinien  säramtlich  in  einer  Ebene 
liegen,  Ebene,  wenn  sie  sämmtlich  durch  einen  Punkt  gehen, 
Punkt  des  Complexes  heisst.  Eine  jede  der  dem  Complexe 
zugehörigen  homographischen  Transformationen  führt  nun  eine 
solche  beliebig  ausgewählte  Complexcurve  in  eine  andere  Com- 
plexcurve  über,  in  welche  sie  dann  durch  keine  der  andern 
Transformationen  tibergeführt  werden  kann.  Dadurch  gruppuren 
sich  die  Complexcurven  zu  Schaaren  von  jedesmal  dreifach  un- 
endlich vielen,  welche  Gattungen  von  Complexcurven  genannt 
sind.  Wird  nun  als  Element  des  Reye'schen  Complexes  nicht 
mehr  die  gerade  Linie,  ^sondern  eine  beliebige  Complexcurve 
aufgefasst,  so  ist  der  Complex  die  Gesammtheit  aller  der  ge- 
wählten Gattung  angehörigen  Complexcurven. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  untersucht  der  Verf.,  wie  sich 
die  Complexcurven  den  Transformationen  gegenüber  verhalten, 
und  beginnt  damit,  letztere  auf  zwei  fundamentale  reciproke 
Umformungen  zurückzuführen,  welche  er  die  ^'  Transforma- 
tion und  die  r"  Transformation  nennt. 

Die  erstere  führt  eine  gerade  Linie  des  Complexes  in  eine 
eben  solche  über,  und  wird  durch  irgend  eine  der  dreifach  un- 
endlich vielen  Flächen  zweiten  Grades  vermittelt^  iUr  welche  das 
dem  Complexe  angehörige  Fundamentaltetraeder  ein  sich  selbst 
conjugirtes  ist.  Die  conjugirten  Polaren  hinsichtlich  einer  solchen 
Fläche  und  auch  die  von  derartigen  Polaren  erzeugten  Complex- 
curven sind  p"  reciprok.  Die  r"  Transformation  dagegen  führt 
einen  Punkt  in  eine  Complexgerade  über,  wobei  von  den  eben  ge- 
nannten Flächen  zweiter  Ordnung  zwei  solche  ausgewählt  wer- 
den müssen,  dass  die  Schnittgerade  der  in  Bezug  auf  beide  be- 
stimmten Polarebenen  dem  gegebenen  Complexe  angehöre.  Jede 
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dieser  beiden  Transformationsarten  umfasst  eine  dreifach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit.  Diese  Definitionen  gestatten  dem 
Verfasser,  die  folgenden  beiden  Sätze  auszusprechen,  erstens, 
dass,  wenn  zwei  Complexgerade  eine  Complexcurve  k  berühren, 
sie  auch  eine  ihr  g"  reciproke  &a  berühren,  und  zweitens,  dass, 
wenn  ein  gegebener  Punkt  und  eine  gegebene  Complexgerade 
einer  Complexcurve  angehören,  sie  auch  Punkt  und  Tangente 
einer  derselben  r"  reciproken  kr  sind. 

Der  folgende  Abschnitt  ist  der  Betrachtung  der  Complex- 
curven  gewidmet,  welche  durch  eine  gewisse  Aufeinanderfolge 
von  p"  und  r"  Transformationen  aus  einer  Complexcurve  abge- 
leitet sind.  Eine  symbolische  Bezeichnung  derartig  abgeleiteter 
Curven  und  eine  tabellarische  Anordnung  derselben  erleichtern 
dem  Verfasser  das  Aussprechen  von  Beziehungen  zwischen  diesen 
Curven,  welche  hier  übergangen  werden  müssen.  Diese  werden 
dann  in  Zusammenhang  mit  den  tetraedralsymmetrischen  Curven 
des  Herrn  de  la  Gournerie  gebracht,  welche  derselbe  in  seinem 
Werke:  „Surfaces  r6gl6es  tdtraödralement  symm6triques**  be- 
trachtet, und  von  denen  er  selbst  schon  nachgewiesen  hat,  dass 
ihre  Tangenten  mit  dem  Coordinatentetraeder  ein  constantes 
Doppelverhältniss  bestimmen.  Schliesslich  macht  Herr  Lie  die 
Bemerkung,  dass  die  oben  erwähnte  r"  Transformation  sich  als 
eine  Abbildung  des  Reye'schen  Complexes  auf  den  Punktraum 
auffassen  lässt,  womit  sich  die  gewöhnliche  Kaumgeometrie  auf 
den  Complex  überträgt.  Seht 

F.  Klein  und  S.Lie.  üeber  die  Haupttangentencurven  der 
Kummer'schen  Fläche  vierten  Grades  mit  16  Knoten- 
punkten. Berl.  Monatsber.  1870.  891-899. 
Die  Haupttangentencurven  der  Eummer'schen  Fläche  werden 
mit  den  einfach  unendlich  vielen  Complexen   zweiten  Grades 
in  Beziehung  gesetzt,   von  denen  jeder  diese  Fläche  zur  Singu- 
laritätenfläche hat,  d.  h.  zum  Ort  für  die  Punkte,  deren  Complex- 
kegel  in  zwei  Ebenen  zerfallen  ist,  oder,  was  dasselbe  ist,   zur 
Einhüllenden  der  Ebenen,  deren  Complexcurve  in  zwei  Punkte 
zerfallen  ist.    Für  irgend  einen  der  Complexe  liegen  nun  diese 
beiden  Punkte,  welche  in  einer  Tangentialebene  der  Fläche  die 


Digitized  by  VjOOQIC 


610  IX.  Abschnitt.  Analytische  Geometrie. 

zugehörige  Gomplexcurve  repräsentiren,  auf  der  Darchschmtts- 
curve  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche,  und  mit  deren  Be- 
rührungspunkt auf  einer  Geraden,  welche  seine  zugeordnete 
singulare  Linie  genannt  wird.  Dann  bilden  die  Punkte  der 
Eummer'schen  Fläche,  deren  zugeordnete  singulare  Linien  Haupt- 
tangenten  der  Fläche  sind,  eine  Curve  von  der  16**"  Ord- 
nung und  von  der  16'^"  Classe^  welche  eine  Haupttangentencurve 
ist.  So  gehört  zu  jedem  der  einfach  unendlich  vielen  Complexe 
eine  Haupttangentencurve,  womit  alle  Haupttangentencurven  er- 
halten werden.  Entsprechend  den  unter  diesen  Complexen  zweiten 
Grades  befindlichen  6  doppelt  zu  zählenden  linearen  Complexen, 
giebt  es  auch  6  ausgezeichnete  Haupttangentencurven,  welche 
nur  noch  von  der  8**"  Ordnung  und  Klasse  sind.  Von  den  Sin- 
gularitäten der  Haupttangentencurven  sei  erwähnt^  dass  dieselben 
16  mit  den  Knotenpunkten  der  Fläche  identische  Spitzen,  16  mit 
den  Doppeltangentialebenen  derselben  identische  stationäre  Ebenen, 
und  6.16  stationäre  Tangenten  haben.  Schliesslich  betrachten 
die  Verfasser  die  Bestimmung  der  Haupttangentencurven  noch 
unter  einem  anderen  Gesichtspunkte,  indem  sie  von  einem  der 
6  vorher  erwähnten  linearen  Complexe  ausgehen,  und  die  Fläche 
als  die  Brennfläche  eines  demselben  angehörigen  Strahlensystems, 
des  einen  Systems  ihrer  Doppeltangenten,  auffassen. 

Seht. 

Th.  Re^ e.  Bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  Schrauben- 
linie.     Schlömilch  Z.  XV.  64-66.  1870. 

Die  hier  mitgetheilte  Eigenschaft  der  Schraubenlinie  folgt 
aus  einem  Satze  von  PIttcker  (Neue  Geometrie  d.  Raumes  1868 
p.  59) :  „Die  Oseulations-Ebene  einer  Complex-Schraubenlinie  in 
einem  ihrer  Punkte  ist  die  diesem  Punkte  (im  linearen  Complexe) 
entsprechende  Ebene/' 

Fügt  man  hierzu  den  bekannten  Satz:  „Liegen  in  einem 
räumlichen  Polarsysteme  mehrere  Punkte  in  einer  und  derselben 
Ebene,  so  gehen  die  denselben  zugeordneten  Ebenen  durch  den 
dieser  Ebene  entsprechenden  Punkt,  welcher  in  dem  Falle,  dass 
dieses  Polarsystem  ein  Nullsystem  ist,  in  der  genannten  Ebene 
selbst  liegt  *  —  so  ergiebt  sich  unmittelbar  der  von  Herrn  Reyo 


Digitized  by  VjOOQIC 


Capit6l5.  Verwandtschaft,  eindeatige  Transformation.  Abbildungen.     611 

angeführte  Satz,  der  also  keineswegs  vollständig  neu  ist  — 
ebensowenig  als  die  Schraubenlinie  die  einzige  transcendente 
Curve  ist,  für  die  derselbe  aufgestellt  werden  kann.  Er  gilt  in 
der  That  von  allen  Gomplex-Gurven;  z.  B.  von  der  Loxodrome 
auf  der  Kugel  (Plttcker  a.  a.  0.  p.  61).  St. 

B.  Irmer,     üeber  Strahlensysteme  dritter  Ordnung  mit 
Brenncurven.       Diss.  Halle  1870. 

Mz. 
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A.  Cayley.     On   a  correspondance   of  points  and  lines 

in   Space.    Rep.  Brit.  Ass.  1869/70. 

Csy. 

J.J.  RiCHELOT.  üeber  die  einfachste  Correlation  in  zwei 
räumlichen  Gebieten.   Borchardt  J.  LXX.  137-156.  1869. 

Diese  Abhandlung  enthält  analytische,  jedoch  immer  geo- 
metrisch gedeutete  Untersuchungen  deijenigen  Gorrelation  zwischen 
zwei  räumlichen  Gebieten,  welche  verlangt,  dass  jedem  Element 
des  einen  Oebiets  ein  eben  solches  des  andern  entspreche.  Die 
rechtwinkligen  Goordinaten  der  Punkte  der  beiden  räumlichen 
Gebiete  mögen  beziehungsweise  X,  Y^  Z  und  £,  ^,  £  heissen, 
und  danach  diese  beiden  Gebiete  als  lateinisches  und  grie- 
chisches untetschieden  werden.  Wenn  dann  0,  (Pj,  O^j  (P, 
lineare  ganze  rationale  Functionen  von  |,  17,  C  Bind,  so  muss, 
damit  ein  Punkt  einem  Punkte,  eine  Gerade  einer  Geraden;  eine 
Ebene  einer  Ebene  entspreche, 

(b  (b  0 

sein.    Die  fünfzehn  Verhältnisse  der  in  diesen  vier  Functionen 
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vorkommenden  sechzehn  Coefficienten  sind  durch  die  Angabe 
der  Coordinatenwerthe  von  fttnf  Paaren  entsprechender  Punkte 
eindeutig  bestimmt,  und  zu  jedem  sonst  noch  gegebenen  Punkte 
des  einen  Gebiets  lässt  sich  der  entsprechende  des  andern  Gre- 
biets  construiren.  Dieser  Construction  und  der  Deutung  jener 
CorrelationscoefBcienten  legt  Herr  Richelot  die  Lösung  der  Auf- 
gabe zu  Grunde,  die  Axen  derjenigen  Ebenenbüschel  aufzusuchen, 
deren  entsprechende  ihnen  gleich  sind.  Verstehen  wir  unter 
der  Yerschwindnngsebene  des  einen  Gebiets  diejenige 
Ebene,  deren  Punkte  allen  unendlich  weit  entfernten  Punkten 
des  andern  Gebiets  entsprechen,  und  unter  der  einer  Axe  zu- 
gehörigen Normalebenc  diejenige  auf  ihr  senkrechte  Ebene, 
deren  entsprechende  Ebene  auf  der  der  Axe  entsprechenden 
Geraden  senkrecht  steht,  so  lautet  das  Haupttheorem,  zu  dem 
der  Verfasser  gelangt,  folgendermassen:  „Bei  der  eindeutigen 
allgemeinsten  Raumcorrelation  giebt  es  in  der  Verschwindungs- 
ebene  eines  jeden  der  beiden  Raumgebiete  eine  Ellipse,  deren 
zwei  Focalcurven  die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Tangenten- 
Axen  der  Gorrelation  und  die  zugehörigen  Berührungspunkte 
respective  die  Schnittpunkte  der  Axe  mit  der  zugehörigen  Normal- 
ebene  sind^^  Den  Schluss  der  Abhandlung  bilden  einige  Mit- 
theilungen über  die  geometrische  Bedeutung  der  Correlations- 
coefficienten.  Seht 

G.  Wenzel,     üeber  die  einfachste  allgemeine  Beziehung 
zwischen  räumlichen  Gebilden.    Breslau,  1870. 

Bei  der  collinearen  Beziehung  zweier  räumlichen  Gebilde 
2  und  ü^  auf  einander  giebt  es  zu  jeder  Ebene  eine  Nonnale, 
deren  entsprechende  Gerade  zu  der  der  Ebene  entsprechenden 
Ebene  auch  Normale  ist,  aber  nicht  umgekehrt  zu  jeder 
Geraden  eine  normale  Ebene,  deren  entsprechende  Ebene  zu  der 
der  Geraden  entsprechenden  Geraden  Normalebene  ist.  Dieser 
Bedingung  genügen  nämlich  nur  dreifach  unendlich  viele  Geraden, 
welche  der  Herr  Verfasser  Axen  nennt.  Der  Punkt,  in  welcher 
eine  Axe  von  der  in  dem  eben  ausgesprochenen  Sinne  ihr  zu- 
gehörigen Normalebene  geschnitten  wird,  wird  ihr  Fusspunkt  ge- 
nannt.   Ferner  giebt  es  in  je  zwei  collinearen  Strahlbttndeln  im 
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allgemeinen  zwei  Axen  projeetivisch  gleicher  entsprecli ender 
EbenenbUschel,  deren  Vertheilung  in  den  beiden  räumlichen  Ge- 
bieten schon  Ricbelot  in  Borchardt's  J.  LXX.  138-156  s.  p.  611 
and  Maegis  in  seiner  Inauguraldissertation  analytisch  unter- 
sucht haben.  Die  auf  den  Principien  der  synthetischen  Geometrie 
beruhenden  Untersuchungen  des  Verfassers  sind  umfassender, 
und  behandeln  die  Vertheilung  der  Axen  und  ihrer  Fusspunkte^ 
der  Axen  entsprechender  projeetivisch  gleicher  Ebenenbttschel, 
und  endlich  der  Axen,  welche  zugleich  Axen  projeetivisch  gleicher 
Ebenenbüschel  sind. 

Der  unendlich  fernen  Ebene,  als  einer  der  beiden  räumlichen 
Gebilde  angehörig  betrachtet,  entspricht  im  andern  eine  Ebene, 
welche  Herr  Richelot  Verschwindungsebene  genannt  hat.  Zu 
jeder  der  beiden  Verschwindungsebenen ,  z.  B.  zu  Ey  giebt  es 
eine  einzige  Normale  F,  welcher  in  JJ,  eine  Normale  V^  der 
anderen  Verschwindungsebene  entspricht.  Dann  bilden  die  durch 
K  gehenden,  zu  einander  senkrechten  Ebenen,  deren  entsprechende 
Ebenen  in  K,  auf  einander  senkrecht  sind,  mit  Ey  die  drei  Sym- 
metrieebenen.  Deren  Sehnitigeraden  heissen  Hauptaxen,  ihr 
Schnittpunkt  Mittelpunkt,  und  jede  durch  ihn  gehende  Ebene 
Durchmesserebene  des  räumlichen  Systems.  Es  wird  nun  ge- 
zeigt, dasB  zu  den  Axen  jede  in  einer  Symmetrieebene  liegende 
Gerade ,  jeder  Durchmesser  des  räumlichen  Gebildes  und  jede 
zu  einer  Hauptaxe  parallele  Gerade  gehört,  ferner,  dass  alle 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehenden  Axen  eine  Eegelfläche 
zweiter  Ordnung  bilden,  welche  also  durch  die  von  dem  ange- 
nommenen Punkte  auf  die  Symmetrieebene  gefällten  Lothe,  so- 
wie durch  einen  Durchmesser  hindurchgeht,  und  dass,  reciprok 
dazu,  die  in  einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Axen  einen  Kegel- 
schnitt umhüllen,  welcher  die  Schnittgeraden  der  Ebene  mit  den 
Symmetrieebenen,  sowie  die  unendlich  ferne  Gerade  dieser  Ebene 
berührt,  also  Parabel  ist.  Verstehen  wir  unter  Axe  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  jede  der  dreifach  unendlich  vielen  Geraden, 
deren  Polare  in  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene  liegt,  so  ergiebt 
sich,  dass  in  jedem  der  beiden  coUinearen  räumlichen  Gebilde 
eine  Sehaar  confocaler  Flächen  zweiten  Grades  existirt,  welche 
dieselben   Symmetrieebenen   haben,  wie  das  räumliche  Gebilde, 
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und  den  in  ihm  vorhandenen  Axencomplex  zu  dem  ihrigen  babeh. 
Die  Fusspunkte  der  Axen,  welche  die  collineare  Beziehung  be- 
stimmt, sind  auch  die  Fusspunkte  für  die  Axen  der  Flächen. 
In  jedem  Punkte  des  Raumes  schneiden  sich  ein  Ellipsoid;  ein 
einschaliges  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  rechtwinklig,  und 
die  unendlich  vielen  einschaligen  Hyperboloide  werden  durch 
die  Axen  projectivisch  gleicher  Ebenenbüschel  erzeugt.  Die  Lage 
derjenigen  Axen,  welche  zugleich  Axen  der  coUinearen  Beziehung 
und  Axen  projectivisch  gleicher  Ebenenbüschel  sind,  charakterisirt 
folgender  Satz: 

,Jn  jeder  der  beiden  Symmetrieebenen  des  einen  wie  des 
andern  von  zwei  collinearen  räumlichen  Gebilden,  welche  auf 
der  Yerschwindungsebene  senkrecht  stehen,  umhüllen  die  Axen 
projectivisch  gleicher  Ebenenbüschel,  welche  auch  zugleich  Axen 
der  collinearen  Beziehung  sind,  eine  Curve  zweiter  Ordnung. 
Dieselbe  ist  in  der  einen  Ellipse,  in  der  andern  Hyperbel;  die 
Hauptaxen  des  räumlichen  Gebildes  sind  die  Axen  der  beiden 
Curven;  und  ihre  grossen  oder  Hauptaxen  liegen  in  der  Schnitt- 
linie ihrer  Ebene' ^  Die  beiden  eben  erwähnten  in  den  beiden 
zur  Yerschwindungsebene  senkrechten  Symmetrieebenen  gelegenen 
Kegelschnitte  haben  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  je  zwei 
Punkte  des  einen  von  beiden  die  Eigenschaft  der  Brennpunkte 
in  Bezug  auf  den  andern  hat,  d.  h.^  dass  die  Summe  oder  Dif- 
ferenz ihrer  Entfernungen  von  einem  veränderlichen  Punkte  des 
andern  constant  ist.  Diese  beiden  Kegelschnitte  ergeben  sich 
überdies  als  die  beiden  reellen  Focalcuryen  der  erwähnten 
Schaar  confocaler  Flächen.  Seht. 

C.  F.  Geiser.     Sopra    un    teorema   fondamentale    della 

Geometria.   Brioschi  Ann.  (2)  IV.  25.  1870. 

Das  Fundamentaltheorem  der  Geometrie,  welches  der  Ver- 
fasser bespricht,  ist:  Sind  durch  irgend  welche  Betrachtungen 
(in  denen  weder  transcendente  Curven  noch  transcendente  Functio- 
nen vorkommen)  zwei  geometrische  Formen  so  auf  einander  be- 
zogen, dass  jedem  Elemente  der  einen  Form  ein  und  nur  ein 
Element  der  andern  Form  entspricht,  und  umgekehrt;  —  so  sind 
die    beiden   Formen   in   Bezug   auf  ihre  Elemente  projectivisch. 
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Der  Beweis  dieses  Theorems  stützt  sich  auf  das  folgende:  Sind 
zwei  variable  Grössen  X  und  A'  von  einander  abhängig,  so  dass 
jedem  Werthe  der  einen  ein  und  nur  ein  Werth  der  andern  ent- 
sprieht,  und  umgekehrt,  so  muss  zwischen  ihnen  eine  analytische 
Relation  von  der  Form : 

alX'+ßl  +  yl'+S  =  0 
statthaben.  Der  Verfasser  bemerkt  nun,  dass  dieser  Satz  auf  der 
stillschweigenden  Voraussetzung  beruht,  dass  jede  eindeutige 
Relation  zwischen  A  und  X'  auch  analytisch  ausgedrückt  werden 
kann.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  unannehmbar;  und  daher 
mnss  das  Theorem  so  eingeschränkt  werden,  dass  man  von  den 
geometrischen  Formen,  die  man  aufeinander  bezieht,  a  priori 
weisS;  dass  die  Abhängigkeit  ihrer  entsprechenden  Elemente  sich 
durch  eine  algebraische  Gleichung  ausdrücken  lässt.  Hierdurch 
wird  das  Fundamentaltheorem  allerdings  bedeutend  weniger 
allgemein. 

Am  SchlusB  erwähnt  der  Verfasser  noch  Folgendes:  Man 
sagt:  „Eine  Curve  «•*'  Ordnung  ist  eine  Figur,  deren  Funkte  in 
ortiiogonalen  Goordinaten  ausgedrückt,  einer  Gleichung  n*''"  Grades 
genügen'*.  Und  auch:  „Eine  Curve  «*«'  Ordnung  ist  eine  Figur, 
die  11  (und  nur  n)  Punkte  mit  einer  beliebigen  Geraden  gemein 
hat.*'  Damit  aber  die  zweite  Definition  mit  der  ersten  überein- 
komme, muss  die  CurvC;  die  man  bei  der  zweiten  Definition  im 
Auge  hat,  mit  dea  rechtwinkligen  Goordinaten  irgend  eines  ihrer 
Punkte  einer  algebraischen  Gleichung  genügen,  die  fär  alle 
reellen  und  imaginären  Werthe  von  x  und  y  bestehen  bleibt. 

Mz. 

A.  Enneper.     Untersuchungen   über   einige  Punkte  aua 
der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen.      Clebsch  Ann.  II. 

587-623.  1870. 
Die  in  den  Göttinger  Nachr.  1867  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I. 
p.  227)  ange&ngenen  Untersuchungen  finden  sich  hier  wieder- 
holt und  ergänzt  und  namentlich  auf  die  Theorie  beliebiger 
Gurven  einer  Fläche  ausgedehnt.  Mit  Hülfe  der  Relationen, 
welche  sich  auf  den  Zusammenhang  zwischen  der  Doppelschaar 
der   Coordinatenlinien  und  der  Fläche  selbst  beziehen,  gelangt 
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Herr  E.  zu  folgenden  für  die  Deformationsfrage  intereBsanten 
Ergebnissen.  „Lässt  sich  eine  Fläche  so  biegen,  dass  die  Krüm- 
mungslinien  nach  der  Biegung  KrQmmungslinien  bleiben,  so  kann 
dieses  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen,  wenn  ein  System 
von  Krümmungslinien  gleichzeitig  kürzeste  Linien  bildet,  in  allen 
andern  Fällen  nur  auf  eine  Weise.  Hat  eine  Fläche  die  be- 
merkte Eigenschafk,  so  ist  dieses  auch  mit  einer  ihrer  Parallel- 
flachen  der  Fall.  Findet  zwischen  den  Hauptkrttmmongshalb- 
messem  eine  Relation  statt,  so  ist  abgesehen  von  den  Kotations- 
flächen,  entweder  ihr  Produet  oder  die  Summe  ihrer  reciproken 
Werthe  gleich  einer  positiven  Constanten.  Lässt  sich  eine  Fläche 
mit  planen  Erümmungslinien  so  biegen,  dass  die  Krümmungs- 
linien nach  der  Biegung  Krümmungslinien  bleiben,  so  sind  die 
Ebenen  des  planen  Systems  einer  festen  Geraden  parallel;  dasselbe 
findet  für  die  deformirte  Fläche  statt''.  K. 

A,  Enneper,      Ueber    ein    Problem    der    analytischen 

Geometrie.    Gott.  Nachr.  1870.  267. 

K. 

Max  Nöther.     Ueber  Flächen,  welche  Schaaren  ratio- 
naler Curven  besitzen.    Clebsch.  Ann.  m.  161-226.  1870.      ■ 

Diese  Abhandlung  betrachtet  vorzugsweise  diejenigen  Flächen, 
aus  denen  ein  Flächenbüschel  eine  Schaar  von  rationalen  Gurren 
ausschneidet,  das  heisst,  von  solchen  Curven,  deren  Goordinaten 
sich  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen. 
Das  Problem  der  Abbildung  solcher  Flächen  auf  Kegelflächen 
oder  specieller  auf  Ebenen  wird  zuerst  ftlr  den  Fall  gelöst,  dass 
die  Curven  der  Schaar  von  ungrader  Ordnung  oder  auch  von 
der  2n^^''  Ordnung  mit  (2fi—l)fachem  Punkte  sind.  ErftUlen  die 
Flächen  diese  Bedingung  nicht,  so  lassen  sie  sich  auf  einfachere 
Flächen  q>  zurttckfllhren,  welche,  von  der  m}^"  Ordnung,  eine 
(ifi~2) fache  Gerade  besitzen,  von  einem  Ebenenbttschel  in  einer 
Schaar  von  Kegelschnitten,  von  einer  Ebene  im  allgemeinen,  aber 
in  mehreren  Kegelschnitten  geschnitten  werden.  Auch  Air  diese 
Flächen  (p  wird  die  Abbildung  auf  einer  Ebene  untersucht,  und 
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namentlich  die  Abbildung  der  auf  ihnen  liegenden  (n— 2)  fachen 
Geraden  eingehend  erörtert. 

Der  zweite  Theil  der  Abhandlung  wendet  die  im  ersten 
Theile  entwickelte  eigenthümliche  Methode  der  Abbildung  auf 
einer  Ebene  auf  drei  speciellere  Flächenarten  an,  und  zwar  zu- 
erst auf  die  windschiefe  Fläche  n*^' Ordnung  mit  einer  (n—l)  fachen 
Geraden.  Bei  dieser  geschieht  die  Abbildung  durch  die  Pro- 
jection  aus  einem  Funkte  P  der  vielfachen  Geraden  auf  die 
Bildebene,  wobei  die  vielfache  Gerade  zu  einem  (n— l)fachen 
Fundamentalpunkte  A  wird,  die  n—i  von  P  ausgehenden  Geraden 
der  Fläche  zu  ebenso  vielen  einfachen  Fundamentalpunkten  B 
werden,  und  die  dreifach  unendliche  Schaar  von  ebenen  Curven 
der  Fläche  zu  einer  dreifach  unendlichen  Schaar  von  Curven 
n**'  Ordnung  mit  einem  («—!)  fachen  Punkte  in  A  und  n-r-1 
einfachen  festen  Punkten  in  B  wird.  Die  zweite  Anwendung 
besteht  darin,  durch  Projectionen,  die  auch  von  Herrn  Clebsch 
in  anderer  Weise  behandelte  Fläche  fünfter  Ordnung,  welche 
eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  zur  Doppelcurve  hat,  auf  eine 
Fläche  (p  zu  reduciren.  Endlich  werden  die  Eigenschaften  und 
die  Abbildung  einer  Fläche  von  der  6*''''  Ordnung  mit  einer 
doppelten  Baumcurve  dritter  Ordnung  und  einer  diese  nicht 
schneidenden  Doppelgeraden  ausführlich  erörtert. 

Seht 

E.  Habich.     Note  sur  une   m^thode  de   transformation 
des  surfaces.    Nouv.  Ann.  (2)  vni.  258.  1869. 

Eine  Fläche 

wird  durch  eine  Relation 

f(r,r^  =  0 
in  eine  Fläche 

i^.(r',0,<jp)  =  0 
transformirt.    Unter  allen  den  hierdurch  definirten  Transforma- 
tionen entsprechen  sich  die  Krttmmungslinien  nur  dann,   wenn 

entweder   —  =  const.  oder  r  .r'  =^  const.  ist,  Sehn. 
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A.  Transon.     De  la  transformation  isogonale  et  de  la 
transformation  isologique  des  figures  planes.  Noav.Ano. 

(2)  VIII.  222-230.  1869.    Inst.  1.  sect.  XXXVII.  125-126.  1869. 

Es  wird  die  Transformationsart  behandelt,  in  der  einem 
jeden  Punkte  der  einen  Figur  ein  Punkt  der  andern  Figur  ent- 
spricht. Diese  Transformationsart  theilt  sich  in  zwei  andere, 
welche  isogonal  und  isolog  genannt  werden.  Die  isogonale 
Transformation  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  den  CarFen, 
welche  durch  irgend  einen  Punkt  der  ersten  Figur  gehen,  Curven 
entsprechen,  welche  durch  den  entsprechenden  Punkt  der  zweiten 
Figur  gehen,  und  ferner  dadurch,  dass  diese  Gunren  sich  unter 
denselben  Winkeln  schneiden,  wie  die  entsprechenden.  Wenn 
aber  mehrere  Curven  der  ersten  Figur  durch  denselben  Punkt 
gehen,  und  wenn  die  ihnen  entsprechenden  der  zweiten  durch 
den  entsprechenden  Punkt  gehen,  und  das  Bändel  der  Tangenten 
der  ersten  Curven  dem  der  zweiten  Curven  homograpisch  ist, 
dann  heisst  die  Transformation  isolog.  Die  Beziehungen  zwischen 
der  homographischen,  isogonalen  und  isologen  Transformation 
bildet  den  Gegenstand  der  Arbeit. 

Die  Note  im  Jnst.  ist  bereits  ein  Beferat  der  in  den  Nouv. 
Ann.  erschienenen  Arbeit.  T. 

MouTARD.     Transformations  g^m^triques  des    surfaces. 
Inst  1.  sect  XXXVn.  372-373.  1869. 

Es  wird  der  Zusammenhang  erörtert,  welcher  zwischen  dem 
Problem  der  Umformung  der  Flächen  und  der  Aufgabe  besteht, 
fttr  eine  gegebene  Fläche  eine  andere  zu  finden,  welche  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  linearen  Elemente  zu  den  ent- 
sprechenden der  gegebenen  orthogonal  sind.  Dabei  wird  vor- 
ausgesetzt, dass  die  ursprüngliche  Fläche  entweder  eine  FlSche 
zweiter  Ordnung  oder  eine  Regelfiäche  sei,  oder  allgemein  über- 
haupt nur  die  Eigenschaft  habe,  durch  eine  ebene  Cnrve  von 
unveränderlicher  Gestalt  erzeugt  zu  werden.  T. 

A,  KiBAUcoüR.  Sur  la  th^orie  de  Tapplication  des  smfaees 
Tone  sur  Tautre.    inst  i.  sect  xxxvn.  371-372.  1869. 

Die    Note    enthält    die  Mittheilung  zweier   geometrischen 
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Sätze,  welche  sich  auf  die  Abbildung  zweier  Flächen  auf  ein- 
ander beziehen.  Sie  zeigen,  wie  man,  wenn  zwei  auf  einander 
abbildbare  Flächen  gegeben  sind,  eine  beliebige  Anzahl  von 
Gruppen  derselben  erbalten  könne.  T. 

M.  Nöther.     Zur  Theorie  des  eindeutigen  Entsprechens 
algebraischer  Gebilde  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

Clebsch  Ann.  IL  293-317.  1869. 
In  den  C.  R.  1868  hat  Clebsch  das  Geschlecht  p  einer  al- 
gebraischen Fläche  n**''  Ordnung,  die  nur  mit  den  gewöhnlichen 
Singularitäten  behaftet  ist,  ohne  Beweis  mitgetheilt.  (vgl.  Fortschr. 
d.  M.  I.  p.  234).  Dieser  Satz  wird  in  der  vorliegenden  Abhand- 
Inng  auf  Flächen  mit  höheren  konischen  Knotenpunkten  und 
höheren  vielfachen  Curven,  sodann  auf  algebraische  Gebilde 
von  beliebig  vielen  Dimensionen  erweitert.  Der  Beweis  dieses 
allgemeineren  Theorems,  das  der  Verfasser  bereits  in  den  Gott. 
Nachr.  1869  Nr.  15  mitgetheilt  hatte,  ist  nach  der  von  Clebsch 
und  Gordan  in  ihrer  „Theorie  d.  Aberschen  Functionen''  bei 
Curven  angewandten  Methode  geführt  —  Der  Verfasser  bespricht 
zuerst  die  singulären  Stellen,  die  in  zwei  eindeutig  einander 
entsprechenden  algebraischen  Gebilden  von  zwei  und  drei  Dimen- 
sionen auftreten  können.  Diese  Verhältnisse  lassen  sich  mit 
Hilfe  successiver  Transformationen  leicht  ttbersehen.  Wie  a.  a. 
O.  werden  sodann  die  f&r  die,  in  den  x  homogene  algebraische, 
irreductible  Gleichung 

^,normirten'^  Differentialausdrttcke  aufgestellt,  deren  Integrale 
allenthalben  endlich  bleiben.  Dabei  bleiben  höhere  Singularitäten 
von  f  =:  0  ausgeschlossen.  Die  Anzahl  p  dieser  Differentiale 
ist  dann  f&r  zwei  einander  eindeutig  entsprechende  algebraische 
Gebilde  von  r  Dimensionen  dieselbe,  womit  das  folgende  Theorem 
bewiesen  ist: 

;,Das  Geschlecht  p  der  r  fachen  algebraischen  Mannigfaltig- 
keit f  s=  0  ist  gleich  der  Anzahl  der  in  einer  rfachen  Mannig- 
faltigkeit vom  Grade  n— r— 2,  6  =  0  noch  unbestimmt  bleiben- 
den Constanten,  wenn  @  =  0  gezwungen  wird,  durch  jede 
jii  fache  auf /"  =  0  liegende  Afache  Mannigfaltigkeit  (^ci— r-f  A)fach 

Fonscbr.  d.  Math.  11.  2.  41 
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hindurchzugehen.  Für  ^  +  ä  ^  r  hat  ©  keiner  Bedingung  ra  ge- 
nügen. —  Die  Zahl  p  hat  die  Eigenschaft,  für  zwei  r fache 
Mannigfaltigkeiten  f  =  0,  F  =  0,  welche  sich  im  Allgemeinen 
Punkt  für  Punkt  eindeutig  entsprechen,  die  gleiche  zu  sein,  so 
dass  p  die  Classenzahl  ist  für  die  Classe,  zu  der  f=0  und 
F  =  0  gehören.  Die  Gleichheit  der  Zahl  p  ist  das  nothwendige 
(natürlich  nicht  hinreichende)  Kriterium  für  die  Möglichkeit  einer 
eindeutigen  rationalen  Transformation  zweierrfachen  algebraischen 
Mannigfaltigkeiten  in  einander'^. 

NB.    Die   rfache  Mannigfaltigkeit   bezieht  sich   hier  immer 
auf  r  von  einander  unabhängige  complexe  Veränderliche. 

St 

HoüSEL.     Homographie  et  perspective.      Nouv.  Ann.  (2)  ix. 

492-515.  1869. 
Der  Herr  Verfasser  hatte  sich  die  Aufgabe  gestellt,  durch 
Rechnung  unter  Benutzung  Cartesischer  Coordinaten  für  die 
Ebene  wie  für  den  Raum  zu  beweisen,  dass  zwei  homographische 
d.  i.  allgemein  coUinear  verwandte  Figuren  durch  blosse  Ver- 
schiebung und  Drehung  in  central  coUineare  oder  perspectivische 
Lage  gebracht  werden  können.  Für  die  Ebene  ist  diese  Frage 
bereits  mehrfach  geometrisch  und  analytisch  gelöst  und  kürzlich 
von  Herrn  Smith  in  der  Abhandlung  „Focal  Properties  of  Homo- 
graphic  Figures*'  im  zweiten  Bande  der  Proc.  of  Lond.  Mathem. 
Society  pag.  202  genauer  präcisirt.  Für  den  Raum  ist  die  vom 
Herrn  Verf.  gegebene  Lösung  dieser  Frage  irrthümlich,  wie  auch 
schon  Herr  Smith  in  der  Schluss-Note  derselben  Abhandlung 
pag.  248  gezeigt  hat.  (Siehe  Abschn.  VIIL  Cap.  5  A.  p.  394. 

Schz. 

L.  Painvin.     Note  sur  la  transformation  homographique, 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  97.  1870, 
Der  Verf.  behandelt  folgende  Frage:  Können  zwei  bomo- 
graphische  Figuren  durch  eine  passende  Verrückung  dahin  ge- 
bracht werden,  homolog  zu  sein?  Das  Resultat  ist  nach  einer 
längeren  Rechnung  mit  hinzugefügter  geometrischer  Interpretation 
folgendes:   Zwei  homographische  Figuren  des  Raumes  können 
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im  Allgemeinen  nicht  dahin  gebracht  werden,  homolog  zu  sein. 
Damit  dies  möglich  sei,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Curve  in  der  einen  Figur,  welche  dem  imaginären  Kugel- 
kreise  im  Unendlichen  in  der  anderen  entspricht,  auch  ein  Kreis 
ist.  Dann  giebt  es  zwei,  und  nur  zwei,  Arten,  dies  zu  bewerk- 
stelligen.   Dies  wird  dann  angegeben.  Mz. 

J.  Clerk  Maxwell.     On  reciprocal  diagrams  in  space, 
and  their  relation  to  Airy's  function  of  stress.  Proc.  of. 
L.  M.  S.  n.  58-60.  1869. 
Ist  F,  eine  beliebige  Function  der  Goordinaten  xyz,  gegeben, 
so   kann   zu  jedem  der  Punkte  xyz  ein  entsprechender  |jyf  be- 
stimmt werden  durch  die  Gleichungen: 

dF         _dF       ._dF 
^^  dx'    '^~  dy'     ^  "  da" 
Die  Goordinaten  £17^  werden  auf  Axen  bezogen ,   welche   denen 
der  icya  parallel^  aber  so  weit  entfernt  sind,    dass  die  beiden 
entsprechenden   Figuren   sich  nicht  schneiden.    Bildet  man  die 
Function 

so  genfigt  dieselbe  den  Gleichungen: 

d0  d*  d<I> 

^^-dT'  ^==^'  '  =  "dr* 

Die  Functionen  F  und  0  stellen  reciproke  räumliche  Diagramme 

vor.    Dieselben  können  verwendet  werden  zur  Darstellung  innerer 

Kräfte;  es  werden  zwei  Methoden  dafür  angegeben.    Die  erste 

ist  folgende: 

Sind  Oy  b  irgend  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  des  ersten 

Diagramms  und  er,  ß  die  entsprechenden  des  zweiten,  so  denke 

man  sich  um  ab  senkrecht  dazu  ein  Flächenelement  beschrieben. 

Ist  nun   die   auf  die  Einheit   dieser  Oberfläche  wirkende  Kraft 

zusammengesetzt   aus   einem   Zuge   parallel   zu  aß  und  gleich 

aß 
P'  -^  und  einem  Druck  parallel  zu  ab  und  gleich 

„/d'F  ,  d'F  ,  d'F\      ,^ 
^Cd^+di/^+^>    (P  =  constO, 

so  wird  ein  in  dieser  Weise  definirtes  System  von  inneren  Kräften 

41* 
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jeden  Punkt  des  ersten  Diagramms  in  Gleichgewicht  halten. 
Die  zweite:  Ist  a  irgend  ein  Oberflächenelement  des  ersten  Dia- 
gramms und  a  das  entsprechende  des  zweiten  und  wirkt  auf  a 
ein  gleichmässiger  normaler  Druck  gleich  P  fttr  die  Flächenein- 
heit, und  eine  Kraft  gleich  und  parallel  der  Resultante  dieses 
Druckes  auf  die  Fläche  a,  dann  wird  ein  so  definirtes  System 
von  inneren  Kräften  in  dem  ersten  Diagramm  jeden  Punkt  im 
Gleichgewicht  halten.  Schz. 

P.  Bretschneider.      Punktverwandtschaft    und  Linear- 
verwandtschaft ebener  Figuren.  Pr.  Plauen  i/v.  1870. 

Eine  von  einem  anderen  Ausgangspunkte  abgeleitete  Dar- 
stellung der  von  Magnus  (Grelle  J.  VIII.  u.  IX.)  analytisch  und 
von  Steiner  in  der  „Allgemeinen  Anmerkung^'  seiner  Entw.  d. 
Abh.  geom.  Gest.  synthetisch  entwickelten  Verwandtschaft  mit 
einigen  Anwendungen.  Schz. 

U.  DiNi.     Sopra  un  problema  che  si  presenta  nella  teoria 
generale  delle  rappresentazione   geografiche    di    una 

SUperficie  SU   di   Un'altra.     Brioschi  Ann.  (2)  III.  269-294.  1870. 

Nach  Herrn  Beltrami  lassen  sich  nur  Oberflächen  constanter 
Ertimmung  so  auf  einer  Ebene  eindeutig  abbilden,  dass  die 
Bilder  geodätischer  Linien  Gerade  werden.  Herr  Dini  untersucht, 
unter  welchen  Bedingungen  sich  irgend  zwei  Flächen  eindeutig 
so  aufeinander  abbilden  lassen,  dass  jeder  geodätischen  Linie 
der  einen  eine  geodätische  Linie  der  anderen  entspricht.  Aehn- 
lichkeit  der  kleinsten  Theile  wird  bei  dieser  ,,geodätischen  Ab- 
bildung^' nicht  verlangt.  Die  Beantwortung  der  Frage  stützt  sich 
auf  folgenden  Satz:  Fixirt  man  auf  einer  Oberfläche  2  beliebige 
Curven  Ä  und  By  so  kann  der  Ort  der  Funkte,  deren  geodätische 
Entfernungssumme  von  A  und  B  constant  ist  „geodätische  Ellipse", 
der  Ort  der  Punkte  von  constanter  Entfernungs-Differenz  „geodäti- 
sche Hyperbel''  genannt  werden.  Enthält  nun  eine  Oberfläche  eine 
Doppelschaar  isothermer, geodätischer  Ellipsen  und  Hyperbeln, 
welche  dieselbe  Basis  A  und  B  haben,  und  wählt  man  dieselben 
zu  Coordinatenlinien,  so  hat  das  Linien-Element  der  Oberfläche 
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die  Form: 

wo  UU^  nur  von  *  u,  FF,  nur  von  c  abhängen;  —  umgekehrt, 
wenn  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  so  sind  die  Curven  u  =■  const., 
t?  =  const.  (isotherme)  Hyperbeln  und  Ellipsen  in  Bezug  auf  die 
Cuiven  ilund  iJ,  deren  Gleichungen  sind: 

yVct/-A)  V,  du  -ßih-  v)  y.  dt  =  c,, 

c,  Cj  und  h  sind  Constante,  h  ist  so  zu  wählen,  dass  V—h  und 
Y—h  in  dem  betrachteten  Theil  der  Oberfläche  stets  positiv 
bleiben.  —  Nachdem  Herr  D.  diesen  Satz  entwickelt  hat,  er- 
ledigt er  die  Frage,  wann  sich  zwei  Flächen  S  und  S'  geodätisch 
aufeinander  abbilden  lassen.  Da  Aehnlichkeit  der  kleinsten 
Theile  nicht  verlangt  wird,  so  giebt  es  nach  Tissot  auf  S  eine 
einzige  Doppelschaar  orthogonaler  Curven,  die  bei  eindeutiger 
Abbildung  von  S  auf  S'  eine  eben  solche  zum  Bilde  hat.  Fasst 
man  diese  als  Coordinatenlinien  auf,  so  kann  die  Bedingung, 
dass  den  geodätischen  Linien  auf  S.  eben  solche  auf  S  ent- 
sprechen sollen^  einfach  analytisch  ausgedrückt  werden,  und  es 
ergiebt  sich,  dass  die  Linien-Elemente  auf  S  und  S'  von  folgen- 
der Form  sein  müssen: 

ds'  =  (JJ-Y)(JJ,du^+V,df>y, 

^*"  =  V  aV±b  "  aU+bJ\  a(iaU+b)  ^^''^  a(,ar+b)^^/ 

{U,  ü,  hängen  nur  von  m,  Fund  F,  nur  von  v  ab;  a  und  6  sind 
beliebige  Constanten).  Eine  Oberfläche  S  (resp.  ein  Theil  der- 
selben) lässt  sich  demnach  immer,  aber  auch  nur  dann  geo- 
dätisch abbilden,  wenn  auf  ihr  eine  Doppelschaar  orthogonaler, 
isothermer  geodätischer  Kegelschnitte  (mit  derselben  Basis)  vor- 
handen ist;  die  Abbildung  kann  aber  dann  (wegen  der  will- 
kürlichen Constanten  a  und  b)  auf  unzähligen  Flächen  S'  be- 
wirkt werden,  die  nicht  auf  einander  abwickelbar  sind.  Man 
bemerkt  sofort,  dass  den  Flächen  2^''"  Grades  und  sämmtlichen 
Botationsflächen  diese  Eigenschaft  zukömmt;  die  Grund -Curven 
Bchrampfen  in  diesen  Fällen  zu  Funkten  zusammen,  den  Nabel- 
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punkten.  Im  letzten  Theile  seiner  Arbeit  geht  Herr  Dini  näher 
auf  den  besonderen  Fall  der  Flächen  von  constanter  Krümmung 
ein.  K. 

Max  Nöther.     lieber  die  auf  Ebenen  eindeutig  abbild- 
baren algebraischen  Flächen.  Gott.  Nachr.  1870.  1-6. 

Von  den  in  Betracht  kommenden  Flächen  wird  vorausge- 
setzt, dass  aus  ihnen  durch  ein  Flächenbüschel  eine  einfach  un- 
endliche Schaar  rationaler  Curven,  und  zwar  durch  eine  Fläche 
des  Büschels  je  eine  Curve,  ausgeschnitten  wird.  Solche  Flächen 
lassen  sich  durch  eine  Reihe  eindeutiger  Abbildungen  zunächst 
auf  zwei  Flächenfamilien  reduciren,  dann  aber  auch  durch  weitere 
eindeutige  Abbildungen  Punkt  für  Punkt  eindeutig  auf  einer 
Ebene  abbilden.  Die  Reduction  auf  zwei  Flächenfamilien  lässt 
sich  auch  noch/n  dem  Fall  ausführen,  dass  eine  jede  Fläche 
des  Büschels  mehrere  Curven  aus  der  gegebenen  Fläche  aus- 
schneidet. T. 

E.  B.  Christoffel.  Sopra  un  problema  proposta  da  Dirichlet. 

Brioschi  Ann.  (2)  IV,  1-10.  1870. 

E.B.  Christoffel.  Ueber  die  Abbildung  einer  einblättrigen, 
einfach  zusammenhängenden,  ebenen  Fläche  auf  einem 

Kreise.     Gott.  Nachr.  1870.  288. 

E.  B.  Christoffel.  Ueber  die  Abbildung  einer  «-blättrigen, 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  auf  einem  Kreise. 

Gott.  Nachr.  1870.  359. 
Riemann  hat  in  seiner  Doctor- Dissertation  (S.  21)  gezeigt, 
dass  jede  einfach  zusammenhängende  Fläche  eindeutig  und  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  das  Innere  eines  Kreises  ab- 
gebildet werden  kann;  die  Form  der  Function  zu  bestimmen, 
welche  für  eine  gegebene  Begrenzung  der  Fläche  diese  Abbil- 
dung vermittelt,  unternimmt  Herr  Chr.  in  einer  Reihe  von  Ab- 
handlungen. In  einer  früheren  Arbeit  (Brioschi  Ann.  (2)  I,  89) 
handelt  es  sich  um  das  Innere  eines  einblättrigen  nseitigen  Po- 
lygons, die  obengenannten  betreffen  die  Ergänzungsfläche,  welche 
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nach  AuBschnitt  eines  nseitigen  Polygons  von  einer  unbegrenzten 
einblättrigen  Fläche  bleibt,  ferner  die  krurainlinig  begrenzte  ein- 
blättrige und  schliesslich  die  n- blättrige,  einfach  zusammenhängende 
Fläche.  In  allen  Fällen  wird  das  Innere  einer  Halbebene  (die- 
selbe ist  leicht  auf  dem  Kreise  abbildbar)  auf  die  betreffende 
Fläche  abgebildet;  die  umgekehrte  Abbildung  verlangt  die  In- 
version eines  Integrals  aus  einer  Funktion,  die  im  Allgemeinen 
nicht  algebraisch  ist.  Als  Beispiel  ftlr  die  Methode  der  Unter- 
suchung soll  hier  der  Gang  der  ersten  Abhandlung  (Br.  Ann.  (2)  I, 
89)  kurz  angedeutet  werden.  Die  unabhängige,  auf  das  Innere 
der  Halb-Ebene  beschränkte  Variable  sei  Z,  die  zu  bestimmende 
Function,  welche  die  Halb-Ebene  auf  das  Innere  eines  n-seitigen 
Polygons  abbildet,  sei  is;  A,,  A,,  . . .  A„  seien  die  Polygonwinkel, 
a^y  Gj,  ...  a„  die  auf  dem  Rande  (der  X-Axe)  der  Halb- Ebene 
gelegenen  Bilder  der  Polygon-Ecken.  Der  Herr  Verfasser  be- 
trachtet die  Grösse  -  * 

und  zeigt,  dass  dieselbe  in  der  ganzen  Halb-Ebene  von  Null 
verschieden,  eindeutig,  stetig  und  endlich  ist.  Da  nun  logX  dem 
imaginären  Theil  nach  längs  der  X-Axe  constant  bleibt,  so  folgt, 
dass  logX,  also  auch  X  in  der  Halb-Ebene  überall  constant  ist. 
Daher  ergiebt  sich: 

ia.-'Z)  ^    da^—Z)  "    ...  (öl.— Z)"ir--^  =  constant. 

Selbstverständlich  ist  wegen  der  Verzweigungspunkte  a,,  a^,  ...  a» 
Z  durch  diese  Gleichung  allein  noch  nicht  eindeutig  definirt; 
sie  wird  es  erst,  wenn  man,  wie  Herr  Chr.  an  dem  Beispiel  der 
Rechtecksabbildung  zeigt,  den  Zweig  von  Z  bezeichnet,  welcher 
die  Abbildung  leisten  soll.  Die  Grössen  a^l  ...  a»  gelten  als 
bekannte  Constanten,  jedem  Werthsystem  derselben  entspricht 
für  gegebene  A  ein  bestimmtes  Polygon;  ist  aber  das  Polygon 
gegeben,  so  sind  ciese  Quantitäten  aus  einer  Anzahl  transcen- 
denter  Gleichungen  zu  bestimmen.  —  Dass  diese  Bestimmung 
immer  möglich  ist,  hat  der  Herr  Verf.  nicht  a  posteriori  bewiesen. 
Dieser  Nachweis  ist  freilich  entbehrlich,  wenn  der  ßiemann'scbe 
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Satz,  dass  für  jede  beliebige  Begrenzung  der  einfach  znsammen- 
hängenden  Fläche  wirklich  eine,  die  verlangte  Abbildung  ver- 
mittelnde, Function  existirt,  ohne  Einschränkung  wahr  ist;  — 
am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  Gott.  Nachr.  369  verweist  jedoch 
der  Herr  Verf.  selbst  auf  die  Zweifel,  *die  gegen  den  genannten 
Satz  erhoben  worden  sind.  Fttr  das  Rechteck,  auch  f&r  die  Er- 
gänzungsfläche desselben,  ist  die  Abbildungsfrage  vollständig  ge- 
löst^ damit  auch  die  darauf  hinauslaufenden  Wärmeprobleme. 
Im  Falle  krummliniger  Begrenzung  der  einfach  zusammenhän- 
genden Fläche  fasst  Herr  Chr.  die  Curve  als  Grenze  eines  ein- 
geschriebenen Polygons  auf  und  wendet  die  früher  entwickelten 
Formeln  an.  Diese  setzten  die  Bilder  der  Polygon-Ecken  als 
gegeben  voraus,  deshalb  scheint  die  allgemeine  Abbildungsaof- 
gabe  nur  lösbar,  wenn'^ bekannt  ist,  wie  sich  die  Grenz- Curve 
auf  der  reellen  Axe  der  Halb-Ebene  abbildet;  der  Herr  Verf. 
zeigt  aber,  wie  die  Abbildung  auch-  ohne  diese  Kenntniss  in 
manchen  Fällen  gelingen  kann ;  im  Allgemeinen  (z.  B^  wenn  die 
Grenzkurve  aus  Stücken  verschiedener  Curven  zusammengesetzt 
ist)  scheint  die  Schwierigkeit  unüberwindlich;  zur  völligen  Lösung 
der  Frage  ist  daher  noch  ein  bedeutender  Schritt  erforderlich. 

K. 

H.  Schwarz,    lieber  einige  Abbildungsaufgaben.    Borchardt 

J.  LXX.  105-121.  1869. 

H.  Schwarz.     Conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines 
Tetraeders  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel.      Borchardt 

J.  LXX.  12M37.  1869. 

Die  Resultate  der  erstgenannten  Arbeit  sind  zum  Theil 
specielle  Fälle  der  oben  besprochenen,  die  auf  etwas  verschie- 
denem Wege  gewonnen  sind ;  dei  der  Abbildung  des  Quadrats 
werden  die  Bilder  der  Ecken  auf  dem  Rande  der  Halb-Ebene 
nicht  durch  den  Kalkül,  sondern  durch  eine  glückliche  Yer- 
muthung  bestimmt.  Die  Ergänzungsflächen,  sowie  den  Fall  der 
beliebig  krummlinigen  Begrenzung  hat  Herr  S.  nicht  in  den  Be- 
reich seiner  Untersuchungen  gezogen.  In  Betreff  der  im  vorher- 
gehenden Referat  hervorgehobenen  Constantenbestimmung  bemerkt 
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der  Herr  Verf.,  der  betreffende  Nachweis  sei  ihm  selbst  für  den 
Fall  des  Vierseits  gelungen,  für  den  allgemeinen  verdanke  er 
einen  solchen  Herrn  Weierstrass;  es  wäre  gewiss  sehr  dankens- 
werth,  wenn  diese  Beweise  auch  veröffentlicht  würden.  Neu  ist 
die  Abbildungsmethode  für  Polygone,  welche  von  Kreisbogen 
begrenzt  werden;  in  diesem  Falle  betrachtet  Herr  S.  die  Form 
der  Function 


dV      du      .  /  d  ,      du\^ 


(u  die  Variabele  des  Polygons,  t  die  der  Halb- Ebene);  enthält 
das  Polygon  im  Innern  keine  Windungspunkte,  so  ist  dieser 
Ausdruck  eine  rationale  Function  von  L  Am  Ende  der  ersten 
Abhandlung  wendet  sich  Herr  S.  zu  der  Aufgabe:  Die  ge- 
schlossene einfach  zusammenhängende  Oberfläche  eines  ebenen 
Polyeders  auf  die  Oberfläche  eiaer  Kugel  eindeutig  so  abzubil- 
den, dass  mit  Ausnahme  der  den  Ecken  entsprechenden  Punkte 
die  Abbildung  überall  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich,  in  diesen 
Punkten  aber  die  Stetigkeit  nicht  unterbrochen  sei.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  eine  solche  Abbildung  möglich  ist,  wird  die 
Form  der  abbildenden  Function  gegeben;  —  man  denkt  die 
Oberfläche  des  Polyeders  auf  einer  Ebene  u  abgewickelt,  die 
Kugel  durch  reciproke  Badiivectoren  eindeutig  auf  eine  Ebene  cc 
abgebildet  und  bezieht  diese  beiden  Ebenen  auf  einander.  Für 
den  Fall  der  regulären  Polyeder  lässt  sich  die  Lösung  nach- 
träglich leicht  verificiren.  Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt 
sich  eingehend  mit  dem  Tetraeder  und  kommt  zu  dem  Resultat: 
„Die  Aufgabe  der  conformen  Abbildung  eines  Tetraeders  auf 
die  Oberfläche  einer  Kugel  mit  der  Bedingung,  dass  die  Punkte 
'beider  Flächen  einander  eindeutig  entsprechen  sollen,  ist  stets 
lösbar,  und  zwar  lässt  diese  Aufgabe  nur  eine  Lösung  zu,  wenn 
festgesetzt  wird,  dass  drei  gegebenen  Punkten  der  einen  Fläche 
beziehlich  drei  gegebene  Punkte  der  anderen  entsprechen  sollen.^* 

K. 

H.  Schwarz.  Notizia  suUa  rappresentazione  di  un'  elHsse 

SOpra  Un   circolo.     Brioschl  Ann.  (2)  IIL  166.  1870. 
Ein   elliptisch   begrenztes  Flächenstück  (ti)  wird  durch  die 


Digitized  by  VjOOQIC 


ß2g  IX.  Abschnitt.    ADalytUche  Geometrie. 

Function 

r2K        .     \ 
s  =  smaraf  —  arcsmii^ 

eindeutig  und   conform  auf  das   Innere   eines   Kreises  C«)  ab- 
gebildet. K. 

E.  Jochnxann.     Zur  Abbildung  der  Rechtecke  auf  der 
Kreisfläche.    Schlömiich  z.  XIV.  532.  1869. 

Den  Parallelen  zu  den  Rechtecksseiten  entsprechen  in  dem 
conformen  Kreisbilde  orthogonale  Curvensysteme  4**"  Grades, 
welche  Herr  Joehmann  einer  eingehenden  Untersuchung  unterwirft. 

K. 

H.  Weber,     lieber  ein  Problem  der  Abbildung.     Ciebsch 

Aon.  IL  140.  1869. 
Die  Fläche   einer  Lemniskate   lässt   sich   durch   eine  alge- 
braische (event.  rationale)  Function  conform  auf  den  Kreis  ab- 
bilden. K. 

R.  Hoppe.     Abbildung    der    Flächen   2^^^  Grades   nach 
Aehnlichkeit  der  Flächenelemente.      ciebsch  Ann.  IL  50i. 

1870. 
Von  den  centrischen  Oberflächen  zweiten  Grades  werden 
zunächst  die  Octanten  auf  je  ein  Rechteck  (dessen  eine  Seite 
bei  den  Byperboloiden  ins  Unendliche  rückt)  zusammenhängend 
und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet;  die  8  Recht- 
ecke werden  in  zwei  Reihen  zu  je  vier  zu  einem  einzigen  zu- 
sammengestellt; dasselbe  bildet  das  erste  Bild  der  Gesammt- 
Oberfläche,  in  welchem  aber  mehrere  Theile  getrennt  liegen,' 
die  auf  der  Oberfläche  zusammenhängen.  Dieser  Zusammenhang 
wird  durch  eine  Abbildung  des  Rechtecks  auf  eine  zweite  Ebene, 
so  weit  wie  möglich,  wieder  hergestellt.  Das  EUipsoid  erscheint 
schliesslich  auf  das  Innere  einer  Ellipse  abgebildet;  die  Ellipse 
ist  Bild  des  Normalbogens,  der  zwei  Nabelpunkte  verbindet  und 
längs  dessen  man  die  Oberfläche  aufgeschlitzt  denkt.  Das  ein- 
schalige Hyperboloid  wird  auf  der  unbegrenzten  Ebene  abge- 
bildet; der  elliptische  Hauptschnitt  ist  in  einen  Kreis  verwandelt, 
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das  Innere  stellt  die  eine  Hälfte  des  Hyperboloids  (der  Mittel- 
punkt die  unendlich  entfernten  Punkte),  das  Aeussere  die  andere 
dar.  —  Analog  gestaltet  sich  die  Lösung  bei  den  nicht  centralen 

Flächen  2**"  Grades.    Litterat  Borchardt  J.  LIX,  74. 

K. 

F.  A.Grunert.  lieber  conforme  Kartenprojectionen.  Granert 

Arch.  L.  176-216.  1869. 
Herr  6.  macht  zunächst  auf  zwei  die  Theorie  der  Karten- 
projectionen betreffende  Arbeiten,  die  eine  von  A,  Germain 
(Paris  A.  Bertrand),  die  andere  von  Wittstein  (Astronom.  Nachr. 
No.  1704)  in  empfehlender  Weise  aufmerksam  und  behandelt 
sodann  die  conforme  Abbildung  des  Sphäroids  auf  eine  Ebene, 
bei  welcher  die  Meridiane  in  Gerade  durch  einen  Punkt  0,  die 
Parallelkreise  in  Kreise  um  0  verwandelt  werden,  während  die 
(geogr.)  Längen  auf  dem  Sphäroid  zn  den  entsprechenden 
Winkeln  des  Bildes  in  constantem  Verhältniss  bleiben.  Herr  G. 
befolgt,  wie  er  erklärt,  im  Wesentlichen  die  Methode  von  Lambert, 
dessen  Verdienst  um  diese  Theorie  er,  namentlich  Gauss  gegen- 
über, hervorhebt  Die  Arbeit  ist  ihrem  pädagogischen  Zwecke 
entsprechend  recht  ausführlich  gehalten.  K. 

F.EiSENLOHK.  Ueber  Flächenabbildung,  Borchardt  j.  Lxxii. 

144-151.  1870. 
Bildet  man  ein  gekrümmtes  Flächenstück  nach  Aehnlichktit 
der  kleinsten  Theile  auf  eine  Ebene  ab,  so  erscheint  die  Con- 
tour  desselben  im  Bilde  verzerrt,  die  Bilder  der  geodätischen 
Linien  mehr  oder  weniger  gekrümmt.  Für  die  Kartenzeichnung 
ist  es  deshalb  von  Interesse,  unter  allen  möglichen  conformen 
Abbildungen  (für  jede  besondere  Begrenzung)  diejenige  zu  be- 
stimmen, welche  die  geringste  Verzerrung  zeigt.  Herr  Eisenlohr 
bemerkt  nun,  dass  sich  die  Grösse  der  Verzerrung  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  und  für  ein  gegebenes  Flächenstück  nach  fol- 
genden Weisen  messen  lässt.  An  irgend  einer  Stelle  des  Bildes 
erhalten  diejenigen  geodätischen  Linien  des  Originals,  welche 
senkrecht  zu  einer  Curve  gleicher  Vergrösserung  stehen,  keine, 
die  von  jener  Curve  berührten  geodätischen  Linien  aber  die 
grösste  Krümmung.    Der  Fehler  in   einem  Punkte   des  Bildes 
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kann  daher  durch  die  Krümmung  der  geodätischen  Linie  ge- 
messen werden,  welche  in  diesem  Punkte  die  Linie  gleicher 
Vergrösserungen  berührt.  Der  Gesammtfehler  ist  ein  Integral, 
dessen  Element  das  Flächenelement  des  Bildes  ist,  multiplicirt 
mit  dem  Quadrat  der  grössten  Krümmung  in  demselben.'  Herr 
Einsenlohr  stellt  nun  die  Bedingung  fest,  unter  welcher  dieses 
über  das  Gesammtbild  erstreckte  Integral  ein  Minimum  wird. 
Die  Untersuchung  behandelt  zunächst  die  Abbildung  zweier  be- 
liebigen Flächen  aufeinander,  auf  denen  eine  Doppelschaar  or- 
thogonaler, isothermer  Linien  zu  Goordinatenlinien  gewählt  sind. 
Man  erhält  den  Satz :  Die  Abbildung  zeigt  im  Innern  die  kleinste 
Verzerrung,  wenn  die  Vergrösserung  auf  dem  ganzen  Umfange 
der  Begrenzung  denselben  Werth  behält.  Nimmt  man  zu  dieser 
Bedingung  diejenigen,  welche  sich  auf  die  Stetigkeit  des  Ver- 
grösserungsfactors  beziehen,  (cf.  Weber,  Borchardt  J.  LXVIL 
231  u.  f.)  so  ist  die  Art  der  conformen  Abbildung  völlig  be- 
stimmt. Herr  E.  betrachtet  schliesslich  die  Abbildung  der  Kugel 
auf  eine  Ebene  und  geht  insbesondere  auf  den  Fall  ein,  dass 
das  abzubildende  sphärische  Flächenstttck  von  zwei  Meridianen 
und  zwei  Parallelkreisen  begrenzt  wird.  K. 

A.  KiBAUcouR.     Sur  la  däformation  des  surfaces.    C.   R. 

LXX.  330.  1870. 

Wenn  ein  der  Gestalt  nach  unveränderlicher  Körper  vier 
Bedingungen  unterworfen  ist,  beschreiben,  wie  Mannheim  gezeigt 
hat,  seine  Punkte  Oberflächen,  deren  Normalen  sich  alle  in 
einem  gegebenen  Augenblicke  auf  zwei  Gerade  stützen.  Schnei- 
den sich  diese  Paare  von  Geraden  immer,  so  bildet  der  Ort  ihrer 
Schnittpunkte  im  ^Körper  und  im  Räume  2  aufeinander  ab- 
wickelbare Flächen.  Herr  Ribaucour  hat  diesen  Satz  zum  Aus- 
gangspunkt seiner  Untersuchungen  über  Deformation  gemacht, 
deren  Ergebnisse  ohne  weiteren  Beweis  mitgetheilt  sind.  Von 
denselben  seien  folgende  angefahrt: 

In  jeder  Tangenten-Ebene  einer  Fläche  (^Ä)  sei  ein  Punkt 
M  gegeben,  den  man  durch  die  (krummlinigen)  Coordinaten  u 
und  V  des  Berührungspunktes  A  bestimmt  denke;  durch  Jf  sei 
eine  ParaUele  zur  Normale  in  A  gezogen.    Diese  Parallelen  sind 
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Tangenten  zweier  Oberflächen  B  und  C,  welche  von  den  durch 
M  gehenden  Geraden  in  B  und  C  berührt  werden  mögen.  Denkt 
man  die  Oberfläche  C^)  deformirt,  während  die  Tangenten-Ebenen 
und  die  Punkte  M  mit  ihr  fest  verbunden  bleiben,  so  htMB.MC 
constant.  —  Denkt  man  in  jeder  Tangenten-Ebene  von  A  eine 
Curve  verzeichnet  und  schneiden  alle  diese  Curven  irgend  eine 
Flächenfamilie  rechtwinklig,  so  behalten  sie  diese  Eigenschaft;, 
wenn  (^A)  deformirt  wird.  Sind  die  Curven  Kreise,  so  gehört 
die  rechtwinklig  durchschnittene  Flächenschaar  einem  dreifachen 
Systeme  orthogonaler  Flächen  an,  welche  Hen-  Ribaucour  cyklische 
Systeme  nennt.  Jeder  Oberfläche  (A)  erscheinen  unzählig  viele 
cyklische  Systeme  zugeordnet,  deren  Bestimmung  von  der  Lösung 
einer  nicht  linearen  partiellen  Difierential-Gleichung  2^^'  Ordnung 
mit  2  unabhängigen  Variablen  abhängt.  Die  Integration  erscheint 
nur  in  wenigen  Fällen  möglich;  Herr  Ribaucour  theilt  aber  mit, 
dass  er  ohne  dieselbe  verschiedene  derartige  Systeme  entdeckt 
babe.  K. 

A,  KiBAUCOUR.     Sur  la  d^formation  des  surfaces,   inat.  i. 

sect.  XXXVII.  389.  1869. 
Die  kurze  und  nicht  recht  verständliche  Notiz  berichtet  Über 
Sätze,  welche  Herr  Ribaucour  in  der  Sociötä  Philomathique  de 
Paris  mitgetheilt  hat.  Dieselben  betrefi^en  Methoden,  nach  denen 
aus  einer  Gruppe  auf  einander  abwickelbarer  Flächen  neue 
Flächen  dieser  Art  abgeleitet  werden  können.  K. 

C.  ExNER.     Ueber    die    Gestalt   kleiner   Flächenstticke, 

Orunert  Arch.  LI.  7-9.  1870. 

K. 

Blaz£K.     Ueber  das  dreiaxige  Ellipsoid  als  Deformation 

der   Kugel   aufgefasst.     Prag.  Ber.  1869.  29  31. 

Der  Herr  Verf.  betrachtet  das  Ellipsoid  mit  den  Halbaxen 
a,  b,  c  als  Deformation  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r  in  der 
Weise,  dass  einem  jeden  Punkte  x,  y,  «  in,  auf  oder  ausserhalb 
des  letzteren  Gebildes  ein  entsprechend  gelegener 

ax       by       C9 
r        r         r 
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am  ersteren  Gebilde  beigeordnet  ist,  und  beweist  auf  elementare 
Weise  Lehrsätze  über  die  dem  Ellipsoid  ein-  oder  umgeschriebenen 
Polyeder  vom  grössten  oder  kleinsten  Volumen. 

Mz. 


F.  Klein  und  S,  Lie.  Sur  une  certaine  famille  de 
courbes  et  de  surfaces.  C.  R.  LXX.  1222-1226.  1275-1279. 
1870. 

Die  Untersuchung  betrifft  diejenigen  Curven,  welche  durch 
unendlich  viele  sich  continuirlich  an  einander  anschliessende 
lineare  Transformationen  in  sich  selbst  Übergefährt  werden,  so- 
wie Flächen,  die  in  bestimmter  Weise  durch  zweifach  unendlich 
viele  Curven  der  genannten  Art  erzeugt  werden  und  in  Folge 
dessen  die  Eigenschaft  besitzen,  durch  zweifach  unendlich  viele 
vertauschbare  lineare  Transformationen  ungeändert  zu  bleiben. 
Die  Verf.  gehen  wesentlich  darauf  aus,  zu  zeigen,  wie  diese 
Flächen  und  Curven  eben  vermöge  ihrer  hierin  enthaltenen  De- 
finition eine  grosse  Menge  sonstiger  geometrischer  Eigenschaften 
besitzen.  Insbesondere  entwickeln  sie,  wie  die  fraglichen  Curven 
und  Flächen  in  sich  selbst  übergehen  durch  eine  unbegrenzte 
Reihe  geometrischer  Verwandtschaften,  die  aus  den  erzeugenden 
linearen  Transformationen  auf  einfache  und  nothwendige  Weise 
erwachsen.  Zu  diesen  Curven  und  Flächen  gehören  beispiels- 
weise, abgesehen  von  den  Kegelschnitten,  den  Flächen  zweiten 
Grades,  den  Raumcurven  dritter  Ordnung:  die  logarithmische 
Spirale,  die  Loxodrome  auf  der  Kugel,  die  Flächen,  deren 
Gleichung   die  folgende  ist: 

a?°y*»^  =  const. 

u.  s.  w.  Auch  stehen  diese  Untersuchungen  im  engsten  Zu- 
sammenhange mit  dem  in  neuerer  Zeit  wiederholt  betrachteten 
Linien-Complex,  dessen  Gerade  ein  Tetraeder  nach  constantem 
Doppelverhältnisse  schneiden.  Eine  ausführlichere  Darlegung 
dieser  Betrachtungen,  zunächst  nur  so  weit  sie  sich  auf  ebene 
Curven  beziehen,  haben  die  Verf.  inzwischen  in  den  mathema- 
tischen Annalen  gegeben  ((Band  IV.  p.  50-84),  auf  welche  denn 
hier  verwiesen  werden  mag.  Kln. 
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A.  Clebsch.    Ueber  die  Abbildung  algebraischer  Flächen. 

Gott.  Nachr.  1870  486-489. 
Der  Herr  Verf.  bespricht  in  dieser  Note  die  Abbildung  der 
algebraischen  Flächen  5**""  Ordnung  auf  einer  Ebene  für  den 
Fall,  dass  die  Flächen  eine  Doppelcurve  4*"  Ordnung  besitzen. 
Zur  Abbildung  wird  eine  zweiblättrige  Ebene  benutzt.  Eine 
ausfllhrlichere  Darlegung  dieser  Art  der  Abbildung  und  der  in 
der  Note  angegebenen  Principien  behält  sich  der  Herr  Verf.  ftlr 
eine  andere  Gelegenheit  vor.  T. 

A.  Clebsch.   üeber  die  Abbildung  algebraischer  Flächen, 
insbesondere  der  vierten  und  fünften  Ordnung.  Clebscli 

Ann.  I.  253.  1869. 
Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  eine  allgemeine  Ex- 
position der  eindeutigen  Abbildung  algebraischer  Flächen  auf 
eine  Ebene.  Bei  der  hervorragenden  Wichtigkeit,  welche  diese 
Art  von  Betrachtungen  in  der  neueren  Geometrie  gewonnen  hat, 
mag  eine  kurze  Auseinandersetzung  des  früher  in  dieser  Richtung 
Geleisteten  hier  Platz  finden.  Eindeutige  Verwandtschaften, 
welche  über  die  CoUineation  hinausgehen,  sind  zunächst  zwischen 
zwei  Ebenen  untersucht  worden :  die  Betrachtung  der  einfachsten^ 
der  sogenannten  quadratischen ,  geht  bis  auf  Poncelet,  PlUcker, 
Magnus  und  Steiner  zurück.  Die  allgemeinsten  derartigen  Ver- 
wandtschaften betrachtete  Cremona  in  zwei  wichtigen  Abhand- 
lungen, die  1863  und  1865  in  den  Abhandlungen  der  Acaderaie 
zu  Bologna  erschienen,  und  darf  der  Gegenstand  seitdem  als 
eine  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  angeschlossene  selbst- 
ständige  Disciplin  betrachtet  werden.  Von  mehreren  Flächen 
hat  man  seit  langer  Zeit,  ob  auch  ohne  Bewusstsein  des  allge- 
meinen Princips,  die  Flächen  zweiten  Grades  auf  die  Ebene  ein- 
deutig bezogen,  oder,  wie  man  sagt,  abgebildet.  Denn  das  Ver- 
fahren der  stereographischen  Projection  einer  Kugel  auf  eine 
Ebene  ist  nichts  Anderes  als  eine  solche  Abbildung.  Diese  Ab- 
bildung ist  bekanntlich  zugleich  eine  conforme,  was  im  Allge- 
meinen bei  diesen  Abbildungen  nicht  der  Fall  ist,  indem  viel- 
mehr der  ganze  Nachdruck  einzig  auf  den  eindeutigen  algebra- 
ischen Zusammenhang  zwischen  Fläche  und  Ebene  zu  legen  ist.  — 
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Andererseits  hatte,  was  wieder  auf  eine  eindentige  Abbildang 
der  Fläche  auf  die  Ebene  zurückkommt,  Plttcker  1847  im  Crelle'- 
schen  Journale  Bd.  34  den  Gedanken  entwickelt,  den  Punkt  auf 
dem  einschaligen  Hyperboloide  ähnlich  wie  den  Punkt  in  der 
Ebene  durch  2  Coordinaten  eindeutig  zu  bestimmen,  namenflich 
durch  die  beiden  Strecken,  welche  von  ihm  aus  gerechnet  auf 
den  beiden  durch  ihn  gehenden  Erzeugenden  durch  zwei  feste 
Erzeugende  der  Fläche  abgeschnitten  werden.  Aber  die  eigent- 
liche Theorie  der  Flächenabbildung  begann  erst,  als  Chasles 
1863  in  den  Comptes  Rendus  die  Geometrie  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  vermöge  einer  eindeutigen  Beziehung  derselben 
auf  die  Ebene  ausführlich  behandelte.  Den  Gedanken,  die  Geo- 
metrie auch  auf  höheren  Flächen  mit  der  Geometrie  der  Ebene 
in  Zusammenhang  zu  bringen,  fassten  gleichzeitig  Clebsoh  and 
Cremona,  indem  sie  unabhängig  von  einander  im  Anschluss  an 
die  Grassmann'sche  Erzeugungsweise  die  Flächen  dritter  Ord- 
nung in  diesem  Sinne  behandelten.  Die  bez.  Arbeit  von  Clebsdi 
ist  im  65*^"  Bde.  von  Borchardfs  Journal  mitgetheilt;  Cremona's 
Abhandlung  fand  erst  später  Veröffentlichung  (Borchardt's  Journal 
Bd.  68)  als  Bestandtheil  der  bei  der  Berliner  Academie  einge- 
reichten Preisarbeit  über  die  Flächen  dritter  Ordnung.  Im 
g^ten  ^^Q  desselben  Joumars  findet  sich  bereits  eme  bez.  Arbeit 
von  Clebsch  über  die  Steiner'sche  Fläche  und  die  Linienfläcbe 
dritter  Ordnung,  der  sich  im  68*^"  Bde  ein  Aufsatz  über  die 
Fläche  vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  anschliesst.  (Vergl. 
Fortschr.  d.  M.  I.  p.  258). 

Der  vorliegende  Aufsatz^  der  im  Auszuge  bereits  in  den 
Rend.  d.  Ist.  Lomb.  erschienen  war  (vergl.  Bd.  I.  dieser  Fort- 
schritte p.  235)  giebt  zunächst  eine  übersichtliche  Auseinander- 
setzung der  Erscheinungen,  welche  sich  im  Allgemeinen  bei  einer 
solchen  Abbildung  einstellen.  Geht  man  von  der  Abbildungs- 
ebene  aus,  so  zeigen  sich  in  ihr  eine  Anzahl  sogenannter  Fundamen- 
talpunkte, denen  auf  der  Fläche  Gerade,  Kegelschnitte, . . .,  immer 
aber  rationale  Gurven  entsprechen.  Indem  der  Verf.  diese  Fan- 
damentalpunkte  und  die  Ordnung  der  Abbildungscurven  ebener 
Schnitte  gegeben  sein  lässt,  bestimmt  er  die  Ordnung  der  abge- 
bildeten Fläche,  den  Grad  ihrer  Doppelcurve,  (die  eine  auf  die 
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Ebene  abbildbare  Fläche  im  Allgemeinen  besitzt);  so  wie  die 
Singularitäten  der  auf  der  Fläche  liegenden  algebraischen  Bftum- 
corven,  welche  gegebenen  Gurven  der  Bildebene  entsprechen. 
Die  Abbildung  der  Doppelcurve  geschieht  dabei  so,  dass  jedem 
ihrer  Punkte  zwei  Punkte  der  Bildebene  entsprechen,  so  dass 
in  den  einfachsten  Fällen,  wo  die  Doppelcurve  eine  rationale 
Curve  ist,  das  Bild  eine  hyperelliptische  Curve  wird.  —  Statt 
von  der  Abbildungsebene  kann  man  auch  von  der  abzubildenden 
Fläche  selbst  ausgehen.  Dann  ist  im  Allgemeinen  ein  höheres 
algebraisches  Problem  zu  lösen,  wenn  die  Abbildung  geleistet 
werden  soll,  und  es  entstehen  also  mehrere  gleichberechtigte 
Abbildungsarten.  Beispielsweise  verlangt  die  Abbildung  der 
Fläche  dritter  Ordnung  die  Kenntniss  ihrer  27  Geraden  und  ist 
dann  auf  72  Weisen  möglich. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  sind  die  allgemeinen  Prin- 
cipien  noclr  insbesondere  angewandt  zur  Untersuchung  der 
Flächen  vierter  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden  ^  der  Fläche 
fünfter  Ordnung  mit  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  als  Doppel* 
curve  und  der  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  zwei  sich  nicht 
Behneidenden  Doppelgeraden.  (Eine  zusammenhängende  Dar- 
stellung der  Verhältnisse  bei  der  eindeutigen  Abbildung  ist  in 
neuester  Zeit  ven  Darboux  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen  des 
Bulletin  des  Sciences  Math^mathiques  t  II  gegeben  worden, 
worauf  hier  verwiesen  sein  mag.)  Kln. 

A.  Clesch.  Bemerkung  über  die  Geometi-ie  auf  den 
windschiefen  Flächen  dritter  Ordnung.  Clebsch  Ann.  i. 
634-636.  1869. 

Im  Anschluss  an  die  vorhin  erwähnte  Abbildung  der  gerad- 
linigep  Flächen  dritter  Ordnung  (vergl.  Borchardt's  Journal  LXVII.) 
zeigt  der  Verf.,  dass  auf  einer  solchen  Fläche  Curven  vom  Qe- 
Bchlechte  p  =  0  in  unbegrenzt  vielen  Arten  existiren,  nicht  aber 
Curven  von  einem  anderen  Geschlecht.  Vielmehr  giebt  es  fUr 
jeden  gegebenen  Werth  von  p  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Curvenarten  auf  der  Fläche. 

Kln. 

Kortschr.  d.  Math.  11.  2.  42 
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A.  Clebsch.  Ueber  die  ebene  Abbildung  der  gerad- 
linigen Flachen  vierter  Ordnung,  welche  eineDoppel- 
curve  dritten  Grades  haben.    Clebsch  Ann.  IL  445-467. 1869. 

Die  bez.  Fläche  wird  mit  Httlfe  der  oben  besprochenen 
Frincipien  der  Abbildangstheorie  behandelt. 

Ein. 

E.  Armenante.  Intonio  alla  rappresentazione  delle 
supei-ficie    gobbe    di    genere  p  =  0    sopra    un   piano. 

Briofichi  Ann.  (2)  IV.  50-73.  1870. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  einmal  an  eine  Abhandlang  von 
Cremona  (cf.  Fortschritte  I.  p.  259)  über  Linienfläehen  vom  6e- 
schlechte  p  =  0,  die  zwei  Leitlinien  besitzen^  an,  andererseits 
bedient  sie  sich  derjenigen  Methoden,  die  Clebsch  in  dem  vor- 
besprochenen Aufsätze  entwickelt  hat.  Dass  Linienflächen  vom 
Geschlechte  p  =  0,  und  nur  diese  auf  der  Ebene  abbildbar  sind, 
hat  Cremona  bereits  gezeigt.  Der  Verf.  bewerkstelligt  diese 
Abbildung  ganz  allgemein  für  Linienfläehen  beliebiger  Ordnung. 
Die  Abbildung  zeigt  immer  einen  höheren  Fundamentalpankt  be- 
ziehungsweise mit  einigen  festen  Tangenten  und  ausserdem  eine 
Reihe  einfacher.  Er  reducirt  dieselbe  vermöge  einer  geeignet 
bestimmten  Cremona'schen  Transformation  auf  eine  normale  Ab- 
bildung, die   unter  allen  möglichen  die  niedrigsten  Abbildongs- 

functionen   benutzt,   nämlich   bez.  von   den   Graden  ^—^    und 

— ^ ,  je  nachdem  der  Grad  n  der  Fläche  gleich  ist  2m-{-l  oder 

gleich  2m.  Hierbei  sind  übrigens,  wie  sich  aus  einer  neueren 
Arbeit  von  Clebsch  (Clebsch  Ann.  Bd.  V.  p.  1)  ergiebt  (über  die 
seiner  Zeit  referirt  werden  soll),  nur  gewisse,  so  zu  sagen  allge- 
meinste Fälle  eingeschlossen,  indem  in  besonderen  Fällen  die 
niedrigst  zulässige  Abbildung  von  einer  höheren  als  der  eben 
angegebenen  Ordnung  werden  kann.  Der  Verf.  erläutert  seine 
Methode  an  der  Linienfläche  n"'"  Grades  mit  (a— l)facher  Leit- 
linie, insbesondere  an  der  Linienfläche  vierter  Ordnung  mit  drei- 
facher Leitgeraden.  Kln. 
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G.  Korndörfer.  Die  Abbildung  einer  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  einer  Doppelcurve  zweiten  Grades  und 
einem  oder  mehreren  Knotenpunkten.  ciebsch  Ann.  I. 
592,  II.  41.  1869.    III.  496   1870.    IV.  117.  1871. 

lieber  die  Abbildung  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einem 
Doppelkegelschnitt,  die^sonst  keine  singulären  Punkte  besitzt, 
welche  Clebsch  Borchardt's  J.  Bd.  (57  gab,  wurde  bereits  im 
ersten  Bande  dieser  Fortschritte  p,  2öH  referirt.  Korndörfer 
hat  nun  in  ähnliche^:  Weise  die  besonderen  Fälle  behandelt, 
welche  bei  dieser  Fläche  auftreten  können.  Diese  Fälle  be- 
stehen entweder  in  dem  Hinzutreten  von  Knotenpunkten  oder 
darin,  dass  der  Doppelkegelschnitt  in  zwei  sich  schneidende  Ge- 
rade aufbricht,  welche  gelegentlich  auch  zusammenfallen  können. 
Am  Schlüsse  der  Arbeit  ist  eine  Uebersicht  über  die  überhaupt 
vorkommenden  Fälle  zugefügt.  Der  Fall,  auf  welchen  Cayley 
neuerdings  aufmerksam  machte  (in  den  Proc.  of-the  London 
Math.  Society  III ),  dass  der  Doppelkegelschnitt  in  einen  Cuspidal- 
kegelschnitt  übergeht,  ist  bei  Komdörfer  nicht  behandelt. 

Kln. 

A.  Clebsch.  Ueber  gewisse  Probleme  aus  der  Theorie 
der  Obei-flächen.    Qött.  Nachr.  1870.  253. 

Auszug  aus  dem  Folgenden.  Kln. 

A.  Clebsch.  Ueber  den  Zusammenhang  einer  Classe 
von  Flächenabbildungen  mit  der  Zweitheilong  der 
AbeFschen  Functionen.    Clebsch  Ann.  Iii.  45-75.  1870. 

Während  die  eindeutige  Abbildung  einer  Fläche  auf  eine 
Ebene,  falls  sie  möglich  ist,  im  Allgemeinen  auf  ein  höheres  al- 
gebraisches Fundamentalproblfim  führt,  ist  die  Lösung  eines 
solchen  bei  der  Beziehung  der  Fläche  auf  eine  mehrfache  Ebene 
nicht  nöthig;  die  Fläche  kann  z.  B.  zu  einer  mehrfachen  Ebene 
dadurch  in  Beziehung  gesetzt  werden,  dass  man  sie  von  einem 
beliebigen  Punkte  aus  projicirt.  Die  Blätter  der  mehrfachen 
Ebene  hängen  längs  einer  Curve,  der  „Uebergangscurve**,  zu- 
sammen.   [Es  mag  hier  ausdrücklich  auf  den  Unterschied  solcher 
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mehrfachen   Flächen   von    den    Riemann'sehen    Flächen    hinge- 
wiesen werden.    Die  Punkte  einer  Riemann'schen  Fläche  haben 
reelle  Goordinaten,  umfassen  daher  nur  ein  doppelt  unendliches 
Werthgebiet,  und  die  Blätter  hängen  nur  in  einzelnen  Punkten 
zusammen.    Hier  dagegen  können  die  Punktcoordinaten  complexe 
Werthe  annehmen,   sie  erflillen  ein  vierfach  unendliches  Werth- 
gebiet,  und  die  verschiedenien  Blätter  dös  Gebietes  hängen  längs 
einer   zweifach   unendlichen   Mannigfaltigkeit,  d.  h.  einer  Cnrve 
zusammen.]    Das   Problem   der   eindeutigen   Abbildung    ist  da- 
durch auf  das  Problem  der  Abbildung  einer  mehrfachen  Ebene 
mit  gegebener  Uebergangscurve  auf  eine  einfache  zurückgeführt. 
Für   die  Untersuchung    der   bisher  gekannten   eindeutigen 
Flächenabbildungen  gentigt  es,  eine  Doppelebene  zu  betrachten, 
da   die  Abbildung   auf  eine   solche   in  allen  bekannten    Fällen 
ohne  Weiteres  geleistet  werden  kaun.    Es  zeigt  sich  nun,   dass 
der  Uebergang  von  einer  Doppelebenc  zu  einer  einfachen  Ebene, 
sofern  er  möglich  ist,  immer  nur  auf  die  Zweitheilung  derjenigen 
Abel'schen  Functionen   führt,,  welche   von  der  Uebergangscurve 
abhängen,   wodurch   dann   der  Charakter  der   erwähnten  Fun- 
damentalprobleme eine  eigenthümliche  Beleuchtung  erfährt    Es 
muss  übrigens  hinzugeftlgt  werden,   dass    dieses  Zweitheilungs- 
problem  in  solchen  Fällen,  wo  man  von  einer  Fläche  ausgehend 
erst  zur  Doppelebene  gelangt  ist,  im  Allgemeinen  eine  Reduction 
dadurch   erfähii;,   dass   eine  seiuer  Lösungen  oder  eine  Lösung 
seiner  Resolvente  als  bekannt  zu  adjungiren  ist    Beispielsweise 
•verlangt  die  Abbildung  der  Doppelebene  mit  einer  Uebergangs- 
curve vierter  Ordnung  die  Bestimmung  der  28  Doppeltangenten. 
Die  Abbildung  einer   Fläche  dritter  Ordnung  durch  Projection 
von   einem   ihrer  Punkte  aus   führt  aber  auf  eine  Uebergangs- 
curve  vierter  Ordnung,   von  der   eine  Doppeltangente   bekannt 
ist,  insofern  sie  dem  Projectionspunkte  entspricht;  die  27  übrigen 
sind  die  Bilder  der   27    Geraden  der  Fläche   (eine  Beziehung, 
auf  die  Geiser  zuerst  aufmerksam  gemacht  hat  (Clebsch  Ann.  L 
129  s.  p.  417))    und  bleiben  noch   zu   bestimmen.  —   Als  An- 
wendung der  hiermit  angedeuteten  Principien  behandelt  der  Verf. 
die  Abbildung   der  Fläche   dritter  Ordnung,   der  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt,  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
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Doppelgerade  und  der  Fläehe  fünfter  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
corve  vierter  Ordnung.  Die  Uebergangscurve  wird  in  den  beiden 
ersten  Fällen  eine  Curve  vierter  Ordnung,  im  dritten  Falle  eine 
Curve  sechster  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Punkt  und  im 
letzten  Falle  eine  Curve  sechster  Ordnung  mit  einem  vierfachen 
und  einem  Doppelpunkt.  Die  letztgenannte  Fläche  ist  übrigens 
ausführlicher  von  Clebsch  in  den  Abhandlungen  der  Oöttinger 
Societät  Bd.  XV.  1870  behandelt.  Kln. 

G.  F.  Geiser.     Ueber  die  Flächen  vierten  Grades,  welche 
eine  Doppelcurve  zweiten  Grades  haben.      Borchardt  J. 

LXX.  249-257.  1869. 
Die  von  Herrn  Camille  Jordan  in  den  Comptes  rendus  vom 
15.  März  1869  (s.  p.  273)  veröffentlichten  algebraischen  Unter- 
suchungen lassen  einen  Zusammenhang  erkennen  zwischen  den 
Geraden  einer  allgemeinen  Fläche  dritten  Grades  und  den  Ge- 
raden einer  Fläche  vierten  Grades,  welche  eine  Doppelcurve 
zweiten  Grades  hat.  Dies  geometrisch  zu  bestätigen,  ist  der 
Zweck  dieses  Aufsatzes.  Es  werden  zwei  Methoden  angewandt, 
die  Punkte  einer  solchen  Fläche  vierten  Grades  mit  denen  einer 
Fläche  dritten  Grades  im  Allgemeinen  eindeutig  in  Beziehung 
zu  setzen^  eine  indirekte  und  eine  direkte.  Mittelst  beider  wird 
abgeleitet,  dass  wenn  man  aus  den  27  Geraden  einer  Fläche 
dritten  Grades  irgend  eine  und  diejenigen  zehn,  welche  diese 
schneiden,  ausscheidet,  die  übrigen  16  Geraden  in  Bezug  auf 
gegenseitiges  Schneiden  oder  Nichtschneiden  dieselbe  Anordnung 
zeigen  als  die  16  Geraden  einer  Fläche  vierten  Grades  von  der 
angegebenen  Art.  In  beiden  Abbildungsmethoden  entsprechen 
nämlich  die  letzteren  solchen  16  Geraden  der  Fläehe  dritten 
Grades,  welche  auf  die  angegebene  Weise  erhalten  werden 
Die  erste  dieser  Methode  beruht  auf  einer  geeigneten  Vereinigung 
der  von  Herrn  Clebsch  angegebenen  Abbildungen  der  allgemeinen 
Fläche  vierten  und  dritten  Grades  auf  eine  Ebene  (Borchardt 
J.  B.  LXIX.  142,  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  258)  LXV.  359).  Die 
zweite  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Principes  der  reciproken 
Radien,  wobei  als  fester  Pol  irgend  ein  einfacher  Punkt  der  ge- 
gebenen Fläche  vierten  Grades  und  eine  Fläche  zweiten  Grades 
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gewählt  wird,  welche  in  der  Doppelcurve  den  darch  dieselbe 
als  Leitlinie  und  den  Pol  als  Mittelpunkt  bestimmten  Kegel  be- 
rührt. Die  entsprechende  Fläche  dritten  Grades  geht  dann  durch 
die  Doppelcurve.  Mittelst  dieser  Beziehung  wird  zuletzt  aus  den 
Eigenschaften  einer  Fläche  dritten  Grades,  welche  den  unendlich 
entfernten  imaginären  Kreis  des  Raumes  enthält,  der  Satz  abge- 
leitet, dass  auf  Flächen  vierten  Grades,  welche  diesen  imaginären 
unendlich  entfernten  Kreis  zur  Doppelcurve  haben,  entweder  zwei 
oder  sechs  reelle  Kreisschaaren  liegen.  Schz. 

F.  Klein.  Ueber  die  Abbildung,  der  Complexflächen 
vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse.        Clebsch  Ann.  IL 

371-372.  1870. 
Die  Complexflächen  vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse  ge- 
hören zu  den  Flächen  vierter  Ordnung,  welche  eine  Doppellinie 
haben.  Die  Abbildung  dieser  Flächen  ist  von  Herrn  Clebsch 
(Clebsch  Ann.  I.  253,  s.  p.  633)  gegeben.  Die  Abbildung  jener 
^rsten  specielleren  wird  hier  von  dem  Herrn  Verf.  erörtert. 

T. 

^j[.  Müller.  Ueber  eine  Construction  der  allgemeinen 
Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  14  ihrer  Punkte 
bestimmt  ist.    Pr.  Lahr  1870. 

Bezeichnet  man  durch  Xy  l,  fi  die  Coordinaten  eines  Punktes 
in  der  Ebene;  und  durch 

f,(x,k,fi)  =  0,  AC^.*,!^)  =  0, 

ftC^^KM^  =  0,  f.ijc.Kfi)  =  0 

die  Gleichungen  von  vier  Curven  dritter  Ordnung  in  der  Ebene, 
welche  sämmtlich  durch  6  gegebene  Punkte  p,,  p„  ...  p,  gehn; 
bestimmt  man  ferner  die  vier  Coordinaten  x^,  a?„  a?„  x^  eines 
Punktes  x  im  Baume  durch  die  Gleichungen 

Q^i  =  fi>  9^t  =  ft,  pa:,  =  f^,  qx,  =  f,,  . 
so  ist  jeder  Punkt  x,  X,  fjt  der  Ebene  die  Abbildung  eines 
Punktes  x  einer  Fläche  dritter  Ordnung  und  umgekehrt;  wie 
dies  von  Herrn  Clebsch  zuerst  gezeigt  ist.  Jeder  ebene  Schnitt 
dieser  Fläche  dritter  Ordnung  hat  zur  Abbildung  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  die  sechs  Punkte  pp  •  • .  p«  bin- 
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durchgeht.  Die  Abbildungen  der  Schnitte  eines  EbeoenbüBchels 
bilden  einen  Büschel  von  Cnrven,  welche  ausser  durch  die  sechs 
Punkte  p^,  ...  p«  noch  durch  drei  Punkte  gehn,  nämlich  die 
Abbildungen  der  drei  Punkte,  in  welchen  die  Axe  des  Ebenen- 
bttschels  die  Fläche  dritter  Ordnung  schneidet 

Sind  nun  in  der  Ebene  ausser  jenen  Punkten  p,,  •  •  •  p« 
noch  acht  andere  Punkte  gegeben:  p^,  ...p,^,  so  bestimme 
man  die  Abbildungen  der  sieben  Punkte  p„  .  . .  p,,,  sie  seien 
Hl,,  ...  m,,;  ziehe  ferner  von  p^^  die  sieben  Strahlen  nach  den 
Punkten  p,,  • . .  p,/,  man  hat  nun  einen  Ebenenbtlschel  zu 
suchen,  dessen  sieben  .durch  die  Punkte  m,,  ...  m^^  gelegte 
Ebenen  bezüglich  den  sieben  Strahlen  (Pi«),  P^t  P^»  •  •  •  Pjs  P^^' 
jectivisch  sind. 

Die  Abbildungen  der  Schnitte  jener  Ebenen  sind  sieben 
Curven  dritter  Ordnung  eines  Btlschels,  zu  dessen  neun  Grund- 
punkten die  Punkte  p,,  ..  Pe  gehören,  und  welches  zu  dem 
ebenen  Strahlenbüschel  {p^^}  durch  die  Punkte  p^,  ...  p,,  pro- 
jectivisch  geordnet  ist  Der  Ort  des  Durchschnitts  irgend  zweier 
entsprechender  Elemente  aus  diesen  beiden  Büscheln  ist  die  ver- 
langte Curve  vierter  Ordnung. 

In  Bezug  auf  die  Construction  der  Axe  des  Ebenenbttschels 
verweist  der  Herr  Verfasser  auf  seine  Abhandlung:  „Zur  6eo 
metrie  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung'';  Glebsch  Ann. 
Bd.  I.  p.  415.  siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5  p.  434.  Auf  die  Unter- 
suchung der  drei  nothwendigen  Punkte  eines  Büschels  von  Curven 
vierter  Ordnung  ist  nicht  eingegangen.  A. 

E.  Weyr.    Analytische  Untersuchung  der  quadratischen 

Verwandtschaft    Schlömilch  z.  XIV.  445-477.  1869. 

Zwei  ebene  Systeme  S  und  Sy  denen  als  Elemente  Punkte 
zu  Grunde  liegen  mögen,  werden  definirt  als  quadratisch 
oder  eindeutig  verwandt,  wenn  zwischen  den  Coordinaten  ent- 
sprechender Punkte  lineare  Beziehungen  stattfinden,  so  zwar,  dass 
jedem  Punkte  des  einen  Systems  im  Allgemeinen  nur  ein  Punkt 
des  anderen  entspricht.  Sind  x,  y,  z-  die  homogenen  Coordinaten 
eines  Punktes  im  System  S  und  |,  17,  £  die  des  entsprechenden 
Punktes  im  System  ü^  so  ist  diese  Yerwandtsobaft  ausgedrückt 
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durch  die  Relationen 

^fii+yfn+ifo  =  0;  t  =  1,  2, 

wo 

und  j  =  1,  2,  3  zu  setzen  ist  Diese  Gleichungen,  welche  die 
Natur  der  Verwandtschaft  festsetzen,  werden  Yerwandtschafts- 
gleichungen  genannt. 

Bedeuten  x,  y,  z  und  |,  17,  l  homogene  Liniencoordinaten, 
so  sind  die  Systeme  S  und  S  eindeutig  so  auf  einander  bezogen, 
dass  jeder  Geraden  des  einen  Systems  im  Allgemeinen  nur  eine 
Gerade  des  anderen  Systems  entspricht:  zugleich  werden  durch 
die  Relationen  eindeutig  verwandte  Strahlenbündel  umfasst,  mögen 
als  erzeugende  Elemente  Strahlen  oder  Ebenen  gelten.  Der 
Verf.  beschränkt  sich  nunmehr  darauf  die  Natur  der  eindeutigen 
Verwandtschaft  für  den  Fall  zu  untersuchen,  dass  den  ebenen 
Gebilden  Punkte  als  Elemente  zu  Grunde  liegen. 

Wenn  die  beiden  Verwandtschaftsgleichungen  überhaupt  eine 
Verwandtschaft  festsetzen  sollen,  so  ist  eine  nothwendige  Be- 
dingung, dass  beide  unabhängig  sind.  Dieser  Bedingung  wider- 
spricht die  Annahme,  dass  8  Punkten  des  einen  Gebildes  8  Punkte 
des  anderen  entsprechen  sollen.  Giebt  man  aber  sieben  Paar 
entsprechender  Punkte  in  den  Systemen  S  und  S  an,  so  ist  da- 
durch, wie  die  weitere  Untersuchung  zeigt,  eine  eindeutige  Ver- 
wandtschaft derselben  bestimmt;  auf  diese  gebt  der  Verf.  nun- 
mehr näher  ein. 

Im  Allgemeinen  entspricht  jedem  Punkte  £,  97,  ^  ein  einziger 
Punkt  x,  y,  a;  wählt  man  aber  |,  iy,  f  so,  dass  sich  die  Coef- 
ficienten  beider  Verwandtschaftsgleichungen  nur  um  einen  con- 
stauten  Factor  A  unterscheiden,  so  reduciren  sich  die  zwei  Glei- 
chungen auf  eine,  welche  linear  ist,  also  ausspricht,  dass  dem 
so  gewählten  Punkt  |,  17,  C  in  ^  ^le  Punkte  einer  Geraden 
in  S  entsprechen.  Die  Werthesysteme  |,  17,  ^  ftir  welche  das 
statt  hat,  werden  durch  die  3  Gleichungen  bestimmt: 

Ml  ^^  M\x)  i%%  ==•  Mity  All  ^^  M\t\ 

die  Elimination  von  £;  %  ^  aus  diesen  Gleichungen  führt  auf  eine 
cubische  Gleichung  für  A,  und  diese  zeigt,  dass  im  Allgemeinen 
drei  solcher  Werthsysteme  |,  97,  f  existiren.    Es  giebt  also  in  dem 
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eindeutig  verwandten  Systeme  drei  Punkte  in  £^  denen  drei 
Gerade  in  S  entsprechen,  und  eine  analoge  Schlussfolgening 
zeigt,  dasB  gleichfalls  in  S  drei  Punkte  auftreten,  denen  3  Gerade 
in  S  entsprechen.  Diese,  die  Hauptpunkte  des  Systems,  liegen 
zu  den  in  jedem  System  auftretenden  Hauptlinien  so,  dass  je 
zwei  Hauptlinien  sich  in  einem  Hauptpunkte  schneiden.  Nachdem 
der  weitere  Verlauf  der  Untersuchung  ergeben  hat,  dass  die  An- 
gabe eines  Hauptpunktes  und  der  ihm  entsprechenden  Hauptlinie 
der  Angabe  von  zwei  Paaren  entsprechender  Punkte  gleich  kommt, 
wendet  sich  der  Verf.  zur  Entwickelung  von  anderen  Eigenschaften 
eindeutig  verwandter  Systeme,  wobei  sich  zwei  Fälle  zur  Unter- 
scheidung bieten,  je  nachdem  die  cubische  Gleichung  fllr  A  3 
reelle  oder  zwei  conjugirte  imaginftre  Wurzeln  hat.  Im  ersten 
Fall  sind  alle  Hauptelemente  reell,  und  die  ihm  entsprechende 
Verwandtschaft  ist  diejenige,  welche  Herr  Fr.  Seidewitz  in  der 
Abhandlung  „Darstellung  geometrischer  Verwandtschaft  etc'^ 
(Grunert  Arch.  VII.  1-3)  unter  dem  Namen  geometrische  Ver- 
wandtschaft behandelt  hat;  im  zweiten  Falle  enthält  jedes  System 
zwei  conjugirt  imaginäre  Hauptpunkte,  denen  zwei  conjugirt  ima- 
ginäre Hauptlinien  entsprechen  und  zwar  ist  die  Verbindungslinie 
ersterer,  sowie  der  Schnittpunkt  letzterer  reell  und  Hanptelement 
des  Systems.  In  beiden  Fällen  entspricht  einer  Curve  C*  «**" 
Grades  eine  Curve  /^,  2»*«"  Grades,  welche  in  den  Hauptpunkten 
fi fache  Punkte  hat;  hat  aber  C»  in  den  Hauptpunkten  resp.  einen 
p,  q,  r fachen  Punkt,  so  ist  der  entsprechende  Ort  Fu  aus  den 
resp.  p,  q,  rfachen  Hauptlinien  und  einer  Curve  von  der  Ordnung 
2n—(p+q+r)  zusammengesetzt. 

Eine  weitere  Interpretation  der  Verwandtschaftsgleichungen 
zeigt,  dass,  wenn  zwei  ebene  Systeme  S  und  £  in  eindeutiger  Ver- 
wandtschaft stehen,  sie  sich  auf  unendlich  viele  Arten  auf  ein- 
ander so  reciprok  beziehen  lassen,  dass  der  einem  Punkte  des 
einen  Systems  eindeutig  verwandte  Punkt  als  der  Durchschnitt 
jener  Geraden  erscheint,  die  dem  erstgenannten  Punkt  vermöge 
der  reciproken  Verwandtschaften  entsprechen.  Wenn  daher  zwei 
ebene  Systeme  S  und  £  beliebig  oft  auf  einander  reciprok  be- 
zogen sind,  und  zwar  so,  dass  die  Polaren  auf  Punkten  des  einen 
durch  sieben  Punkte  des  anderen  resp.  hindurchgehen,  so  werden 

Forlschr.  d.  Malli.  U.   2.  43 
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die  Polaren  jedes  Punktes  doreh  einen  fixen  Punkt  gehen.  Naeh* 
dem  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  die  von  Herrn  Th.  Reye  be- 
handelte quadratische  Verwandtschaft,  (SchlOmiich  Z.  XI.)  be- 
leuchtet ist,  nimmt  der  Verf.  die  Systeme  S  und  £  auf  einem 
Träger  (Ebene)  an  und  behandelt  besonders  ihre  involutorische 
Lage;  diese  hat  statt;  wenn  jedem  Punkt  der  nämlidie  Punkt 
entspricht,  mag  man  ersteren  zu  S  oder  £  rechnen.  Mit  Leichtig- 
keit folgert  er  aus  den  analytischen  Formen,  dass  4  Paar  ent- 
sprechender Punkte  die  inyolutorische  Verwandtschaft  fixiren, 
und  gewinnt  den  Satz:  „Für  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme 
in  involutorischer  Lage  lässt  sich  stets  ein  Kegelschnittbüschel 
angeben,  so  dass  der  einem  Punkte  zugeordnete  Punkt  der  Dureh- 
sehnitt  der  Polaren  des  ersteren  beztlglich  des  Eegelschnitt- 
bttschels  ist''. 

Zum  Schlüsse  giebt  der  Verf.  eine  Anwendung  der  behan- 
delten Verwandtschaft  auf  die  Construction  von  gewissen  Curven. 
Als  Grundlage  dient  ihm  folgender  Satz:  „Eine  durch  drei  ufache 
und  weitere  ein&che  Punkte  bestimmte  Gurve  2n*^'  Ordnung  läsrt 
sich  construiren,  sobald  man  im  Stande  ist,  eine  Gurve  »^^'  Ord- 
nung zu  verzeichnen.'^  Im  Besonderen  ist  damit  die  Gonstruction 
einer  Gurve  vierter  Ordnung  geleistet,  wenn  1)  drei  Doppelpunkte 
und  fbnf  weitere  Punkte,  2)  zwei  Doppelpunkte,  eine  Spitze  und 
vier  weitere  Punkte  3)  ein  Doppelpunkt,  zwei  Bfiokkehrpnnkte 
und  drei  einfache  Punkte,  endlich  4)  drei  Spitzen  und  zwei  ein- 
fache Punkte  gegeben  sind.  Die  Arbeit,  welche  tlber  die  qua- 
dratische Verwandtschaft  vielfach  neues  Licht  verbreitet,  schlieaat 
endlich  mit  dem  bemerkenswerthen  Resultat:  „Von  einer  Cunre 
(fi-l-1)*«'  Ordnung  ist  ein  ufacher  Punkt,  und  2n+2  weitere 
einfache  Punkte  gegeben;  dieselbe  ist  linear  zu  construiren.^' 

Sehn. 
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Capitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.) 

G.    Krebs.       Lehrbuch    der    Physik    und    Mechanik. 

Wiesbaden  1870. 
Das  Lehrbuch  enthält  das ,  was  man  gewöhnlich  in  Schal- 
lehrbüchern der  Art  zu  finden  pflegt.    Die  Mechanik  ist  verhält- 
nissmässig    ausführlich    behandelt.     Die    mathematischen    Ent- 
wickelangen sind  elementar.  0. 

K.  Wolf.     Handbuch  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 

und  Astronomie.    Zürich  I.  Bd.  1869-1870. 

Dieses  Handbuch  behandelt  im  XXIII.  und  XXIV.  Kapitel 
des  ersten  Bandes  die  reine  Dynamik.  Jedem  Paragraphen,  der 
in  Etirze  die  Hauptformeln  und  ihre  £ntwickelung  enthält,  folgen 
werthyolle  literarisch-historische  Notizen,  welche  eine  Uebersicht 
über  den  Entwickelungsgang  der  Wissenschaft  und  die  betreffende 
Literatur  gewähren.  M. 

W.  Schell.     Theorie  der  Bewegung  und  Kräfte.  Leipzig 

1870. 

Das  vorliegende  umfangreiche  Werk  (beinahe  1000  Seiten 
gross  Octav)  in  seinen  Einzelheiten  genau  zu  besprechen,  wQrde  den 
hier  gestatteten  Umfang  eines  Referates  weit  überschreiten.  Es 
ist  ein  Lehrbuch  der  reinen  Mechanik,  das.  dem  neueren  Stand- 

Forucbr.  d.  Math.  II,  3.  44 
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punkte  der  Wissenschaft  entsprechend  im  ersten  Theile  eine 
eingehende  Erörterung  der  Geometrie  der  Bewegung  enthält,  und 
dann  erst  die  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  behandelt 
Neue  grundlegende  Gedanken  sind  in  dem  Werke  nicht  ent- 
halten; es  will  nur  das  Bekannte  in  systematischer,  zusammen- 
hängender Form  geben.  Dafür  bietet  es  eine  seltene  Fülle  von 
Material  und  zeichnet  sich  auch  dadurch  in  dankenswerther 
Weise  vor  anderen  Lehrbüchern  aus,  dass  es  einen  Reichthum 
an  Quellen-  und  Literaturangaben  enthält^  wie  er  unseres  Wissens 
sich  in  keinem  ähnlichen  Werke  findet.  0. 

J.  Henrici.     Elementar-Mecbanik  des  Punktes  und  des 
starren  Systems.    Leipzig  1869- . 

Ein  Lehrbuch  der  ersten  Elemente  der  Mechanik.  Die  Be- 
handlung ist  rein  theoretisch,  aber  so,  dass  die  Kenntniss  der 
Trigonometrie  nicht  nothwendig  ist;  die  trigonometrischen  Ent- 
wickelungen  sind  jedoch  den  einzelnen  Capiteln  anhangweise 
angereiht.  Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  Bewegung  des 
Punktes  und  fahrt  die  Begriffe  der  gleichförmigen,  der  gleich- 
förmig beschleunigten  oder  verzögerten  Bewegung  und  der  relativen 
Bew^ung  ein.  Den  Schluss  des  Abschnitts  bilden  die  Wnrfbe- 
wegung  und  die  Schwingungsbewegung.  Im  zweiten  Abschnitt 
wird  von  den  Kräften  an  einem  Punkte  gesprochen.  Nach  Er- 
läuterung des  Begriffs  wird  die  Zusammensetzung  von  Kräften 
und  ihrer  Projectionen  behandelt  und  endlich  Lehrsätze  über  die 
unfreie  Bewegung  eines  Punktes  und  veränderliche  Kräfte  ge- 
geben. Der  dritte  Abschnitt  ist  den  einfachen  starren  Systemen, 
Hebel  und  Kräftepaar  ^  gewidmet.  Der  vierte  Abschnitt  endlich 
handelt  von  der  Bewegung  starrer  Massen,  und  enthält  das 
Nöthige  über  Translation  und  Kotation  derselben  sowie  die  Be- 
stimmung von  Trägheitsmomenten.  Zahlreich  eingestreute  Auf- 
gaben machen  das  Buch  empfehlenswerth.  0. 

L.  Brothier.     Elementi  di  Meccanice.   Mtiauo.  Trevee  1870, 

A.  PRivAT-DEScnanel.     Elementary  treatise  on  natural 

philosophy.    London,  Blackie  1670. 
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A.  Transon.     Cin^matique  ou  phoronomie.       Inst.  1  aect. 

XXXVm.  117.  1870. 
Es  wird  constatirt,  dass  die  Aufstellung  der  Ginematik  (Lehre 
von  der  Bewegung,  abgesehen  von  den  hervorbringenden  Kräften) 
als  Wissenschaft  nicht  von  Ampere,  sondern  von  Wronski  her- 
rühre. Der  Begriff  der  Ginematik  findet  sich  bereits  in  der 
ersten  Nummer  der  von  Wronski  herausgegebenen  Sphinx  im 
Jahre  1818,  während  Ampöre's  „Essai  sur  la  philosophie  des 
Sciences^'  erst  1834  erschienen  ist.  Wronski  theilt  dort  die 
Mathematik  in  Geometrie,  Algorithmie  und  Phoronomie,  bei  welch 
letzterer  er  den  Begriff*  der  Kraft  ausdrücklich  ausschliesst.  Die 
Mechanik  ordnet  er  als  besonderen  Theil  der  Physik  unter. 

0. 

A,  Genocchi.     Iritorno  ad  uria  dimostrazione  di  Daviet 

de   Foncenex.     Atti  di  Torino  IV.  1869. 

Siehe  Abschn,  VIIL  Gap.  1.  p.  336. 

A.  Genocchi,     Dei   primi   principii   della   meccanica  e 
della  geometria   in  relazione    al  postulato   d'Euclide. 

Soc.  It.  dei  IL.  (3)  IL  1869. 
Siehe  •  Abschn.  VIIL  Gap.  1.  p.  336. 

PiARRON  DE  MoNDESiR.     NouvcUe  m^thodc  pour  la  So- 
lution des  problfemes  de  la  m^canique.       C.   B.   LXix. 

1351-1355,  1869.  LXX.  92-96,  150-155,  246-249.  1870. 
Der  Verfasser  schlägt  vor,  im  d'Alembert'schen  Princip  das 
unklare  Wort  „Kraft'*  durch  „mechanische  Arbeit"  zu  ersetzen. 
Von  den  verschiedenen  Formen,  unter  welchen  dieselbe  sich  dar- 
stellt, hat  er  vier  betrachtet,  die  statische,  dynamische,  elastische, 
calorische.  Unter  statischer  Arbeitsmenge  (magasin  de  travail 
statique)  versteht  der  Verfasser  die  Arbeitsmenge,  die  ein  der 
Schwere  unterworfener  Körper  in  Folge  seines  möglichen  Falles 
über  eine  horizontale  Ebene  hinaus  besitzt.  Die  dynamische 
Form  ist  eine  Folge  der  Bewegung  des  Körpers  und  zerfällt  in 
die  eigentlich  dynamische  Arbeitsmenge  in  Folge  der  Translation 
und  die  drehende  (tournant)  in  Folge  der  Botation,    Die  elastische 

44* 
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Arbeitsroenge  ist  die,  welche  ein  durch  irgend  eine  Kraft  defor- 
mirter  Körper  besitzt,  dessen  Schwerpunkt  momentan  nicht  mit 
der  'Gleichgewichtslage  zusammenfällt.  Die  calorische  Arbeits- 
menge  endlich  ist  die,  die  ein  Körper  durch  Zuführung  emer 
gewissen  Quantität  Wärme  erhält.  Wird  nun  ein  in  Bewegung 
befindliches  System  zu  irgend  einer  Zeit  betrachtet,  so  wird  eine 
gewisse  Arbeitsmenge  unter  irgend  welchen  Formen  vorhanden 
sein.  Dieselbe  Arbeitsmenge  muss  aber  auch  zu  einer  anderen 
Zeit,  wenn  auch  in  anderer  Form  da  sein.  Daraus  ergiebt  sieh 
die  Gleichung  der  Arbeitsmengen.  Dies  ist  im  Princip  die  ueue 
Methode,  die  der  Verfasser  in  einem  demnächst  zu  Yeröffeni- 
liebenden  Werke  angewandt  hat.  Ob  der  Begriff  der  Arbeits- 
menge  grössere  Klarheit  enthält,  als  der  der  Kraft,  das  zu  be- 
urtheilen  ist  hier  nicht  der  Ort,  dürfte  auch  erst  nach  Erscheinen 
des  Werkes  zu  entscheiden  möglich  sein,  da  die  in  den  folgenden 
Noten  angegebenen  Resultate  und  Andeutungen  über  die  Be- 
nutzung der  Methode  dazu  nicht  ausreichen.  0. 

J,  M.  DE  TiLLY.     Etudes  de  m^canique  abstraite«      M^m, 

cour.  de  Belg.  in  8«.  XXI.  1870. 

Rapport  par  Liagre  et  Quetelet.    Bull,  de  Belg.  xxvn  615-620. 

1869. 

Die  Fruchtlosigkeit  der  vielfach  wiederholten  Versuche,  einen 
Beweis  des  Parallelen-Axioms  auf  Grund  der  vorangehenden 
Axiome  zu  liefera,  hat  bekanntlich  Lobatchefsky  und  etwas 
später  Bolyai  dazu  geführt,  eine  allgemeinere  Geometrie  zu  con- 
struiren,  in  welcher  die  gewöhnliche  Geometrie  als  specieller 
Fall  enthalten  und  eben  durch  die  Geltung  des  Parallelenaxiom's 
charakterisirt  ist,  vergl.  Baltzer's  Elemente  der  Mathematik, 
sowie  eine  Reibe  von  Veröffentlichungen  und  Uebersetzungen  von 
Hoüel  in  den  M^m.  de  TAcad^mie  de  Bordeaux  und  in  dem 
Journ.  der  Ecole  Normale.  Lange  Zeit  unbeachtet  zogen  diese 
Untersuchungen  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich,  als 
durch  Veröffentlichung  des  Briefwechsels  zwischen  Gauss  und 
Schumacher  bekannt  wurde,  dass  Gauss  sich  bereits  vor  Lobat- 
chefsky mit  ähnlichen  Untersuchungen  beschäftigt  hatte.  Wenn 
durch  die  bez.  Untersuchungen  mathematisch  allein  bewiesen 
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ist,  dass  das  Parallelen-Axiom  nicht  aus  den  vorangehenden 
folgt;  dass  es  ein  wesentlich  neues  Element  in  die  Fundamente 
der  Geometrie  einführt:  so  wandte  sich  das  allgemeine  Interesse 
der  namentlich  auch  von  Gauss  angeregten  philosophischen  Frage 
zu,  woher  das  Parallelen- Axiom  stammt,  ob  es  Gründe  giebt, 
dasselbe  als  absolut  richtig  zu  betrachten,  oder  ob  es  möglicher- 
weise nur  approximative  Geltung  beansprucht.  Durch  diese 
Fragestellung  ist  das  rein  mathematische  Interesse,  welches  die 
genannten  Betrachtungen  bieten,  wohl  nur  zu  sehr  in  den  Hinter- 
grund gedrängt  worden,  während  dieses  gerade,  völlig  unabhängig 
von  den  eben  berührten  philosophischen  Speculationen,  über  deren 
Werth  oder  Unwerth  verschiedene  Meinungen  aufgestellt 
worden  sind  von  ungemeiner  Bedeutung  zu  sein  scheint.  In 
der  That  ist  der  Raum,  wie  ihn  sich  Lobatchefsky  und  Bolyai 
denken,  das  erste  Beispiel  mit  mehr  als  zwei  Dimensionen  für 
die  seitdem  entwickelte  Vorstellung  einer  Mannigfaltigkeit  von 
constantem  Krümmungsmasse,  derqn  Theorie  Riemann  (Ueber  die 
Hypothesen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen.  Habilitations- 
schrift) in  allgemeinen  Zügen  entworfen  und  Beltrami  (Theoria 
degli  spazii  di  curvatura  .costante.  Annali  di  Matematica  1868) 
weiter  ausgeführt  hat.  Neuere  Untersuchungen  (Ueber  die  sog. 
Nicht-Euklidische  Geometrie-  Math.  Annalen  Bd.  IV.  p.  573) 
haben  dann  gelehrt,  dass  diese  Massbestimmungen  von  con- 
stantem Ertimmugsmasse  gleichbedeutend  sind  mit  denjenigen, 
die  Cayley,  in  Anlehnung  an  Chasles,  von  Betrachtungen  der 
neueren  Geometrie  ausgehend ,  in  der  Ebene  auf  ^einen  Kegel- 
schnitt, im  Räume  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  hat  gründen 
lehren.  (A  sixth  Memoir  upon  Quantics.  Phil.  Trans.  1859.)  Es 
ist  hierdurch  für  die  etwas  abstracle  Vorstellung  einer  Mannig-  . 
faltigkeit  von  constantem  Krümmungsmasse,  wenigstens  für  zwei 
und  drei  Dimensionen  ein  sinnliches  Bild  gewonnen,  und  die 
Frage  nach  den  bez.  geometrischen  resp.  mechanischen  Verhält- 
nissen ist  nun  ein  mit  unserer  gewöhnlichen  räumlichen  An- 
schauung fassbares  Problem.  Der  Verfolg  dieser  Betrachtungen 
hat  —  wiederum  abgesehen  von  den  Anwendungen,  die  Jemand 
zum  Zwecke  der  Naturerkläruns:  unter  Nicht-Annahme  des  Par- 
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allelen- Axioms  davon  machen  möchte  —  einen  grossen  Werth, 
insofern  es  sich  um  eine  mathematisch  höchst  interessante  Be- 
grijBTsbildung  handelt,  die  Überdies  die  gewöhnliche  Massbestim- 
mung im  Räume  und  die  auf  sie  bezüglichen  Aufgaben  als  Aus- 
artungsfall  umschliesst  und  uns  dieselben  daher  von  einem 
höheren  Standpunkte  aus  auffassen  lehrt. 

Wenn  Ref.  hiermit  den  .  Gesichtspunkt  entwickelt  hat,  der 
ihm  der  mathematisch  richtige  scheint,  so  geht  die  Schrift,  welche 
augenblicklich  zum  Berichte  vorliegt  und  die  Über  die  unter 
Nicht-Annahme  des  Parallelen-Axioms  aufzustellende  Mechanik 
handelt,  durchaus  von  der  anderen,  eben  gekennzeichneten,  von 
philosophischen  Ansichten  getragenen  Anschauung  aus,  wie  dies 
am  deutlichsten  aus  dem  Schluss-Satze  hervorspringt: 

„Comme  il  r6sulte  que  Ton  peut,  en  toute  s6curit6,  employer 
la  science  usitöe  dans  les  applications  terrestres  et  que,  par  con- 
s6quent,  la  science  abstraite  n'y  sert  ä  rien;  et  que  d'aillenrs  il 
n'est  pas  encore  6tabli  que  cette  derni^re  puisse  conduire  aux 
applications  indiqu^es  dans  les  numäros  präcödents,  il  convient 
peut-etre,  apr^s  en  avoir  pos6  les  bases,  d'ajourner  la  continuation 
de  son  ötude  jusqu*&  ce  qu'il  soit  prouv6  qu*elle  puisse  etre  autre 
chose  qu'un  objet  de  curiosit^." 

Der  Inhalt  der  Schrift  lässt  sich  als  ein  erster  Versuch  an- 
sehen, die  Kinematik  und  weiterhin  die  Dynamik  in  Anlehnung 
an  die  „göomötrie  abstraite*'  zu  behandeln,  wobei  von  den  Vor- 
aussetzungen der  gewöhnlichen  Dynamik  möglichst  viel  beibe- 
halten wird  (vgl.  übrigens  die  Note  von  Schering.  Die  Schwer- 
kraft im  Gaussischen  Räume.  Gott.  Nachrichten  1870  siehe  Cap.  4 
sowie  die  Arbeit  von  Lipschitz:  Untersuchung  eines  Problems 
der  Variationsrechnung,  in  welchem  das  Problem  der  Mechanik 
enthalten  ist.  Borchardt  J.  LXXIV.  116.)  Ref.  kann  nicht  genug 
hervorheben,  wie  sehr  diese  Dinge  an  Uebersichtlichkeit  ge- 
winnen, wenn  man  die  Vorstellungen  der  neueren  Geometrie 
aufiiimmt  und  also  unter  Bewegungen  nunmehr  solche  continuir- 
liche  lineare  Transformationen  des  Raumes  versteht,  welche  eine 
gegebene  Fläche  zweiten  Grades  ungeändert  lassen.  Es  werden 
dadurch  nicht  nur  alle  Dinge,  welche  der  Verf.  berührt,  an  sich 
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evident,  sondern  eine  Reihe  yon  Schwierigkeiten,  die  er  gelegent- 
lich als  von  ihm  noch  nicht  überwunden  bezeichnet ,  erledigen 
sich  von  selbst.  Kln. 

J.  Ch.  Walberer.     Anfangsgründe  der  Mechanik  fester 

Köl'per.     Männerstadt  1866. 

Das  Buch  behandelt  in  elementarer  Weise  die  Hauptsätze 

aus  der  Statik  und  Dynamik  fester  Körper,  soweit  sie  auf  Schulen 

gegeben  werden  können.    Am  Schluss  findet  sich  eine  ziemlich 

grosse  Anzahl  von  Uebungsaufgaben.  Neues  bietet  das  Buch  nicht. 

0. 

Capitel  2. 
Kinematik, 

A.  H.  Bechaüx.     Mechanical  geometry.     An  0,pplication 
to  geometry  of  some  propositions  in  statics,       London 

Harderick  1869. 

G.  Battaglini.     Memoria   suUe  dinami  in  involuzione. 

Atti  di  Napoli  IV.  1869. 
Man  betrachtet  als  Coordinaten  einer  Dyname  die  sechs 
Kräfte,  welche,  nach  den  Kanten  eines  Tetraeders  wirkend,  ein 
einem  gegebenen  System  von  Kräften  äquivalentes  System  bilden. 
Der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist  die  Untersuchung  der 
Eigenschaften*  der  Dynameu ,  welche  mit  ihren  Coordinaten  eine 
oder  mehrere  homogene  Gleichungen  des  ersten  Grades  verificiren. 
Der  Herr  V.  betrachtet  eine  bilineare  Form  zwischen  den  Coor- 
dinaten zweier  Dynamen,  welche  die  Summe  aller  der  Tetraeder 
repräsentirt,  welche  gebildet  werden  können,  indem  man  zu  zwei 
ihrer  entgegengesetzten  Kanten  die  Geraden  nimmt,  welche  zwei 
irgend  welche  Kräfte  repräsentiren,  die  resp.  zu  Systemen  ge- 
hören, äquivalent  der  ersten  und  der  zweiten  Dyname.  Wenn 
dann  ein  solcher  Ausdruck  0  ist,  werden  die  beiden  Dynamen 
untereinander  harmonisch  genannt.  Nun  verificiren  alle  Dynamen 
mit  ihren  Coordinaten  n  gegebene  homogene  Gleichungen  ersten 
Grades  (n  <  6)  und  sind  harmonisch  in  Beziehung  auf  ebenso- 
viele  der  angefahrten  Dj^namen.  Die  Coordinaten  der  diesen 
Bedingungen  unterworfenen   Dynamen  werden  linear  durch  die 
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Goordinaten  von  6— n  gegebenen  Dynamen  auggedrflckt;  nach 
Variation  mit  einem  Multiplicator  in  dieser  linearen  Relation 
werden  alle  Dynamen,  die  erhalten  werden,  in  (Cy^fi){2icheT  In- 
volution genannt.  Damit  solche  Involutionen  Dynamen  einer 
andern  von  wfacher  Vielfachheit  entsprechen,  müssen  die  beiden 
associirten  Involutionen  so  beschaifen  sein,  dass,  während  die 
Dynamen  der  ersten  Involution  in  Beziehung  auf  alle  Dynamen 
der  zweiten  harmonisch  sind,  umgekehrt  die  Dynamen  der  zweiten 
harmonisch  in  Beziehung  auf  die  der  ersten  sind.  Bei  der  Unter- 
suchung der  einzelnen  verschiedeneu  Fälle  von  Involutionen  wer- 
den in  der  Abhandlung  discutirt  die  Eigenschaften  in  Beziehung 
auf  die  Complexe  der  Axen  der  Null-Momente,  bezüglich  der 
verschiedenen  Dynamen  der  Involution,  wie  auch  die  speciellen 
Eigenschaften  der  Dynamen,  welche  eine  Resultante  zulassen. 
Schliesslich  werden  die  Bedingungen  dafür  untersucht,  dass  in  einer 
Involution  die  Dynamen  im  Gleichgewicht  sind,        Bi.  (0.) 

G.  Battaglini.  Nota  sul  movimento  geometrico  infini- 
tesimo  di  un  sistema  rigido.  Rend.  di  NapoH  1870. 
Man  stelle  sich  ein  starres  System  vor,  bezogen  auf  ein 
Fundamental-Tetraeder.  Es  wird  bewiesen,  dass  unendlich  kleine 
Rotationen,  die  dem  System  gleichzeitig  nach  den  Axen  auferlegt 
sind,  sich  immer  auf  unendlich  kleine  gleichzeitige  Rotationen 
um  die  Kanten  des  Fundamental-Tetraeders  re^uciren  lassen. 
Es  werden  ferner  bewiesen  die  Sätze  von  Chasles  über  die  Ge- 
raden, welche  bei  unendlich  kleiner  Bewegung  des  Systems 
normal  zu  den.Trajectorien  aller  Punkte  sind,  oder  welche  nur 
die  Trajectorien  eines  ihrer  Punkte  berühren,  femer  die  Sätze 
über  conjugirte  Rotationsaxen,  und  über  die  Axen  der  streifenden 
Rotation.  Die  Arbeit  schliesst  mit  den  Ausdrücken  für  die  un- 
endlich kleinen  Variationen  der  quadriplanaren  Goordinaten  eines 
Punktes,  die  aus  irgend  einer  dem  System  auferlegten,  unendlich 
kleinen  Bewegung  entstehen.  Bi.  (0.) 

G.  Battaglini.     Nota  sul  movimento  geometrico  finito 
di  un  sistema  rigido.     Rend.  di  Napoii  1870. 
Ein   starres  System  wird  in  zwei  verschiedenen  Lagen  auf 
ein   Fundamental-Tetraeder  bezogen   und   die  Goordinaten   der 
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Axe  der  streifenden  Botation,  die  Rotation  und  Translation  in 
Bezug  auf  diese  Axe  bestimmt,  nebst  der  Eigenschaft  der  der 
Rotationsaxe  eonjugirten  Axe.  '—  Zum  Schluss  wird  die  Formel 
gegeben,  welche  die  endliche  Variation  der  quadriplanaren  Co- 
ordiuaten  eines  Punktes  bei  Verschiebung  des  Systems  aus  einer 
Lage  in  eine  andere  ausdrückt.  Bi.  (0.) 

C  Neümann.  Geometrische  Untersuchung  über  die  ße- 
Tvegung  eines  starren  Körpers.    Clebsch  Ann.  i.  195-207.  1869. 

Ein  starrer  Körper  kann  bekanntlich  aus  einer  beliebig  ge- 
gegebenen  Position  in  eine  beliebig  gegebene  andere  Position 
jederzeit  übergeffthrt werden  vermittelst  einer  Schraubenbewegung. 
In  Bezug  hierauf  wird  vom  Verf.  folgender  Satz  aufgestellt: 

Sind  a^  a,,  a^  die  Lagen,  welche  drei  mit  dem  Körper  fest 
verbundene  Punkte  bei  der  ersten,  ferner  6^,  fr,,  b,  diejenigen 
Lagen,  welche  dieselben  bei  der  zweiten  Position  inne  haben, 
und  zieht  man  von  einem  willktlrlich  gewählten  Punkt  a  aus 
drei  Linien  aß^,  a/9,,  aß^  respective  parallel  und  gleich  lang 
mit  a^frj,  a,b,,  a,^,,  so  wird  die  Axe  jener  Schraubenbewegung 
immer  senkrecht  stehen  gegen  die  durch  die  Punkte  /9p  /9,,  /9, 
bestimmte  Ebene.  Nn. 

C.  Neumann.     Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines 
Systems  starrer  Körper.      Leipz.  Ber.  xxi.   132-138.   Iß69. 

Clebach  Ann.  III.  350-354.  1870. 

Es  sei  gegeben  ein  Pendel,  welches  unter  dem  Einfluss  der 
Schwerkraft  hin-  und  herschwingt  um  seine  in  festen  Lagern 
ruhende  horizontale  Axe.  Jedoch  sei  der  pendelnde  Körper  zu- 
sammengesetzt aus  zwei  Körpern  A  und  fi,  die  relativ  gegen 
einander  beweglich  sind. 

A  ist  von  schalenförmiger  Gestalt,  beweglich  um  die 
gegebene  Pendelaxe.  B  hingegen  repräsentirt  einen  homogenen 
Kevolutionskörper,  etwa  ein  Schwungrad,  welches  im  Innern  von 
A  frei  beweglich  ist  um  seine  mit  A  fest  verbundene  Axe«  Ferner 
sei  3)t  das  Trägheitsmoment  beider  Körper  A,  B  zusammenge- 
nommen in  Bezug  auf  die  gegebene  Pendelaxe,  ferner  m  das 
Trägheitsmoment  des  Schwungrades  B  in  Bezug  auf«  seine  geo- 
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metrische  Axe,  endlieh  k  der  Winkel  dieser  beiden  Axen  gegen- 
einander. 

Denkt  man  sich  nun  zwei  Apparate  der  genannten  Art^ 
beide  von  genau  derselben  BeschafFenheit,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  bei  dem  ersten  das  Schwungrad  B  arretirt,  bei 
dem  zweiten  hingegen  (durch  irgend  welchen  anfänglichen  Stoss) 
in  Rotation  versetzt  ist,  so  wird  zufolge  der  (allerdings  nicht 
näher  mitgeth  eilten)  Rechnung  des  Verf.  das  Gesetz  der  Pendel- 
schwingungen bei  beiden  Apparaten  genau  denselben  Charakter 
besitzen,  und  nur  einen  Unterschied  zeigen  hinsichtlich  der  in 
ihm  enthaltenen  Constanten.  Es  verwandelt  sich  nämlich  die 
dem  ersten  Apparat  entsprechende  Formel  in  diejenige,  welche 
dem  zweiten  Apparat  entspricht,  solbald  man 

3R    mit    SK  — mcos'Ä 
vertauscht.     Die    Grösse    der    dem   Schwungrade    des   zweiten 
Apparates   mitgetheilten   Rotationsgeschwindigkeit  ist  also  ohne 
allen  Einfluss. 

Aehnliche  Ergebnisse  werden  mitgetheilt  für  einen  (nicht 
bifilar,  sondern)  multifilar  aufgehängten  Körper,  sobald  im  Innern 
desselben  sich  wiederum  irgend  ein  Schwungrad  befindet. 

Nn. 

A.  Mannheim.     Etüde   sur  le   d^placement  d'une  figure 
de  forme  invariable.  J.  de  i'Ec.  Pol.  Caii.  43.  57-122.  1870. 

Ueber  die  VerrUckung  eines  frei  beweglichen  Körpers  von 
unveränderlicher  Gestalt  hat  Chasles  in  zwei  Schriften  (compt 
rend.  1843  und  compt.  rend.  1861)  sehr  eingehende  Untersuchun- 
gen angestellt  und  wichtige  Theoreme  entwickelt  In  der  vor- 
liegenden Arbeit  ist  die  Bewegung  des  festen  Körpers  nicht  mehr 
eine  freie,  sondern  sehr  verschiedenen  Bedingungen  unterworfen; 
der  Verf.  bestimmt  die  geometrischen  Elemente,  welche  eine 
klare  Einsicht  in  den  Bewegungsvorgang  zu  geben  im  Stande 
sind. 

Nach  einer  durchsichtigen  Entwickelung  der  Gesetze,  welche 
bei  unendlich  kleiner  Verrückung  eines  frei  sich  bewegenden 
Körpers  statt  haben,  und  nach  ausführlicher  Untersuchung  über 
die  conjugirten  Geraden,  welche,  wie  Chasles  gezeigt  hat,   eine 
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bedeutsame  Rolle  in  der  Bewegungstheorie  fester  Körper  spielen, 
zeigt  der  Verf.,  dass  fünf  Bedingungen  nöthig  sind,  um  die  Ver- 
rilckung  eines  Körpers  zu  bestimmen  und  fUhrt  jede  der  folgen- 
den Bedingungen: 

1.  Eine  Fläche  der  beweglichen  Figur  soll  stets  durch  einen 
festen  Punkt  gehen, 

2.  Eine  Curve  der  beweglichen  Figur  soll  eine  feste  Fläche 
berühren  oder  die  inverse  Bedingung,  eine  Fläche  der 
beweglichen  Figur  soll  eine  feste  Curve  berühren, 

3.  Eine  CuiTe  des  bewegten  Körpers  soll  durch  eine  feste 
Curve  gehen, 

4.  Eine  Fläche  der  beweglichen  Figur  soll  eine  feste  Fläche 
Jbertthren, 

auf  die  eine  zurück:  Ein  Punkt  des  beweglichen  Körpers  ist  ge- 
zwungen auf  einer  festen  Fläche  zu  gleiten.  Indem  Herr  Mann- 
heim also  den  Bewegungsvorgang  eines  Körpers  studirt,  der  mit 
fünf  Punkten  auf  fünf  festen  Flächen  gleitet,  umfasst  seine  Unter- 
suchung Bewegungen;  die  an  sehr  mannigfache  Bedingungen 
geknüpft  sein  können.  Die  Probleme,  die  sich  bieten,  sind  folgende: 

Wenn  ein  Körper  vpn  unveränderlicher  Gestalt  mit  fllnfPunkten 
auf  fünf  festen  Flächen  gleitet,  so  ist  für  irgend  einen  Bewegungs- 
moment zu  construiren  die  Normalebene  fttr  die  Trajectorie 
irgend  eines  Punktes;  die  Normale  in  irgend  einem  Punkte  der 
Oberfläche,  welche  eine  Curve  des  bewegten  Körpers  beschreibt; 
die  Linie,  längs  welcher  eine  mit  dem  Körper  in  Verbindung 
gedachte  Fläche  ihre  Enveloppe  berührt,  schliesslich  sind  anzu- 
geben die  Elemente,  welche  die  schraubenförmige  Bewegung 
des  beweglichen  Körpers  (jeder  Körper  ist  bekanntlich  in  die 
Nachbarlage  durch  schraubenförmige  Bewegung  überzuführen) 
in's  Licht  setzen. 

Wenn  ein  fester  Körper  mit  vier  Punkten  auf  vier  festen 
Flächen  gleitet,  so  sind  zu  bestimmen  die  Normale  der  Fläche, 
welche  irgend  ein  Punkt  des  Körpers  beschreibt,  die  Punkte,  in 
welchen  irgend  eine  mit  dem  beweglichen  Körper  fest  verbundene 
Fläche  den  Ort  ihrer  successiven  Durchschnitte  berührt. 

Von  den  zahlreichen  interessanten  Theoremen,   auf  welche 
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der  Verf.  bei  Lösung  der  gestellten  Fragen  geführt  wird,  mögen 
einige  hervorgehoben  werden: 

Wenn  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  vier  von  den 
oben  angegebenen  Bedingungen  unterworfen  ist,  so  kann  man 
in  irgend  einem  Moment  die  Punkte  des  Körpers  auf  unendlich 
viele  Arten  verrücken;  die  Trajectorien  dieser  Punkte  gehören 
Oberflächen  an,  mit  Ausnahme  der  Punkte  von  zwei  besonderen 
Geraden,  welche  bei  jeder  möglichen  Verrückung  dieselben 
Linienelemente  beschreiben. 

Wenn  ein  fester  Körper  bei  seiner  Verrückung  drei  ver- 
schiedenen Bedingungen  unterworfen  ist^  so  kann  man  in  irgend 
einem  Moment  irgend  einem  Punkte  desselben  eine  willkürliche 
Bewegungsrichtung  geben,  ausgenommen  sind  aber  alle  Punkte 
auf  einem  gewissen  Hyperboloide,  deren  Trajectorien  auf  Ober- 
flächen biegen. 

Mannigfache  Anwendungen  der  allgemeinen  Theoreme  auf 
besondere  Fälle,  welche  im  zweiten  Theil  der  umfangreichen 
Arbeit  gegeben  werden,  schliessen  das  an  interessanten  Besultaten 
höchst  reichhaltige  Memoir.  Sehn. 

A.  Mannheim.  Quelques  rdsultats  obtenus  par  la  con- 
siddration  du  ddplacement  infiniment  petit  d'une  sur- 
face  alg($brique.     C  R.  LXX.  1025.  1870. 

Wenn  eine  ebene  Curve  C  durch  eine  unendlich  kleine 
Drehung  um  einen  Punkt  ihrer  Ebene  in  eine  Nachbarlage  ver- 
setzt wird,  so  sind  die  m*  Schnittpunkte  beider  Gurveji  die  Fuss- 
punkte  der  Normalen,  welche  sich  von  jenem  Punkte  an  die 
Curve  C  ziehen  lassen.  Dieses  Verfahren  giebt  zuerst  Steiner 
an  (Crelle's  J.  XLIX.),  um  die  Zahl  der  Normalen,  welche  sich 
von  einem  Punkt  aus  an  die  Curve  legen  lassen,  zu  bestimmen, 
und  Herr  August  verallgemeinert  dasselbe,  (Borchardt  J.  LXVIIL), 
um  die  Zahl  der  Normalen  zu  finden,  welche  sich  von  einem 
Punkt  an  eine  Fläche  ziehen  lassen;  er  betrachtet  zu  diesem 
Zweck  zwei  unendlich  kleine  VerrUckungen  der  Fläche,  hervor- 
gebracht durch  Drehung  um  zwei  Axen,  welche  von  dem  frag- 
lichen Punkt  auslaufen.  Von  etwas  allgemeineren  Gesichtspunkten 
geht  Herr  Mannheim  in  vorliegender  Arbeit  aus,  um  zur  I^osuug 
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derselben  Frage  zu  gelangen,  und   einige  andere  Theoreme  zu 
beweisen. 

Wenn  eine  Fläche  F  vom  Grade  m  durch  zwei  unendlich 
kleine  Drehungen  um  zwei  beliebige  Axen  im  Baume  in  zwei 
Nachbarlagen  versetzt  wird,  so  schneiden  die  Normalen,  welche 
sich  auf  F  in  den  m^  Schnittpunkten  jener  drei  Flächen  errichten 
lassen,  die  beiden  Drehaxen,  oder  mit  anderen  Worten,  es  giebt 
m^  Normalen  der  Fläche,  welche  zwei  gegebene  Gerade  sehnei- 
den, oder  endlich  die  Normalen,  welche  sich  durch  eine  Gerade 
an  die  Fläche  legen  lassen,  bilden  eine  Fläche  vom  Grade  m^ 

Um  den  Grad  der  Fläche  zu  bestimmen,  welche  die  Nor- 
malen einer  Fläche  F  bilden,  die  längs  einer  auf  der  Fläche 
verzeichneten  algebraischen  Curve  errichtet  sind,  denke  man  F 
durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  eine  beliebige  Axe  in 
eine  Nachbarlage  versetzt.  Hat  eine  Fläche  vom  Grade  p  jene 
Curve  auf  F  ausgeschnitten,  so  schneidet  die  Fläche  in  der  Nach- 
barlage jene  Raumcurve  in  m^p  Punkten,  die  Normalen  an  F 
in  diesen  Punkten  gehen  durch  die  Drehaxe,  die  fragliche  Nor- 
malenfläche hat  also  den  Grad  m*p.  Wenn  p  =  1  ist,  so  ist  der 
Grad  der  Fläche  m',  und  da  die  Ebene  (P  =  1)  dieselbe  in  der 
Leitcurve  schneidet,  so  zerlegt  sich  der  Durchschnitt  mit  dieser 
Ebene  in  die  Leitcurve  und  in  m'— m  Gerade.  Wenn  man  da- 
her eine  Fläche  vom  Grade  m  durch  eine  Ebene  schneidet,  so 
enthält  diese  m(m—V)  Normalen  in  sich.  Uni  nunmehr  die  Zahl 
der  Normalen  von  F  zu  bestimmen,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen,  denke  man  durch  denselben  zwei  Gerade.  Normalen, 
welche  beide  Gerade  schneiden,  giebt  es  m\  davon  liegen 
m(m--l)  in  der  durch  die  Geraden  bestimmten  Ebene,  die  übrigen 
gehen  also  durch  jenen  Punkt;  ihre  Anzahl  ist  demnach 

m' — m(m—i). 

Da  die  Normalen  einer  Fläche  F,  welche  eine  Gerade  durch- 
schneiden, eine  Fläche  vom  Grade  m^  bilden,  so  wird  dieselbe  durch 
eine  Raumcurve  vom  Grade  q,r  —  es  bedeuten  q  und  r  den 
Grad  der  Flächen,  welche  die  Raumcurve  erzeugen  —  in  m^.q.r 
Punkten  geschnitten,  daher  bilden  die  Normalen,  welche  jene 
Curve  zur  Leitcurve  haben,  eine  Fläche  vom  Grade  i»\gf.r. 
Wird   diese  Fläche  durch   eine  Raumcurve  vom  Grade  ^«t  ge- 
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schnitten ,  wo  s  nnd  (  wieder  den  Grad  der  die  Raamcurve  er- 
zeugenden. Flächen  bedeuten,  so  ist  die  Zahl  der  Durchschnitte 
m\q.r.8.t    Daher  der  Satz: 

„Die  Normalen  einer  Fläche  vom  Grade  m,  welche  zwei 
Curven  C  und  D  durchschneiden,  von  denen  die  erste  durch  zwei 
Flächen  vom  Grade  q  und  r,  die  zweite  durch  zwei  Flächen 
vom  Grade  s  und  t  erzeugt  wird,  sind  der  Anzahl  nach 

m^p.q.s.V^  Sehn. 

A.  Mannheim.  Recherches  sur  les  pinceaux  de  droites 
et  les  normalies,  contenant  une  nouvelle  exposition 
de  la  th^orie  de  la  courbure  des  surfaces.    C.  B.  LXX 

1074,  1870. 
Von  dem  angekündigten  Memoire  befindet  sich  G.  R.  LXX. 
1074.  ein  Auszug,  in  welchem  der  Verf.  die  rein  geometrische 
Methode,  welche  er  bei  dem  Studium  der  Strahlenbtlndel  ver- 
folgt, in  ihren  wesentlichen  Punkten  kennzeichnet.  Auf  die  Be- 
trachtungen näher  einzugehen,  wird  die  Veröffentlichung  des 
Mimoire's  selbst  später  Gelegenheit  bieten.  Sehn. 

A.  Mannheim.  Determination  du  plan  osculateur  et  du 
rayon  de  com-bure  de  la  trajectoii*e  d'un  point  quel- 
conque  d'une  droite,  que  Ton  ddplace  en  Tassujettis- 
sant  k  certaines  conditions.  c.  B.  LXX.  12 15-1218.  1870. 

Wenn  eine  Gerade  mit  vier  Punkten  auf  vier  festen  Flächen 
gleitet,  so  beschreibt  jeder  Punkt  derselben  eine  Trajectorie; 
die  Schwingungsebene  und  der  Ertimmungsradius  irgend  eines 
Punktes  derselben  werden  bestimmt.  Sehn. 

A.  Mannheim.  Construction  de  Taxe  de  courbure  de 
la  surface  d^veloppable  enveloppe  d'un  plan  dont  le 
ddplacement  est  assujetti  k  certaines  conditions.    c.  r. 

LXX.  1259-1263.  1870. 
Herr  Mannheim  beschäftigt  sich  mit  der  Frage:  Wenn  vier 
Ebenen,  welche  parallel  einer  Geraden  sind,  eine  geometrische 
Gestalt  von  unveränderlicher  Form  bilden,  welches  ist  der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Krttmmungsaxen  der  abwickelbaren 
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Flächen,  welche  diese  Ebenen  während  einer  Verrttckung  des 
Systems  umhüllen?  Er  gelangt  dabei  zur  Lösung  folgenden 
Problems:  Wenn  vier  Ebenen,  welche,  parallel  einer  Geraden, 
ein  System  von  unveränderlicher  Form  bilden,  sich  so  verrücken, 
dass  sie  bezüglich  vier  gegebene  Flächen  berühren,  so  ist  ftr 
irgend  einen  Moment  die  Erümmungsaxe  der  abwickelbaren 
Fläche  zu  construiren,  welche  eine  mit  jenem  System  fest  ver- 
bundene der  Geraden  parallele  Ebene  umschreibt. 

Sehn. 

Ch.  Brisse.     Memoire   sur  le   d^placement  des  figures. 

Liouville  J.  (2)  XV.  281-313.  1870. 

Die    Arbeit   enthält   eine    Entwickelung   der   interessanten 

Theoreme,  welche  Chasles  über  unendlich  kleine  Verrückungen 

von  Figuren  von  unveränderlicher  Gestalt  (Bulletin  de  F^russac 

tXIV,  1831  und  Compt.  rend.  t.  XVI,  1843)  zuerst  aufgestellt  hat. 

Sehn. 

A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize'' paper.  1869.  Question  12. 

Messenger  V.  58-59.  1869. 
Wenn  jedem  Punkte  des  Baumes  eine  Ebene  entspricht, 
d.  h.  eine  Ebene,  die  durch  den  Punkt  unter  rechten  Winkeln 
gegen  die  Bewegungsrichtungen  gezogen  ist,  indem  man  die 
Punkte  als  einem  festen  Körper  angehörig  betrachtet,  der  in 
irgend  einer  Weise  unendlich  wenig  verrückt  ist,  so  wird  die  Ebene 
bestimmt,  welche  einem  gegebenen  Punkte  entspricht,  und  das 
Resultat  mit  der  Theorie  der  Dualität  in  Verbindung  gebracht. 

Glr.  (0.) 

H.   MyLORD.      Lösning  af  Opgave    149.     Tychsen  Tidsskr.  (2) 
VI.  39.  1870. 

Mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  werden  folgende  Sfttze 
bewiesen:  Wenn  eine  Sehne  auf  einer  Curve  so  gleitet,  dass 
das  entsprechende  Segment  einen  constanten  Inhalt  hat,  so  ist 
der  Krümmungsradius  derjenigen  Curve,  die  d^r  Schwerpunkt 
des  Segments  durchläuft,  dem  Kubus  der  Sehnenlänge  propor- 
tional. — 
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Die  Tangente  in  irgend  einem  Pankte  der  Gurve,  die  der 
Schwerpunkt  beschreibt,  ist  immer  parallel  der  entsprechenden 
Richtung  der  Sehne.  —  Hn.  (Wn.) 

H.  Resal.     !6tude  g^om^trique  sur  le  mouvement  d'one 
Sphäre  glissant   ou  roulant  sur  un    plan   horizontal. 

C.  R.  LXVin.  1158-1159.  1869. 

Es  werden  einige  Sätze  ohne  Beweis  mitgetheilt,  die  der 
Verfasser  auf  geometrischem  Wege  gefunden  hat,  während  sie 
bis  dahin  nur  analytisch  von  Goriolis  bewiesen  waren. 

0. 

Marx.     Beitrag  zur  Kenntniss  der  Kettenlinie.  Pr.cisoB- 

thal  1869. 

Die  Schrift  entwickelt  mit  äusserster  Ausfbhrlichkeit  die 
Gleichgewichtsbedingungen  am  Seilpolygon  und  bekannte  Eigen- 
schaften der  Eettenlinie  und  ihrer  Evolvente.  H. 

L.  Saalschütz.    Zur  Theorie  der  Evolventenverzahnung. 

Königsberg  1870. 

Die  Arbeit,  mehr  fllr  den  Techniker,  wie  für  den  Mathe- 
matiker bestimmt,  giebt,  nach  einer  Auseinandersetzung  der  geo- 
metrischen Principieq^  der  Evolventenverzahnung,  eine  Entwicke- 
lung  der  allgemeinen  Formeln  für  die  einzelnen  Theile  von  Zahn- 
rädern mit  Ereisevolventen  und  entwickelt  dann  theoretisch  die 
Grundsätze,  nach  denen  bei  der  Gonstruction  solcher  Zahnräder 
zu  verfahren  sei.  0, 

Preüsse.     Einj3   Gerade,  auf  welcher  ein  schwerer  ma- 
terieller Funkt  gleiten  kann.    Pr.  Asohersleben  1870. 
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Capitel  3. 
Statik 

A.    Statik  fester  Körper. 

K.  VON  Ott.     Die  Grundzüge  des  graphischen  Rechnens 
und  der  graphischen  Statik.    Pr.  Prag.  1870. 

Nach  einer  einleitenden  Darlegung  der  Elemente  des  gra- 
phischen Rechnens  wendet  sich  die  vorliegende  Schrift  zur  Dar- 
stellung der  Elemente  der  graphischen  Statik  und  giebt  dieselbe 
in  anschaulicher  Weise,  welche  sie  als  Vorbereitung  für  das 
Stadium  grösserer  Werke  empfehlenswerth  macht.  Neues  will 
die  Schrift  nicht  geben.  Sie  ist  vorzugsweise  für  die  Schüler  des 
Verfassers  bestimmt,  geht  aber  in  der  Benutzung  des  anderweit 
gegebenen  Materials  bis  in  die  neueste  Zeit  hinein. 

0. 

G.    Battaglini.      Nota    sulla   composizione   delle   forze. 

Bend.  di  Napoli.  1869. 

Gegenstand  der  Note  ist  die  Untersuchung  der  Formeln  zur 
Zusammensetzung  von  Kräften,  indem  die  Geraden,  nach  denen  sie 
wirken,  in  Beziehung  auf  ein  fundamentales  Tetraeder  mittelst 
Plttcker'scher  Coordinaten  bestimmt  werden.  —  Die  Resultante  von 
drei  Kräften,  die  in  einem  Punkte  zusammentreffen  und  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  oder  auch  von  drei  Kräften,  die  in  einer 
Ebene  liegen  und  nicht  in  einem  Punkte  zusammentreffen,  wird 
durch  Gonstruction  eines  geometrischen  Netzes  von  geraden 
Linien  bestimmt.  —  Ein  beliebiges  System  von  Kräften  wird  auf 
Kräfte  zurückgeführt  y  die  nach  den  Kanten  des  fundamentalen 
Tetraeders  wirken.  Bi.  (0.) 

W.  H.  Preece.    The  parallelogram  of  forces.     Phil.  Mag. 

(4)  XXXVIII.  428-430.  1869. 
Der   Satz  vom  Parallelogramm   der  Kräfte  wird  bewiesen, 
indem  einige  der  Fundamentaleigenschaften  der  Kräftepaare  als 
Axiome  hingestellt  werden.  He. 

Foruchr.  d.  Math.  U.  ».  45 
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K.  CuLMANN.     Ueber  das  Parallelogramm  und  über  die 
Zusammensetzung  der  Kräfte.    Wolf  J,  xv.  1-24.  I87a 

Um  zu  zeigen,  dass  die  analytische  Statik  der  reinen  analy- 
tischen Geometrie  ebenso  entspricht,  wie  die  graphische  Statik  der 
Geometrie  der  Lage,  und  dass  daher  auch  die  analytische  Statik  als 
Theil  der  Geometrie  zu  betrachten  ist,  wie  es  von  der  graphischen 
Statik  bereits  angenommen  ist,  giebt  der  Verfasser  einen  analy- 
tischen und  einen  geometrischen  Beweis  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramm der  Kräfte.  Im  Weiteren  werden  die  Summenformeln 
für  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Strahlenbflndel  und  m 
der  Ebene  behandelt.    Den  Schluss  bilden  Anwendungen. 

C.  Neümann.     Ueber  den  Satz  von  der  virtuellen  Ver- 

rückung.   Leipz.  Ber.  XXI.  257-281.  1869. 

Es  handelt  sich  um  die  Frage,  ob  der  genannte  Sats,  in 
seiner  Anwendung  auf  gegebene  Bedingungsgleichungen 
aufzufassen  ist  als  eine  Gonsequenz  derjenigen  fundamentalen 
Principien,  welche  gelten  ftlr  die  Wirkung  und  Zusammensetzung 
gegebener  Kräfte,  —  oder  aber  aufzufassen  ist  als  ein  völlig 
neues  Princip. 

Der  Verf.  weist  nach,  dass  die  erstere  Auffassungsweise 
im  Allgemeinen  völlig  unhaltbar  ist,  dass  sie  indessen  eine 
gewisse  Berechtigung  gewinnt,  sobald  es  gestattet  ist,  die  gege- 
benen Bedingungsgleichungen  anzusehen  als  ein  Symbol  für  ge- 
wisse nicht  näher  bekannte  Kräfte,  von  denen  vorausgesetzt 
werden  darf,  dass  sie  ein  Potential  besitzen.  Nn. 

J.  Petersen.     De  virtuelle  Hastigheders  Princip  anvendt 
paa  et  System,  hvor  der  ir  Gnidning.     Tycheen  Tidsekr. 

(2)  V.  113,  157.  1869. 
Im  ersten  Theil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  der  Verf.  mit 
einem  System  von  Punkten,  die  alle  in  derselben  Ebene  liegen, 
auf  die  irgend  welche  Kräfte  wirken,  und  die  sich  nur  auf  ge- 
gebenen Curven  bewegen  können,  von  denen  einige  eine  Reibung 
ausüben.    Er  sucht  die  Gleichgewichtsbedingungen  mit  Hülfe  des 


Digitized  by  VjOOQIC 


Gapite]  3.    Statik.  663 

Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiteu.  Man  erhält  die  Lö- 
sung des  Problems  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes:  Man  kann 
das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  auf  ein  System  mit 
Beibung  ebenso  anwenden  wie  auf  ein  System  ohne  Reibung; 
nur  muss  man  im  Falle  der  Beibung  den  virtuellen  Verrflekungen 
der  Punkte  eine  Richtung  geben,  die  mit  der  Tangente  der  Curve 
einen  gewissen  Winkel  einschliesst;  die  Tangente  dieses  Winkels 
ist  gleich  dem  ReibungscoefScienten.  —  Bei  der  Anwendung  des 
Theorems  muss  man  aber  auf  den  Umstand  Rücksicht  nehmen, 
dass  die  Punkte  in  Folge  dieser  virtuellen  Verrückungen  sich 
nicht  mehr  auf  den  vorgeschriebenen  Curven  bewegen.  —  Im 
zweiten  Theil  wird  die  Bedingung  dahin  geändert,  dass  sich  die 
Punkte  auf  gegebenen  Oberflächen  bewegen,  die  eine  Reibung 
ausüben.  Hn.  (Wn.) 

W.  FiRTH.     A  demonstration  of  the  principle  of  Virtual 

velocity.    Meesenger  V.  171-175. 

Beweis  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für 
einen  Punkt  und  einen  starren  Körper.  Glr.  (0.). 

J.  SoMOF.     Note  relative  k  une   demonstration  donn^e 
par    Cauchy    des    ^quations  g^n^rales   de    T^quilibre. 

BuU.  de  St.  P^tersbourg  XIV.  381-392.  1870. 

Der  Satz,  den  Cauchy  im  Jahre  1827  über  das  Gleichge- 
wicht ohne  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten bewiesen  hatte  (Exerc.  niath.  II.  p.  1  u.  f.;  reproducirt  von 
Moigno,  Lebens  de  m^canique  analytique  T.  I.  p.  271  u.  f.  1868) 
lautet:  „Damit  zwischen  den  Kräften,  die*ein  System  materieller 
Punkte  angreifen,  und  den  Widerständen,  die  aus  den  Verbin- 
dungen hervorgehen,  denen  die  Punkte  unterworfen  sind,  in  dem 
Fall,  wo  in  Folge  der  Verbindungen  nur  eine  Function  der  Co- 
ordinaten  fbr  alle  virtuellen  Verrückungen  null  sein  muss,  Gleich- 
gewicht stattfinde,  ist  nöthig:  1)  dass  die  Projectionen  der  Kräfte 
auf  die  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  proportional  seien  den 
partiellen  Derivirten  dieser  Function  nach  den  respectiven  Co- 
ordinaten,  2)  dass  das  Verhältniss  jeder  Projection  zu  der  re- 
spectiven Derivirten  für  alle  Kräfte  dasselbe  sei/'    Den  Beweis 

45* 
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des  zweiten  dieser  Sätze  reprodacirt  der  Verf.  in  der  vorlii^n- 
den  Arbeit  nach  Cauchy  nnd  zeigt,  dass  derselbe  tmgenttgend 
sei,  da  die  Gleichung,  aus  welcher  Cauchj^  die  Gleichheit  der 
Verhältnisse  folgert,  für  manche  Fälle  (er  führt  deren  2  aus) 
illusorisch  sei,  indem  sie  auf  eine  Identität  von  der  Form 

X.O  =  V.O 
führt. 

Nach  kurzer  Charakteristik  der  Beweise  von  Lagrange 
(Theorie  analytique  des  fonctions,  Cap.  V.)  und  Poinsot  fügt  H. 
Somof  einen  neuen  Beweis  hinzu,  indem  er  statt  des  Hebels  mit 
gleichen  Armen  von  Cauchy  ein  aus  zwei  starren  Linien  ge- 
bildetes Gelenk  substituirt.  0. 

E.  J.  RouTH.     Equilibrium   of  one  heavy    rough  body 
on  another.    Quart.  J.  XI.  102-109.  1870. 

Es  werden  die  Bedingungen  aufgestellt,  damit  ein  rauher, 
schwerer  Körper,  der  auf  einem  anderen  ruht,  sich  in  stabilem 
oder  unstabilem  Gleichgewicht  befindet.  Die  Resultate  sind  tiieil- 
weise  bereits  in  des  Verfassers  Bigid  Dynamics  enthalten. 

0. 

F.  PiANi.     Sul  centro  di  gravitk.     Disquisizione  storico- 

Crtiche.      Mem.  di  Bologna.  X.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  die  Bectification  einiger  Punkte  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  bezüglich  der  Theorie  des  Schwerpunkts, 
woraus  sich  die  Priorität  der  wirklichen  Urheber  gewisser  Theoreme 
ergiebt,  die  jetzt  auch  eine  gewisse  geometrische  Wichtigkeit 
haben,  obwohl  sie  zu  den  Elementen  gehören.  Der  Herr  Ver- 
fasser behandelt  speciell  einige  Anwendungen,  welche  von  Ter- 
schiedeneu  italienischen  Geometern  mit  der  Theorie  der  Baiycentren 
auf  Probleme  der  geometrischen  Optik  gemacht  sind,  und  zeigt 
wie  die  Lösungen  nicht  immer  exact  sind,  da  sie  auf  Hypothesen 
beruhen,  die  der  physikalischen  Wirklichkeit  nicht  allgemein  ent- 
sprechen. Jg.  (0,) 
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J.  N.  Haton  de  LA  GoupiLLiERE.     Recherches  sur  les 
centres  de  gravit^.     J.  de  tec.  Pol.  Cah.  XLiri.  123-155.  1870. 

Im  ersten  Theil  werden  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
von  Curven  und  Flächen  der  Bogen  und  der  Contingenzwinkel 
alfl  Variahle  benutzt.  Ist  s  =  f(^(o)  die  Gleichung  der  Curve  in 
diesen  Goprdinaten,  so  ergiebt  sich  für  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinalen  eines  Punktes  (xy)  derselben : 

/tu  rta 

f ((p). cos (pd(p,     y  —  I  r (.9) '^^^V ^V- 

0  ü 

Zunächst  wird  die  Aufgabe  fUr  homogene  Bogen  gelöst.  Man 
erhält  alsdann  fUr  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes: 

-^  =  «-y^y  /'c<ip)r(v)cos()pd(p, 

Um  die  Einfachheit  zu  zeigen,  welche  durch  die  Einflihrung  dieser 
Yariabehi  für  die  Lösung  der  Aufgabe  erreicht  wird,  ist  sie  an 
der  Epicycloide  durchgeftthrt.  Die  Gleichung  derselben  lautet 
in  diesen  Coordinaten: 

8  =  4rCr+l)8in-jj^, 

wo  r  das  Verhältniss  der  Radien  des  festen  und  des  erzeugen- 
den Kreises  bezeichnet.  Die  Aufgabe  reducirt  sich  dann  auf 
die  Auswerthung  von  Integralen  der  Form: 

/    Bmm(p.coB(fd(p^      1    sinfiwp.sinqpdy, 

0  ü 

/4tf  /*Ctf 

cos  fit  tf .  cos  <]p  df',     /    cos  mff .  sin  tf  d<p. 

0  0 

Aus  der  Anwendung  auf  specielle  Fälle  in  Beziehung  auf  r  wer- 
den eine  Anzahl  von  Sätzen  gefolgert,  z.  B.:  „Wenn  der 
Durchmesser  des  beweglichen  Kreises  gleich  einem  ungraden 
Vielfachen  des  Radius  des  festen  Kreises  ist,  so  liegt  der  Schwer- 
punkt eines  Zweiges  der  Epicycloide  im  Mittelpunkt  des  festen 
Eieises  (ausgenommen  ist  der  Fall  der  äussern  Epicycloide  mit 
zwei  Zweigen)." 
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Auch  wenn  sich  die  Dichtigkeit  einer  Gurve  mit  ihrer  Erfim- 
mung  ändert,  lassen  sieh  diese  Vaxiabeln  mit  Erfolg  benatzen. 
Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  werden  alsdann 

1    /*« 

0 

Y  =  y^—J    r(v)<psinydy. 
u 
Auch   hier  wird  die  Methode  an  der  Epicycloide  durchgeflllut 
Die  Aufgabe  fUhrt  hier  zu  Integralen  von  der  Form: 

9)Gosm<)pcos<pdqp;         /    <pcosmf)Sin<;pd()p. 

0  u 

Die  Endresultate  sind  noch  einfacher  als  bei  homogenen  Bogen. 
Bei  Rotationsflächen  wird  der  Abstand  des  Schwerpunktes 
von  einer  Basis  der  Zone  bestimmt.    Mit  Hülfe  des  Guldin'schen 
Satzes  erhält  man: 

/*« 

wo  a  den  Radius  der  Basis,  X^  Y  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes des  Meridians,  a  den  Winkel  desselben  mit  der  Axe  be- 
zeichnet.   Der  Ausdruck  /    xyds  wird  zur  Auswerthang  in 

a 
a  a 

transformirt  und  in  dieser  Form  auf  den  Toms  angewandt 

Der  zweite  Theil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  um- 
gekehrten Aufgabe.  Es  werden  Gurven  bestimmt,  deren  Schwer- 
punkt gegebenen  Bedingungen  unterworfen  ist,  eine  Aufgabe, 
die  auf  die  Bestimmung  einer  Function  unter  dem  Integralzeichen 
ftlf  gegebene  Bedingungen  hinaus  läuft  Bei  homogenen  Bogen 
werden  der  Bogen  und  die  Ordinaten  als  Variable  benutzt  Die 
Gleichung,  welche  zur  Bestinmiung  der  unhekannten  Function 
dient,  ,i8t  dann: 


«F 


=/»*• 


Digitized  by  VjOOQIC 


Gapitel3.     Statik.  667 


Ist  F  als  Function  von  s  gegeben,  so  folgt  hieraus  unmittelbar : 

y  =  y+^-^' 

Speciell  wird  der  Fall 

Y  =  A.sP 

behandelt.    Die  Curve  wird  dann: 

y  =  Cp+1)4.«p. 

Diese   Gleichung   repräsentirt   eine   ganze   Anzahl   von  Curven, 

denen  wegen  ihrer  Bedeutung  fllr  die  folgenden  Untersuchungen 

der  Name  „courhes  barocentriques'^  beigelegt  wird.    Ist  Y  eine 

Function  von  y,  z.  B.  =  B.y,  so  findet  sich  eine  barocentrische 

ß 
Curve  von  der  Ordnung  -; — 5--    Die   Transformation  in   recht- 

1 — Ja 

winklige  Goordinaten  wird  besprochen. 

Aendert  sich  die  Dichtigkeit  J  des  Bogens  nach  einem  ge- 
gebenen Gesetz^  so  hat  man  als  Gleichung 

(8.)       Yf'/fds  ^pyJds. 

Je  nachdem  Y  und  J  Functionen  von  s  oder  von  y  sind,  werden 
die  Gleichungen  der  Curven 

dY 

oder  eine  Differentialgleichung   zweiter   Ordnung  und   zweiten 
Grades,  welche  durch  Quadratur  auf  die  Form: 

C^  fdy 

^^•^     dy  ~  z/(»-ry    ^ 
zurUckgeftlhrt  wird.     Speciell  werden  die  Fälle  behandelt,  wo 
F  das  arithmetische  oder  geometrische  Mittel  der  Endordinaten 
und  A  einer  Potenz   der  Ordinate  proportional  ist.     In  beiden 
Fällen  finden  sich  barocentrische  Curven. 

Dieselbe  Formel  (9.)  erlaubt  unmittelbar  den  Uebergang  zu 
ebenen  Flächen.  Ersetzt  man  in  Gleichung  (8.)  Ad%  durch  xdy^ 
so  erhält  man: 

yJ  xdy  =   /  xydy. 


r» 
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Es  ergiebt  sich  daraus  fDr  die  Qleichang  der  Gnrve: 

(y-rr  * 

Speciell  wird  der  Fall  Y  —  A.y^  bebandelt.  Bei  Botationsflfiehen 
wird  die  Aufgabe  auf  die  bereits  gelöste  zurttckgef&hrt,  wenn 
die  Dichtigkeit  des  Bogens  proportional  der  Ordinate  ist  Den 
Scbluss  der  Arbeit  bildet  die  Bestimmung  einer  Oberfläche ,  die 
so  beschaffen  ist,  dass  die  horizontalen  Goordinaten  Tom  Schwer- 
punkt des  Volumens,  welches  von  einer  horizontalen  und  zwei 
Paaren  paralleler  vertikaler  Ebenen  eingeschlossen  ist,  gleich 
gegebenen  Functionen  der  Goordinaten  der  variabelen  Wand  des 
Prismas  sind.  0. 

A.  Grcnert.  Ueber  den  Schwerpunkt  des  Trapeziums, 
.    insbesondere  über  die  graphische  Bestimmung  desselben. 

Grunert  Arch.  L.  212-219.  1869. 
Die  Arbeit  enthält  einen  analytischen  Beweis  der  von  Cd- 
mann  in  seinem  Werke:  „Die  graphische  Statik",  Ztlrich  1866 
p.  151  gegebenen -graphischen  Bestimmung  für  den  Schwerpunkt 
eines  Trapezes:  „Trägt  man  von  den  diagonalen  Eckpunkten  B 
und  D  oder  A  und  C  aus  die  gegenüberliegenden  Parallelseiten 
CD  und  AB  in  den  Verlängerungen  der  Parallelseiten  in  BB 
und  DD'  oder  in  AA*  und  CC  auf,  so  schneidet  die  Gerade 
B'D*  oder  A*C*  den  Schwerpunkt  S  auf  der  Linie  MN  ab,  welche 
die  Mittelpunkte  M  und  iV  der  parallelen  Seiten  mit  einander 
verbindet''.  Der  Beweis  selbst  bietet  kein  Interesse  dar.  Das 
Trapez  wird  zwei  Mal  in  Dreiecke  zerlegt,  und  aus  den  Glei- 
chungen der  Verbindungslinien  ihrer  Schwerpunkte  die  Goor- 
dinaten fUr  den  Schwerpunkt  des  Trapezes  abgeleitet.  Einen 
weit  einfacheren  Beweis  hat  1866  Herr  Walker  im  Quart.  J.  veröffent- 
licht (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  311).  Da  diese  Gonstmetlon 
viel  Raum  erfordert,  so  wird  im  zweiten  Theile  der  Arbeit  ein 
analytischer  Beweis  ftlr  eine  andere  Construction  gegeben,  die 
mcht  an  diesem  Mangel  leidet  und  in  folgendem  besteht:  „In 
dem  Trapez  ABCD  mache  man  AG=z  BH=^  CD,  schneide  von 
A  und  B  aus  die  Strecken  AA'\  Bff'  (resp.  gleich  iAH,  iBG) 
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ab  und  mache  CC'^  (auf  der  Verlängerung  von  CD)  =  AA"y 
.Diyf  =  BF'.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  il"C"  und  F'D" 
ist  dann  der  verlangte  Schwerpunkt  0. 

H.  Emsmann.  Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines 
beliebigen  Vierecks,  und  sich  aus  denselben  ergebende 
Constructionen  dieses  Punktes  im  Vergleich  mit  dem 
Schwerpunkt  des  Trapezes.   Grunert  Arch.  Li.  241-246.  1870. 

Im  Anschluss  an  die  obige  Arbeit  des  Herrn  Grunert  wer- 
den auf  dieselbe  Weise,  wie  dort  die  Ausdrücke  fttr  die  Coor- 
dinaten des  Schwerpunktes  bei  einem  beliebigen  Viereck  gegeben. 
Aus  verschiedenen  Formen  für  dieselben  werden  dann  Con- 
structionen hergeleitet,  die  jede  auch  speciell  auf  das  Trapez 
angewandt  werden.  0. 

C.  A.  Bretschneider.  Bemerkungen  über  einen  im 
Archiv  besprochenen  Lehrsatz.      Grunert  Arch.  L.  103-106. 

1869. 
Der  Herr  Verfasser  weist  nach,  dass  der  im  vorigen  Jahr- 
gange  erwähnte  Lehrsatz  der  Herren  Fässbender  und  Hackel 
(8.  Fortschr.  d.  M.  I.  264)  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden 
allgemeineren  Lehrsatzes  sei: 

„Die  Winkel,  welche  drei  aus  den  Spitzen  eines  Dreiecks 
nach  den  Gegenseiten  gezogene  Transversalen  mit  letzteren,  nach 
einerlei  Richtung  hin  genommen,  bilden,  haben  stets  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Summe  ihrer  GotaDgenten  gleich  Null  ist,  wenn 
die  in  den  Scheiteln  dieser  Winkel  auf  die  Seiten  errichteten 
Lothe  sich  in  [einem  Punkte  schneiden*^  Der  Beweis  ist  tri- 
gonometrisch. 0. 

Fas8B£NDbr.  Les  angles  que  les  cöt^s  du  triangle 
forment    avec    leurs    lignes    de    gravit^   respectives. 

Granert  Aroh.  LI.  46-48.  1870. 
2  andere  Beweise  des  schon  im  1.  Bande  des  Jahrbuches 
p.  264  erwähnten  Satzes. 

0. 
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K.  Most.     Ueber   den    Schwerpunkt   der   Umgrenzung 
bei  den  einfachsten  Figuren  und  Körpern.  Gninert 

Arch.  LI.  15-19.  1870. 
Der  bekannte  Lehrsatz  über  den  Schwerpankt  des  Dreiecks 
wird  zur  Construction  der  Schwerpunkte  des  Vierecks,  Tetraeden 
und  der  vierseitigen  Pyramide  benutzt.  O. 

P.  A.  Hansen.     Bestimmung   des   Schwerpunktes   eines 
beliebigen  sphärischen  Dreiecks.     Lßipi.  Ber.  xxiL  7i-9i 

1870. 
Man  nehme  auf  der  Kugeloberflftche,  deren  Radius  =  1  ge- 
setzt werden  möge,  einen  beliebigen  Punkt  A  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  an,  betrachte  die  in  ihm  an  die  Kugel  gelegte 
Tangentialebene  als  Ebene  der  an/  und  zähle  die  «-Coordinatai 
in  der  Richtung  nach  dem  Inneren  der  Kugel  zu  positiv.  Der 
Winkel,  den  die  Ebene  irgend  eines  vom  Punkte  A  aus  gezogenen 
grössten  Kreises  o  mit  der  Ebene  der  a»  eiuschliesst,  sei  tp. 

Das  allgemeine  schiefwinklige  sphärische  Dreieck,  dessen 
Schwerpunkts-Coordinaten  hier  in  ihrer  einfachsten  Gestalt 

j/cö  =  ibeos(f'—^ccosg)y 
ä'o)  =  Ol— ^asini, 
0)  =  A+B  +  C—n 
gegeben  werden,  setzt  sich  folgendermaassen  aus  zwei  recht- 
winkligen Dreiecken  zusammen: 

Zunächst  denke  man  sich  ein  rechtwinkliges  sphärisches 
Dreieck,  dessen  einer  Endpunkt  A  und  dessen  Hypotenuse  a 
ist,  während  mit  h  und  k  die  Katheten  dieses  Dreiecks  bezeichnet 
werden  sollen,  und  zwar  wird  k,  vom  Punkte  A  ausgehend,  in 
der  Ebene  der  xz  liegend  angenommen. 

Femer  ziehe  man  von  A  aus,  ausserhalb  .des  eben  be- 
sprochenen Dreiecks,  einen  Bogen  grössten  Kreises  bis  an  die, 
am  Endpunkte  der  Kathete  k  verlängerte  andere  Kathete  A,  so 
wird  dadurch  ein  zweites  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck 
gebildet,  dessen  Hypotenuse  der  erklärte  Bogen  grössten  Kreises, 
und  dessen  eine  Kathete  wieder  k  ist.  Die  zweite  KathetOi  die 
die  Verlängerung  von  h  bildet,  soll  V  genannt  werden. 
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In  den  obigen  Formeln  war  die  gewöhnliche  Bezeichnung 
der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  mit  A,  B,  C  und  die  der 
gegenttberliegenden  Seiten  mit  a,  h,  c  beibehalten,  sowie  den  im 
zweiten  rechtwinkligen  Dreiecke  auftretenden  Grössen  (p%  a'  die- 
selbe Bedeutung  beigelegt  wurde,  wie  (p  und  a  im  ersten. 

Es  ist  somit 

A  =  <p+ip\  '  a  =  A+Ä',    c  =  0,    h  =  &, 

In  den  Artikeln  (10) -(18)  incl.  wird  sodann  die  Construction 
des  Schwerpunktes  gelehrt,  und  die  Behandlung  specieiler  Fälle 
vorgeftlhrt. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Dreiecksseiten  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  seien,  werden  in  (19)  bis  (23)  (Schluss- 
Artikel)  die  strengen  Ausdrücke  in  Reihen  entwickelt,  und  diese 
Entwickelungen  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  fortgesetzt. 

Der  Herr  Verfasser  nimmt  häufig  Gelegenheit,  z.  B.  bei 
der  Construction  des  Schwerpunktes  mit  Hülfe  der  erhaltenen 
Eeihen-Ausdrücke,  auf  seine  Schrift,  die  als  Supplement  zu  der 
„Geodätische  Untersuchungen  u.  s.  w/'  benannten  Abhandlung 
erschien,  zu  verweisen. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  das  Verfahren  des  Herrn  Hansen 
eben  so  gut  sich  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes eines  sphärischen  Vielecks  eignet.  Wtn. 

Th.  Eeye.   Trägheits-  und  höhere  Momente  eines  Massen- 
systemes  in  Bezug  auf  Ebenen.    Borchardt  j.  Lxxii.  293- 

326.  1870. 
Der  Verfasser  hatte  früher  bewiesen,  dass  jeder  Körper  hin- 
sichtlich seiner  Trägheitsmomente  auf  unendlich  viele  Arten  durch 
vier  Massenpunkte  ersetzt  werden  kann.  Der  erste  dieser  Punkte 
kann  ganz  beliebig  angenommen  werden.  Dadurch  ist  seine 
Hasse  und  die  Ebene  der  drei  anderen  bestimmt.  Nimmt  man 
in  dieser  Ebene  den  zweiten  Punkt  willkürlich  an,  so  erhält  man 
seine  Masse  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen,  auf 
welcher  dann  noch  der  dritte  Punkt  willkürlich  gewählt  werden 
kann.  Die  vier  Massenpunkte  haben  dieselbe  Gesammtmasse 
und  denselben  Schwerpunkt,  wie  der  gegebene  Körper.  Vier 
solche  Massenpunkte   bilden   die  Poltetraeder    eines   durch  die 
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Massenyertheilung  im  Körper  völlig  bestimmten  imaginären  El- 
lipsoids,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Schwerpunkt  zusammen- 
fällt. Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  P  drei  zu  jenem  £1- 
lipsoid  confocale  Flächen  zweiter  Ordnung,  so  fallen  deren  Nor- 
malen in  P  mit  den  drei  Hauptträgheitsaxen  dieses  Punktes 
zusammen.  Für  alle  Berührungsebenen  dieses  Ellipsoids  sind, 
wie  Herr  Hesse  gezdgt  hat,  die  Trägheitsmomente  des  Körpers 
Null.  Herr  Reye  verallgemeinert  in  der  vorliegenden  Arbeit 
diese  Untersuchung,  indem  er  die  Frage  stellt,  ob  auch  in  Bezug 
auf  die  n*"*"  Momente  ein  Massensystem  durch  eine  beschränkte 
Anzahl  von  Massenpunkten  ersetzt  werden  kann.  Unter  dem 
fi^^""  Momente  eines  Massensystems  wird  das  über  das  ganze 
Massensystem  sich  erstreckende  Integral  Ir^dm^  wo  r  der  Ab- 
stand des  Elementes  dm  von  einer  gegebenen  Ebene  ist,  ver- 
standen. Bezeichnen  a,  /?,  y  die  Cosinus  der  Neigungswinkel, 
welche  das  vom  Coordinatenanfangspunkt  auf  die  Ebene  £  ge- 
fällte Loth  von  der  Länge  p  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so 
nimmt  dies  .die  Form  an: 

If^dm  =   /(aX'\-ßy-\-yZ'-pydm. 

Dies  lässt  sich  durch  Entwickelung  der  Potenz  in  eine  Summe  von 

(n+l)(n+2)(fi+3) 

1.2.3 

Gliedern  zerlegen.    Die  CoefBcienten  der  Potenzen  von  a,  ß^  y 

lassen  sich  eindeutig  bestimmen,  wenn  für  sie 

(n+l)Cn+2)(fi+3) 

1.2.3 

lineare,   unabhängige   Gleichungen   existiren.     Es   ergiebt  sieh 

daraus  der  Satz:    „Das  n**_ Moment  eines  Massensystems  kann 

fbr  jede  Ebene  des  Baumes  berechnet  werden,  sobald  es  für 

Cii+l)Cn+2)(n-f3) 
1.2.3 
von  einander  unabhängige  Ebenen  bekannt  ist.''     Da  die   Co- 
ordinaten  aller  Ebenen,   für  welche  das  ft*""  Moment  einen  ge- 
gebenen Werth  Jlf  hat,  der  homogenen  Gleichung 

ßax-\^ßy+y%^pydm  =  M(/z'+ß'+y')^ 
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gen&gen  mflssen,  so  folgt,  dass  „alle  Ebenen  des  Baumes,  flir 
welche  das  n*''  Moment  eines  Massensystems  einen  gegebenen 
Werth  Jr  hat,  im  Allgemeinen  eine  Fl&ehe  »«"'  oder  2ii<<"'  Glasse 
umhttUen,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist.'^  Jede  Ebene 
gehört  ferner  einer  einzigen  solchen  Fläche  constanten  n^^"  Mo- 
mentes an;  alle  derartigen  Flächen  bilden  eine  Flächenschaar. 
Unter  diesen  Flächen  constanten  ii**°  Momentes  ist  die  von  her- 
vorragender Bedeutung,  flir  deren  sämmtliche  Berührungsebenen 
das  n*^  Moment  Null  ist.  Der  Verfasser  nennt  sie  die  „n*''  Null- 
fläche'' des  Massensystems.  Sie  ist  immer  von  der  n'^''  Classe. 
Der  Verfasser  wendet  sich  sodann  zur  Vergleichung  der  «*•" 
Momente  mehrerer  Massensysteme.  Er  nennt  zwei  Massensysteme 
„äquivalent'^  hinsichtlich  ihrer  «*«"  Momente,  wenn  für  jede 
Ebene  des  Baumes  ihre  n*®"  Momente  gleiche  Werthe  haben. 
„Indifferent^'  heisst  ein  System  hinsichtlich  seiner  n*^"^  Momente, 
wenn  in  Bezug  auf  jede  Ebene  des  Baumes  sein  n^^*  und  folg- 
lich auch  jedes  niedrigere  Moment  Null  ist.  Zwei  Massensysteme 
sind  äquivalent,  wenn  sie  sich  um  ein  indifferentes  System  unter- 
scheiden. Dadurch  gelangt  der  Verfasser  zu  Sätzen,  die  zur 
Berechnung  der  n*®"  und  niedrigeren  Momente  eines  Massen- 
systemes  mit  Hfllfe  der  n**"  NuUfläohe  benutzt  werden.  In  §  4. 
wird  der  Begriff  des^  Momentes  erweitert,  indem  das  über  das 
Massensystem  ausgedehnte  Integral 

als  das  n*^  Moment  in  Bezug  auf  die  Ebenengruppe 

Ey    E^,    £j,     ...    Ek 
definirt  wird,  wo 

die  Abstände  des  Elements  von  den  k+i  willkürlich  gewählten 
Ebenen  E  sind,  vorausgesetzt,  dass 

♦,  i^J  ij,  ...  ik 
positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe  gleich  n  ist.  Das 
n^^  Moment  in  Bezug  auf  eine  Ebenengruppe  geht  in  das  n^^  Mo- 
ment hinsichtlich  einer  Ebene  über,  wenn  man  die  Ebenen  zu- 
zammenfallen  lässt.  Es  ergiebt  sich  daraus  unmittelbar  folgen- 
der Satz:   „Zwei  Massensysteme,  welche  hinsichtlich  ihrer  n*«> 
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Momente  äquivalent  sind,  haben  aueh  in  Bezug  auf  jede  Ebenen- 
gruppe  gleiche  n**  und  niedrigere  Momente."  Es  würde  zu  weit 
fahren  die  Untersuchungen  weiter  im  Speciellen  zu  verfolgen.  Im 
weiteren  Verlaufe  giebt  der  Verfasser  die  Anwendung  der  ge- 
wonnenen Resultate  auf  Trägheitsmomente  (die  2*'"  Momente)  und 
wendet  sich  dann  speciell  zu  Massensystemen,  deren  n^^  Null- 
fläche sich  auf  eine  ebene  Curve  oder  auf  n  Punkte  einer  Ge- 
raden reduciren.  Nachdem  dann  bewiesen,  dass  ein  Massen- 
system  in  Bezug  auf  seine  dritten  Momente  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  10  Massenpunkte  ersetzt  werden  kann,  wird  dieser 
Satz  auf  die  n*"^"  Momente  erweitert.  Es  lässt  sich  danach  ein 
Massensystem  hinsichtlich  seiner  n*«""  Momente  stets  durch 

nCfi+l)Cn+2) 

T,2 

Massenpunkte  ersetzen,  welche  Zahl  sich  unter  gewissen  Um- 
ständen auf      W      und  n  reducirt.    Algebraische   Sätze  und 

Sätze  ttber  Flächen  n*^'  Glasse,  namentlich  in  Bezug  auf  die 
Folai-theorie  derselben,  ergeben  sich  mehrfach  aus  diesen  Unter- 
suchungen. O. 

G.   Battaglini.     Nota  sulla  serie  di  sistemi  di  forze, 

Bend.  di  Napoli  1869. 
Gegeben  ist  ein  System  von  Kräften,  so  beschaJBTen,  dass 
bei  der  Drehung  um  die  Angriffspunkte  die  eine  Kraft  frei  oder 
nur  auf  einer  Ebene  zu  bleiben  genöthigt  ist,  während  die  anderen 
Endpunkte  der  Stücke,  welche  die  Kräfte  repräsentiren,  collinear 
verwandte  Figuren  beschreiben.  Für  diese  variabeln  Systeme 
von  Kräften  werden  die  Complexe  der  Axen^  der  Nullmomente 
bestimmt  und  die  Lagen  des  Systems  untersucht,  in  denen  sich 
eine  Resultante  oder  ein  Gleichgewicht  findet,  wie  auch  die  Be- 
dingungen aufgestellt,  dass  das  System  sich  auf  eine  Resultante, 
die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  reduciren  lasse. 

Bi.  (0.) 

G.  Battaglini.     Nota  sulla  teoria  dei  momenti.      Rend. 

di  Napoli  1869. 

Es  wird  eine  Formel  abgeleitet,  welche  das  Moment  eines 
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Systems  von  Kräften  in  Bezug  auf  eine  Äxe  mit  Hülfe  der 
Momente  in  Bezug  auf  die  Kanten  des  fundamentalen  Tetraeders 
ausdruckt  Darauf  gründet  sich  der  Beweis  des  Satzes  von 
Möbius  über  die  Axen,  in  Bezug  auf  welche  die  Momente  des 
Systems  untereinander  eine  lineare  Relation  haben,  wie  auch 
die  Lösung  des  Problems,  die  Geraden  zu  finden,  welche  Wir- 
kungslinien von  Kräften,  die  Gleichgewicht  hervorbringen ,  sein 
können.  —  Aus  der  Discussion  eines  Co.mplexes  von  Geraden 
des  ersten  Grades  wird  die  Eigenschaft  der  Axen  der  Null- 
Momente  und  der  verschiedenen  Paare  von  Resultanten  herge- 
leitet, welche  allgemein  aus  der  Wirkung  irgend  eines  Systemes 
voi),  Kräften  zusammengesetzt  werden  können.  Zum  Schluss 
werden  die  Eigenschaften  bezüglich  der  centralen  Axen  von 
Momenten  und  der  Axen  der  grössten  Momente,  welche  ver- 
schiedenen Punkten  des  Raumes  entsprechen,  bewiesen. 

Bi.  (0.). 

R.  Townsend.      On    the    moment    of  inertia   of  a  ring 
with  respect  to  its  axis  of  revolution.     Quart,  j.  x.  203- 

204.  1869. 
Wenn  eine  ebene  geschlossene  Figur  oder  der  Ring  zwischen 
zwei  sich  nicht  schneidenden,  ebenen  und  geschlossenen  Figuren 
eine  Symmetrieaxe  hat,  und  um  eine  zu  dieser  parallelen  Axe, 
die  in  der  Ebene  der  Figur  liegt,  ohne  diese  zu  schneiden,  rotirt, 
80  ist  das  Trägheitsmoment  des  so  gebildeten  Umdrehungskörpers 
für  die  Umdrehungsaxe  =^  m(A"+3&');  wo  m  die  Masse  des 
Körpers,  h  den  Abstand  der  Umdrebungsaxe  von  der  Symmetrie- 
axe und  k  den  Trägheitsradius  für  die  Fläche  der  gegebenen 
Figur  in  Bezug  auf  ihre  Symmetrieaxe  bezeichnet. 

He.  ^ 

E.  J.  EoüTH.     Moment   of  inertia   of    a    quadrilateral. 

Quart.  J,  XI.  109-111.  1870. 
Beweis,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  Vierecks  in  Bezug 
auf  eine  Gerade  in  seiner  Ebene  gleich 
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ist)  wo  M  der  Flächeninhalt^   a,  /?,  y^  d,  c  die  Ordinalen  der 
Ecken  und  des  Durchschnittspunktes  der  Diagonalen  sind. 

0. 

J.  M.  Hepps.     On   a  general  investigation   of  the  bea- 
ding    moments   and  deflections   of  continuous   beams. 

Phil.  Mag.  (4)  XL.  446-460.  1870. 

Csy. 

F.  Jenkin.     On   the  practical  application  of  reciprocal 
figures    to    the    calculation   of  strains   of  framework. 

Trans,  of  Edinb.  XXV.  (IL)  1868  69.  441-447.  1869. 

Die  Theorie  der  reciproken  Figuren  in  ihrer  Anwendung  auf 
Darstellung  von  Kräften  wurde  zuerst  vollständig  aufgestellt  von 
Professor  Maxwell  in  einer  Abhandlung  des  Pilosophical  Maga- 
zine (April  1864),  worin  folgende  Definition  und  Anwendung  auf 
Statik  gegeben  ist: 

„Zwei  ebene  Figuren  sind  reciprok,  wenn  sie  aus  einer  glei- 
chen Anzahl  von  Linien  bestehen,  so  dass  entsprechende  Linien 
in  beiden  Figuren  parallel  sind,  und  entsprechende  Linien,  welche 
in  der  einen  Figur  gegen  einen  Punkt  convergiren,  in  der  ande- 
ren Figur  ein  geschlossenes  Polygon  bilden." 

„Wenn  die  der  Grösse  nach  durch  2  Linien  einer  Figur  dar- 
gestellten Kräfte  gerichtet  sind  nach  den  Endpunkten  der  ent- 
sprechenden Linien  der  reciproken  Figur,  so  sind  die  Punkte 
der  reciproken  Figur  alle  in  Gleichgewicht  und  werden  durch 
diese  Kräfte  zusammengehalten." 

Der  Verf.  bemerkt,  dass  wenige  Ingenieure  sehen,  dass 
ihnen  in  den  beiden  angeführten  Paragraphen  eine  merkwürdig 
einfache  und  genaue  Methode  geboten  ist,  die  Spannungen  eines 
Rahmwerkes  zu  berechnen:  seine  Aufmerksamkeit  wurde  durch 
den  Umstand  auf  die  Methode  gelenkt^  dass  sie  ein  praktischer 
Zeichner^  H..  Taylor,  selbständig  erfunden  hat.  Der  Zweck  der 
vorliegenden  Arbeit  ist  nun  zu  zeigen,  wie  die  oben  angeführten 
Principien  sich  anwenden  lassen  auf  die  Berechnung  der  Span- 
nungen in  den  gebräuchlichen  Dach-  und  Brttcken-Constnietionen. 

ay.  (M). 
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J.  C.  Maxwell.     On  reciprocal  figures,  firams,  and  dia- 

grams   of  forces.        Trans,   of  Edinb.  XXVI.  (I)  1869-7a    1-40. 
1870. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  früheren  Untersuchungen  des 
Verf.'s  und  auf  die  obige  Arbeit  von  Jenkin.  Der  Verf.  giebt 
zunächst  den  Weg  an,  die  Theorie  der  Figuren  von  Rahmwerken 
und  Kräften  ganz  elementar  zu  behandeln  und  praktisch  die  Fra- 
gen nach  den  Spannungen  in  solchen  Rahmwerken  ohne  lange 
Rechnung  zu  lösen.  Der  zweite  Theil  behandelt  die  Frage  vom 
theoretischen  Gesichtspunkte  aus  und  giebt  eine  Methode,  die 
reeiproken  Figuren  analytisch  zu  definiren,  die  auch  auf  Figuren 
zweier  und  dreier  Dimensionen  anwendbar  ist.  Endlich  wendet 
der  Verf.  seine  Methode  auf  die  Untersuchung  der  Spannungen 
in  continuirlichen  Körpern  an,  und  untersucht  die  Natur  der  Span- 
nungsfunction,  die  zuerst  von  H.  Airy  (Phil.  Trans.  1863)  für 
Spannungen  nach  zwei  Dimensionen  entdeckt  ist,  und  dehnt  die* 
selbe  auf  Spannungen  nach  3  Dimensionen  aus.     Gly.  (M). 

J.  Carvallo.     ifitude  sur  la  stabilit^  des  tours  balises. 

C.  R.  LXIX.  1064-1068.  1869. 

Es  soll  die  Form  von  Thürmen  bestimmt  werden ,  die  am 
meisten  geeignet  ist,  dem  Anprall  der  Wellen  zu  widerstehen. 
Es  wird  daher  das  bestimmte  Integral  des  Widerstandes  der  Go- 
häsion  fdr  eine  Winkelverrückung  aufgestellt.  Femer  werden 
die  Bewegungsgleichungen  des  Schwerpunktes  für  die  durch  den 
Stoss  der  Welle  entstehenden  Oscillationen  aufgestellt  und  unter- 
sucht, und  die  Zeit  fUr  die  Phase  derselben  bestimmt.  Den 
Haupteinfluss  auf  die  Festigkeit  des  Thurmes  übt  das  Integral 
der  Gohäsion.  Aus  dem  Maximum  desselben  fOr  ein  gegebenes 
Volumen  wird  die  beste  Form  (die  elliptische)  gefolgert.  Den 
Schluss  bilden  Bemerkungen  technischer  Natur.  0. 

J.  M.  Heppel.     On   the   theory    of  continuous   beams. 

Proc.  of  London  XIX.  56*68.  1870. 
Der  Verf.  zeigt,  dass  die  Hypothesen  der  Theorie  continuir- 
licher  Balken,  wie  sie  in  den  Werken  von  Navier,  Glapeyron, 
Bresse,  Belanger,  Moseley  u.  A«  auseinaudergesetzt  ist,  im  AU« 
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geiueinen  falsch  sind,  besonders  aber  darin,  dass  das  Trägheits- 
moment eines  Schnittes  constant  ist  durch  jede  Spannang.  Er 
giebt  eine  allgemeine  Erörterung  der  Spannungsmomente  und  der 
Abweichungen  continuirlicher  Balken.  Cly.  (M). 

W.  J.  M.  Eankine,     Remarks  on   Mr.  Heppels  theoiy 

of  COntinUOUS   beams.    Trans,  of  London  XIX.  68-71.  1870. 

Eine  gedrängte  üebersicht  über  die  Theorie  und  Erörterung 
eines  besonderen  Falles.  Cly.  (M). 

M.  Levy.  Essai  sur  une  th^orie  rationnelle  de  r&jui- 
libre  des  terres  fraichemeüt  remu^es.et  ses  applications 
au  calcul  de  la  stabilit^   des  murs   de  soutfenement 

C.  R.  LXVIII.  1456-1458.  1869. 

DE    Saint  -  Venant.     Rapport    sur    le    memoire    de   M. 

Maurice  Ldvy.       C.  R.  LXX.  217-228.  1870.  Liouville  J.  (2)  XV. 
237-249.  1870. 

DE  Saint- Venant.  Sur  une  de'termination  rationnelle, 
par  approximation ,  de  la  poussde  qu'exercent  des 
terres  d^pourvues  de  coh&ion,  contre  un  mur  ayant 
une  inclinaisön  quelconque.       C.  R.  LXX.  229-235,  281-286, 

894-896.  1870.    Liouville  J.  (2)  XV.  250-263.  1870. 

J.  BoussiNESQ.  Integration  de  T^uation  diflKrentielle 
qui  peut  donner  une  deuxifeme  approximation,  dans 
le  calcul  rationnel  de  la  pouss^e  exercde  contre  un 
mur  par  des  terres  ddpourvues  de  coh^sion.  0.  R.LXX. 

751-754.  1870.    Liouville  J.  (2)  XV.  267-270.  1870. 

DE  Saint- Venant.  Eecherche  d'une  deuxifeme  approxi- 
mation  dans  le  calcul  rationnel  de  la  pouss^e  exerc^ 
contre  un  mur  dont  la  face  post^rieure  a  une  incli- 
naisön quelconque,  par  des  terres  non  coh^rentes  dont 
la  surface  sup^rieure  s'^lfeve  en  un  talus  plan  quel- 
conque k  partir  du  haut  de  cette  face  du  mur. 
C.  B.  LXX.  717-724.  1870.    Liouville  J.  (2)  XV.  271-280.  1870. 

Die  Yorstebenden  Arbeiten  beziehen  sich  auf  das  Gleicbge- 
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wicht  frisch  aufgeschütteter  Erdmassen  ohne  Coh&renz,  und  auf 
den  Druck,  den  diese  Massen  auf  die  sie  stutzenden  Mauern 
ausüben.  Uni  das  Problem  zu  präcisiren,  wird  der  (auch  ftlr  die 
Praxis  allein  wichtige)  Fall  betrachtet,  wo  der  Druck  der  auf 
einander  lagernden  Massen  eben  gross  genug  ist,  das  Gleichge- 
wicht zu  stören,  und  die  einzelnen  Theilchen  im  Begriff  sind, 
sich  zu  trennen.  Als  Grundlage  fQr  die  Behandlung  dieses  Pro- 
blems nahm  man  bisher  folgende  von  Coulomb  aufgestellte  Hy- 
pothese an:  Die  Gleitflächen,  d.  h.  die  Flächen,  längs  deren  die 
Erdmasse  sich  trennt,  sind  eben;  und  die  Neigung  dieser  Tren- 
nungsebenen ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  das  abge- 
rissene Stück  auf  die  stützenden  Mauern  ein  Maximum  des 
Druckes  ausübt.  Diese  Hypothesen  können  nur  in  einigen  be- 
sonderen Fällen  richtig  sein,  sind  aber  im  Allgemeinen  mit  der 
Erfahrung  unvereinbar.  Herr  L6vy  greift  daher  die  Frage  von 
einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus  an,  indem  er,  ähnlich 
wie  es  in  der  Electricitätstheorie  von  Cauchy  zuerst  gemacht  ist, 
die  auf  irgend  eine  Fläche  im  Innern  ausgeübten  Druckkräfte  in 
ihre  normale  und  tangentiale  Gomponente  zerlegt  und  die  Bedin- 
gungen sucht,  welche  diese  Componenten  erfüllen  müssen,  damit 
ein  Elementar-Parallelepipedon  im  Gleichgewicht  sei.  Für  den 
allein  betrachteten'  Fall,  dass  die  Erdmasse  von  prismatischer 
Form  mit  horizontaler  Längsaxe  z  ist,  und  dass  der  Druck  von 
SS  unabhängig  ist,  ergiebt  dies  folgende  Gleichungen: 

(l)       )dx    '    dy 

^  '^         dr  ,  dJV, 

-; — h-T^  =  il.cosö. 
\  dx        dy 

Darin  sind  JV,  und  iV,  die  normalen  Componenten  des  Drucks  auf 
die  Flächeneinheit,  und  zwar  iV^  für  eine  Fläche,  die  parallel  zu 
y  ist,  iV,  für  eine  Fläche  parallel  x;  T  ist  die  tangentiale  Gom- 
ponente des  Drucks  auf  beide  Flächen,  senkrecht  zu  z  gerichtet. 
T  muss  für  beide  Flächen  gleichen  Werth  haben,  wenn  Gleich- 
gewicht stattfinden  soll.  77  ist  das  Gewicht  der  Volumeneinheit; 
0  der  Winkel ,  den  die  Axe  der  y  mit  der  Vertikalen  macht  — 
Da  diese  Gleichungen  nicht  genügen ,  die  drei  Componenten  des 
inneren  Drucks  zu  bestimmen,  so  wird  eine  dritte  Gleichung  (und 
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diese  ist  wesentlich  neu)  dazu  abgeleitet: 

.  (2.)  r+(JV,-JV.)'-(JV,+  iV,ysin>  =  e. 
Hier  ist  tgf)  der  sogenannte  Reibungscoefficient  vofh  Erde  g^en 
Erde,  d.  b.  der  grösste  Werth,  den  das  Verfaältniss  der  tangen- 
tialen Druckcomponente  znr  normalen  annehmen  kann,  wenn  noch 
Oleichgewicht  stattfinden  soll.  q>  ist  also  der  grösste  Winkel, 
den  die  Oberfläche  der  Erdmasse  überhaupt  mit  dem  Horizont 
bilden  kann.  Die  Gleichung  (2)  drückt  aus,  dass  es  unter  allen 
durch  den  betrachteten  Punkt  gelegten  Flächenelementen  eins 
oder  zwei  giebt,  für  welche  der  Gesammtausdruck  das  Maximum 
seiner  Neigung  gegen  die  Normale  erreicht,  dass  also  in  dem 
betrefifenden  Theile  der  Erdmasse  das  Gleichgewicht  eben  an 
seine  Grenze  gelangt  ist.  ^ 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  leitet  Herr  L.  unmittelbar 
einige  Eigenschaften  der  Gleitcurven  ab,  längs  deren  sich  die 
Erdmasse  beim  Aufhören  des  Gleichgewichts  fortbewegt  Um 
aber  die  Gleichungen  zu  integriren ,  drückt  er  JV, ,  JV, ,  T  durch 
eine  Hülfsvariable  aus,  derart  dass  die  Gleichungen  (1.)  erflült 
werdep.  Für  die  Hülfsvariable  ergiebt  sich  dann  eine  partielle 
Dififerentialgleichung  zweiter  Ordnung  und  zweiten  Grades,  die 
zunächst  für  den  Fall  integrirt  wird,  wo  die  Erdmasse,  die  auf 
einer  horizontalen  Ebene  ruht,  nur  oben  begrenzt  wird  dorch 
eine  unbegrenzte  Ebene,  die  einen  beliebigen  Winkel  to  mit  dem 
Horizont  bildet,  und  auf  die  kein  Druck  ausgeübt  wird.  Die 
Gleitlinien  sind  hier  parallele  gerade  Linien.  Es  folgt  dann  die 
Behandlung  des  Falls,  wo  die  Erdmasse  auch  seitlich  begrenzt 
ist  durch  eine  stützende  Mauer,  deren  eine  Fläche  eine  gegebene 
Neigung  e^  gegen  den  Horizont  hat.  Die  Bedingung,  die  an 
dieser  Fläche  zu  erfüllen  ist,  ist  die,  dass  der  Gesammtdruck 
der  Erdmasse  mit  der  Normale  der  Fläche  einen  Winkel  q>*  bil- 
det, dessen  Tangente  gleich  dem  Reibungscoefficienten  der  Erd- 
masse gegen  die  Mauer  ist. 

Herr  Löyy  findet,  dass  die  Gleitflächen  eben  sind,  dass  also 
die  Coulomb*sche  Theorie  richtige  Formeln  liefert  nur  für  den 
Fall,  dass  e^  folgende  Gleichung  erfüllt: 

cosi2f,  +  cp-- wj  =  ~. . 

^    *  '  ^        ^         sinqp 
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Für  diesen  Fall  allein  wird  die  partielle  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  und  zweiten  Grades,  welche  die  oben  erwähnte 
Hülfsvafiable  *  erfüllen  muss,  integrabel.  —  Herr  Saint -Yenant 
leitet  in  seinen  Arbeiten  die  obigen  Formeln  in  eleganter  Weise 
ab,  indem  er  namentlich  die  Grenzbedingungen  scharf  hervor- 
hebt. Für  den  Fall,  dass  «,  die  obige  Gleichung  nicht  erf&Ut, 
ist  die  partielle  Differentialgleichung  nicht  integrabel.  Herr  S.-V. 
zeigt  jedoch,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Lösung  des  Herrn 
L^yy  als  eine  erste  Näherung  zu  betrachten  ist  und  discutirt  den 
Grad  der  Näherung. 

Eine  weitere  Näherung  giebt  Herr  Boussinesq,  indem  er  den 
Formeln  von  L6vy  neue  Glieder  hinzufügt,  deren  Quadrate  ver- 
nachlässigt werden;  auch  diese  Arbeit  ist  von  Herrn  Saint-Venant 
weiter  ausgeführt.  —  Endlich  bespricht  Herr  Saint-Venant  noch 
die  Arbeiten  von  Rankine  und  SchefiBer  flber  denselben  Gegen- 
stand. Er  findet  den  Hauptunterschied  zwischen  der  alten  Theo- 
rie und  der  neueren  darin,  dass  jene  ihre  Formeln  als  exacte 
aufstellt,  während  sie  nach  dieser  nur  ftir  einen  Specialfall  exact 
sind,  in  allen  andern  Fällen  aber  reine  Näherungsformeln. 

Wn. 


B.    Hydrostatik. 
J.  MoüTiER.     Sur   les   principes  fondamentaux  de  Thy- 

drOßtatique.    Nouv.  Ann.  (2)  Vm.  241-253.  1869. 

Eine  elementare  Dai*stellung  der  einfachsten  Sätze  der  Hydro- 
statik, die  nichts  Bemerkenswerthes  enthält.  Wn. 

A.  Galbroith  and  Haughton.     Manual  of  hydrostatics. 

London,  Cassel  1869. 

G.  Kirchhopf.  Ueber  die  Kräfte,  welche  zwei  unend- 
lich dünne  starre  Ringe  in  einer  Flüssigkeit  schein- 
bar auf  einander  ausüben  können.  Borchardt  J.  LXXI. 
263-273.    Berliner  Monatsber.  1869.  881-887.  1870. 

In  einer  incompressiblen,  unbegrenzten  Flüssigkeit,  auf  die 
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keine  äusseren  Kräfte  wirken,  und  deren  Tbeile  sich  nur  so  be- 
wegen, dass  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt  (in  der  also 
keine  Rotation  der  einzelnen  TheilcLen  stattfindet),  befinden  sich 
zwei  Ringe,  deren  Mittellinien  beliebige  geschlossene  Curven  sind, 
während  die  auf  diesen  Mittellinien  senkrechten  Querschnitte 
congruente  ebene  Flächen  von  unendlich  kleinen  Dimensionen 
sind.  [Ftlr  die  mathematische  Entwickelung  wird  der  Ein&ch- 
beit  wegen  angenommen,  alle  Querschnitte  seien  Kreise  Yon  un- 
endlich kleinem  constantQn  Radius].  —  Durch  die  Anwesenheit 
des  zweiten  Ringes  werden  die  Druckkräfiie,  welche  die  Flflssig- 
keit  auf  den  ersten  Ring  ausübt,  geändert.  Der  zweite  Ring  hat 
also  scheinbar  auf  den  ersten  Kräfte  ausgeübt,  deren  Resul- 
tante gleich  der  Aenderung  des  Drucks  ist  Herr  K.  beweist 
nun  den  Satz:  Die  scheinbaren  Kräfte,  welche  die  Ringe 
auf  einander  ausüben,  sind  gleich  den  Kräften,  mit 
denen  sie  auf  einander  wirken  würden,  wenn  in  ihren 
Mittellinien  constante  elektrische  Ströme  fliessen  wür- 
den. [Dieser  Satz  bedarf,  wie  Herr  Boltzmann  später  naehge- 
wiesen  hat,  noch  einer  gewissen  Einschränkung;  siehe  darüber 
den  nächsten  Jahresbericht.]  Der  Gang  des  Beweises  ist  folgen- 
der: Der  Druck  in  irgend  einem  Punkt  der  Flüssigkeit  hängt  in 
bekannter  Weise  von  dem  Geschwindigkeitspotential  q>  ab.  Dieses 
ist  jedoch,  da  der  Raum,  den  die  Flüssigkeit  einnimmt,  ein 
dreifach  zusammenhängender  ist,  nicht  einwerthig.  Man  hat 
durch  zwei  Flächen  (Querschnitte)  den  Raum  in  einen  einfadi 
zusammenhängenden  zu  verwandeln;  dann  ändert  sich  9  an 
diesen  Querschnitten  uro  constante  Werthe.    q>  ist  nun  bestimmt 

1)  durch  die  bekannte  Difierentialgleichung 

2)  durch  die  Grenzbedingungen:  a)  dass  an  den  Querschnitten 
q>  sich  um  gegebene  constante  Werthe  ändert,  b)  dass  flir  die 

Oberfläche  eines  Ringes  3^  gleich  der  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit des  anliegenden  Theiles  des  Ringes  nach  n  ist 
(n  die  Normale),  c)  dass  für  unendlich  ferne  Punkte 
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d(p       d(p       ^  _  A 

sind.  Durch  diese  Bedingungen  ist  cp  bis  auf  eine  additive 
Constante  bestimmt,  wenn  die  Lage  und  Geschwindigkeit  der 
beiden  Ringe,  sowie  die  constanten  Aenderungen  von  den  Quer- 
schnitten k^  und  k^  gegeben  sind.  Herr  K.  1)eweist  nun,  dass 
diesen  Bedingungen  genügt  wird,  wenn  (p  gleich  der  Summe  der 
Potentiale  zweier  elektrischer  Ströme  ist,  die  die  beiden  Mittel- 

k  k 

linien  durchfliessen  mit  den  Intensitäten  ~  und  7^,  plus  einem 

Glied  V,  das  aber  überall  in  der  Flüssigkeit  unendlich  klein  ist, 
während  seine  Di£ferentialquotienten  in  endlicher  Entfernung  von 
den  Ringen  überall  unendlich  klein  sind.  Herr  K.  bildet  nun 
die  lebendige  Kraft  der  ganzen  Flüssigkeit,  die  sich  durch  ein 
Integral  über  die  Oberfläche  beider  Ringe  ausdrücken  lässt.  Aus 
dem  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  folgt  unmittelbar  das  Moment 
der  Druckkräfte,  die  die  Flüssigkeit  auf  die  Ringe  ausübt,  und 
dies  Moment  ist  gleich  dem  Moment,  mit  dem  die  vorher  be- 
sprochenen elektrischen  Ströme  auf  einander  wirken. 

Wn. 

W.  Eberhardt.  Betrachtung  der  Niveauflächen  und  des 
hydrostatischen  Druckes  einer  um  zwei  oder  mehrere 
vertikale  Axen  rotirenden  Flüssigkeit   Pr.  Roaiock  1870. 

Ein  cylindrisches  Gefäss,  das  mit  einer  tropfbaren  Flüssig- 
keit angefüllt  ist,  steht  auf  einer  horizontalen  Drehscheibe,  deren 
Axe  mit  der  Axe  des  Gefässes  zusammenfällt;  diese  Drehscheibe 
steht  auf  einer  zweiten,  diese  auf  einer  dritten  und  so  fort.  Ro- 
tiren nun  alle  Drehscheiben  unabhängig  von  einander,  so  rotirt 
die  Flüssigkeit  gleichzeitig  um  mehrere  vertikale  Axen  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit.  Es  werden  nun  die  Geschwindigkei- 
ten, die  einem  Theilchen  durch  die  verschiedenen  Rotationen 
ertheilt  werden,  zusammengesetzt,  daraus  die  Centrifugalkraft 
berechnet,  und  da  ausser  derselben  nur  die  Schwere  wirkt, 
so  lässt  sich  die  DilSferentialgleiohung  der  Niveauflächen  unmit- 
telbar integriren.  Die  Resultate  sind:  Die  Niveaufläche  ist  wie 
bei  der  Rotation  um  eine  Axe  ein   Rotationsparaboloid.     Die 
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Äxe  desselben  ist  jedoch  nicht  constant,  sondern  bewegt  sich 
um  die  erste  Botationsaxe  und  zwar  beschreibt  sie  bei  zwei  Ro- 
tationen einen  geraden  Kreiscylinder,  bei  mehr  Rotationen  ein^ 
Cylinder  mit  einer  hypo-  oder  epicykloidischen  Leitcurve.  Der 
Scheitel  der  Paraboloide  steigt  und  fällt  dabei  periodisch ;  nur 
bei  einer  und  bei  zwei  Axen  behält  er  stets  denselben  Abstand 
von  der  Bodenfläche.  Die  erste  und  letzte  Rotation  ist  Über- 
haupt auf  das  Steigen  und  Fallen  des  Scheitels  ohne  Einflass. 

Wn. 

J.  ToDHUNTER,  On  Jacobi's  theorera  respecting  tlie  re- 
lative equilibrium  of  a  revolving  ellipsoid  o£  fluid 
and  on  Ivory's  discussion  of  the  theorem.        Proc  of 

London  1869-70.  XIX.  42-56    1870. 
Eine  Uebersicht  über  die  Behandlung  des  Jacobi'schen  Satzes 
über   die  Gleichgewichtsfigur,   die  Ivory  in   den  Fhilos.  Trans, 
1838-39  giebt.  Cly,  (M.) 

KosTKA.  Ueber  die  Auffindung  der  ellipsoidischen 
Gleichgewichtsfiguren  einer  homogenen,  um  eine  feste 
Axe  rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  wenn  deren  Dichtig- 
keit und  Umlaufszeit  bekannt  sind,  Beri.  Monatsber.  1870. 
116-125. 

Ist  D  die  Dichtigkeit,  T  die  Umlaufszeit  einer  um  eine  feste 
Axe  rotirenden  Flttssigkeitsmasse,  f  der  Proportionalitätsfactor 
des  Newton'schen  Grayitationsgesetzes,  so  giebt  es  flOr  jeden 
Werth  von  F  =  ^  ^  y,  zwischen  0  und  0,18711  zwei  Rotations- 
ellipsoide und  ein  dreiaxiges  Elhpsoid,  zwischen  0,  18711  und 
0,2246  nur  zwei  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewichtsfiguren. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  die  Frage,  wie  zu  jedem  ge- 
gebenen Werthe  von  V  die  zugehörigen  Gleichgewichtsfiguren  er- 
mittelt werden  können,  flir  ein  sehr  kleines  V  behandelt.  Sind 
A,  B  und  C  die  drei  Axen  (C  Drehaxe),  so   ist  für  das   eine 

CO  c       c* 

Rotationsellipsoid  -j-  =  -p    nahe   1 ,   flir  das  andere  -^  =  -^ 
Ad  ab 

C  C 

nahe  0,  für  das  dreiaxige  Ellipsoid  -j-  nahe  0,  -^  nahe  1.   Setzt 

A  D 
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C        C 

man  für  den  ersten  Fall  -j-  =  -^  =  tjosa,  so  wird  V  bestimmt 

A         iß 

dnroh  die  Gleichung: 

_  «(3  +  tg«a)-3tg« 
tg'a 
Um  nun  den  Werth  von  a  nahe  0  zu  finden,  wird  dieser  Aus- 
druck nach  Potenzen  von  tga  entwickelt  und  dadurch  für  ein 
kleines  V  als  erster  Nftberungswerth  gefunden: 

V  V 

Die  Benutzung  desselben  ergiebt  noch  für  F  =  0,09  einen  Werth 
für  tg'a,  der  bis  zur  siebenten  Decimale  richtig  ist.    Um  den 

Werth  von  a  nahe  -^  zu  finden,  wird  nach  Potenzen  von  cotg« 

entwickelt.    Der  gefundene  erste  Näherungswerth  ist 

dessen   weitere  Benutzung  für  F  =  0,01   einen  bis  zur  vierten 

Decimale  richtigen  Werth  ergiebt.    Für  das   dreiaxige  Ellipsoid 

C  C 

wird  -j-  =  cosa,   -5-  =  cos/S  gesetzt.    Das  Ellipsoid  wird  dann 

A.  Ja 

bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

-\,       y(l+»)Cl+»cos'a)(l+»cosV)' 

F  =  sm'a.sinv/'  -    ^  ^      dg. 

^/       yCl+»)(l+»cos'a)(l+»cos'/?)* 

Diese  Formeln  werden  mit  Hülfe  der  ^-Functionen  entwickelt. 

Aus  den  auf  diese  Weise  gewonnenen  Formeln  wird  das 
Axenverhältniss  bestimmt,  und  dieselben  auf  den  der  Erde  zu- 
kommenden Werth  V  =  0,0022997  angewandt.  Die  Besultate 
sind  wesentlich  verschieden  von  denen,  die  Meyer  in  Crelle's 
J.  XXIY.  angegeben;  der  Verfasser  aber,  ebenso  wie  Herr 
Richelot,  auf  dessen  Veranlassung  die  Rechnung  angestellt  ist, 
glauben  dieselben  für  richtig  ansehen  zu  können,  da  der  Ver- 
fasser dieselben  auch  auf  anderem  Wege  bestätigt  gefunden  hat 

0. 
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G.  L.  Matthiessen.    De   aequilibrii   figuris    et  revolu- 
tione  homogeneorum  annulorum  sidereorum  sine  cor- 
pore  centrali  atque   de  mutatione  earum  per  expan- 
sionem  aut  condensationem.     Brioschi  Ann.  (2)  iii.  84-ii2. 
1869. 
Die  Abhandlung  enthält  den  Versuch  zu  einer  Theorie  der 
Bewegung  homogener  Flüssigkeitsringe,  welche  frei  rotiren  und 
sich  im  Gleichgewicht  befinden.    Der  \terfas8er  betrachtet,  um 
auch  ohne  die  Kenntniss  der  strengen  Gleichgewichtsfigur  sich 
der  Lösung  seiner  Aufgabe  zu  nähern,  nur  solche  Ringe,  deren 
Querschnitt  im  Vergleich  zum   Ringdurchmesser  sehr  klein  ist, 
und  mit  genügender  Genauigkeit  als  kreisförmig  oder  elliptisch 
angesehen  werden  kann.    Die  so  erhaltenen  Relationen  zwischen 
den  Dimensionen  des  Ringes,  seiner  Winkelgeschwindigkeit  und 
seiner  Dichtigkeit  sind   dann   wenigstens   innerhalb   bestimmter 
Grenzen  genau  genug,  um  Schlüsse  auf  die  Stabilität  solcher 
Massensysteme  zu  gestatten.  B. 

W.  Walton.     On  the  solid  of  least  resistance.        Qnart 

J.  X.  344-346.  1869. 
In  der  von  Newton  aufgestellten,  von  Fatio,  L'Höpital,  Bou- 
guet,  Hermann  u.  A.  bewiesenen  Gleichung  der  Fläche,  deren 
Bewegung  durch  eine  Flüssigkeit  in  bestimmter  Richtung  den 
mindesten  Widerstand  erleidet^  nämlich 


-*«^  =  c 


('=5-) 


findet  der  Verfasser  ein  Paradoxon  und  erklärt  es.      **      H. 
A.  Handl.     Theorie  der  Waagebarometer.  Wien.  Ber.  LDL 

7-17.  1869.  Carl.  Eepert.  VI.  104-112.  1870. 
Die  luftleere  Röhre ;  die  das  Steigen  oder  Fallen  des  Baro- 
meters anzeigt,  und  das  Gefäss,  in  welches  dieselbe  gesteckt  ist, 
werden  getrennt  betrachtet,  und  daraus  theoretisch  genaue  For- 
meln für  den  Gebrauch  des  Instrumentes  hergeleitet.  Die  For- 
meln werden  speciell  für  den  Fall,  wo  Rohr  und  Gefäss  cylin- 
drisch  und  von  gleichem  Material  sind,  durchgeführt.  Die  Arbeit 
bietet  mehr  Interesse  für  den  Physiker,  wie  fllr  den  Mathema- 
tiker. O, 
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R.  Radau.     Bemerkungen    über    das    Waagebarometer, 

Carl  Repert.  VI.  165-168.  1870. 
Die  Arbeit  enthält  eine  kurzgefasste  Theorie  des  Waageba- 
rometers,  die  wesentliches  mathematisches  Interesse  nicht  bietet. 

0. 

W.  Walton.     On  a  theorem  on  the  resistauce  of  fluids, 

Quart.  J.  X.  122-124.  1869. 
Enthält  einen  geometrischen  und  einen  analytischen  Beweis 
eines  Satzes,  der  sich  auf  den  Widerstand  bezieht ,  welchen  die 
convexe  Oberfläche  eines  Rotationskörpers  dem  in  Richtung  der 
Axe  fiiessenden  Wasser  darbietet.  Der  Satz  ist  eine  Verallge- 
meinerung eines  von  Newton  (Princ.  Math,  tome  IL  Sect.  7 
Prop.  34  Theor.  28)  gegebenen.  He. 

A.  M.  BüSTELLi.     Determinazione  analitica  dei  centri  di 
pressione  delle  superficie  immerse  in  un  liquido  omo- 

geneo  pesante.      Battaglini  G.  VII.  152-159.  213-220.  1869. 

Die  analytische  Bestimmung  beruht  auf  der  Theorie  der  Mo* 
mente.  Neues  will  die  Arbeit  nicht  geben;  sie  ist  zifr  Ausfül- 
lung einer  Lücke  in  den  Lehrbüchern  für  die  Studirenden  der 
Universität  Neapel  bestimmt.  0. 

if .  Petersen.  Svömmende  Legemer.  Forh.  Christiania  1869. 188. 

Im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  werden  die  allgemeinen 
Bedingungen  dafür  entwickelt,  dass  ein  schwimmender  Körper 
im  Oleichgewicht  ist.  Der  Verf.  bemerkt ,  dass  die  meisten  sei- 
ner Resultate,  ohne  dass  er  davon  Kenntniss  gehabt^  schon  frü- 
her von  Ch.  Dupin  abgeleitet  seien  (Tapplication  de  g^omötrie 
et  de  möcanique).  Der  zweite  Theil  handelt  von  der  Stabilität 
des  Gleichgewichts,  und  die  Entwickelung  stützt  sich  auf  folgende 
Definition :  Das  Gleichgewicht  ist  stabil  bei  einer  gegebenen  Ver- 
rttckung,  wenn  man,  um  dem  Körper  diese  Verrückung  zu  er- 
theilen^  eine  positive  Arbeit  leisten  muss.  Hn.  (Wn.) 
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Capitel  4. 

Dynamik. 

A.    Dynamik  fester  Körper. 

E.  Schering.     Die  Schwerkraft  im  Gaussischen  Eaum. 

Gott.  Nachr.  1870.  311-321. 
Unter  Gaussischem  Baum,  im  Gegensatz  zum  Euklidischen 
ist  ein  Raum  zu  verstehen,  in  dem  unter  Beibehaltung  der 
Übrigen  Euklidischen  Grundgesetze  die  Summe  der  Winkel,  unter 
denen  sich  zwei  von  einer  dritten  Geraden  geschnittene  Gerade 
treffen,  nicht  ein  gestreckter  Winkel  ist,  sondern  um  eine  Grösse 
kleiner  als  ein  gestreckter,  die  in  einem  unveränderlichen,  von 
der  Beschaffenheit  des  Raumes  allein  abhängigen  Verhältniss 
zu  dem  Flächeninhalt  des  gebildeten  Dreiecks  steht.  Nach  An- 
führung einiger  Lehrsätze,  die  vom  Herrn  Verfasser  früher  für  die 
Geometrie  des  Gaussischen  Raumes  aufgestellt  sind,  wendet  sich 
die  Arbeit  zu  der  Lehre  von  den  Bewegungen.  Das  Gaussische 
Princip  des  kleinsten  Zwanges  gilt  auch  hier  für  Geschwindig- 
keiten, welche  sich  stetig  ändern.  Kann  man  die  Summe  der 
virtuellen  Momente  von  Kräften  als  Summe  der  totalen  Variation 
einer  Function  und  der  totalen  Derivirten  nach  der  Zeit  eines 
linearen  Ausdrucks  von  Variationen  ansehen,  so  gilt,  wie  dör 
Herr  Verfasser  schon  früher  gezeigt;  eine  Integralgleichung,  die 
als  Verallgemeinerung  des  Princips  von  der  lebendigen  Kraft 
erscheint.  Bestehen  die  Kräfte  nur  in  Wechselwirkungen  zwischen 
den  bewegten  Theilchen,  für  welche  Wirkung  und  Gegenwirkung 
gleich  sind  und  in  der  Verbindungslinie  liegen,  giebt  es  ferner 
keine  äussern  Beschränkungen  der  Bewegung,  so  findet  man  Sätze 
analog  den  Principien  von  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes 
und  der  Flächen.  Im  weiteren  Verlauf  der  Arbeit  werden  noch 
einige  Sätze  mitgetheilt,  welche  sich  auf  Eigenschaften  der  Po- 
tentialfunction  im  Gaussischen  Raum  beziehen  und  die  in  Ver- 
bindung stehen  mit  den  vom  Verfasser  angestellten  Untersuchun- 
gen über  Wechselwirkung  elektrischer  Theilchen  (siehe  Fortschr, 
d.  Physik  XIV.  483).  0, 
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A.  MoüSSON.    Der  jetzige  Standpi^inkt    unserer   Kenntr 
niss  über  die  Schwere.    Wolf  J.  xiv.  167-211. 1869. 

Nachdem  auf  den  Dothwendig  zu  machenden  Unterschied 
zwischen  Pendelschwere  und  Fallschwere  aufmerksam  gemacht 
ist,  werden  die  Formeln  für  Eichtung  und  Stärke  der  Pendel- 
schwere aufgestellt  und  eine  Vergleiohung  der  von  den  be- 
kanntesten Beobachtern  daflir  berechneten  Werthe  angeknüpft. 
Den  Hauptinhalt  der  Arbeit  bilden  Betrachtungen  über  die  Be- 
stimmung der  Fallschwere,  in  der  man  weit  weniger  vorge- 
schritten ist.  Aus  den  theoretischen  Betrachtungen  und  Rech- 
nungen, nach  bekannten  Autoren,  werden  die  Umstände  ent- 
wickelt, welche  diese  verhältnissmässig  geringere  Genauigkeit 
in  der  Bestimmung  der  Fallschwere  gegen  die  der  Pendelschwere 
bedingen.  Die  Abweichungen  vom  Lothe  und  der  Einfluss  des 
Luftwiderstandes  sowie  der  Anziehung  von  Sonne  und  Mond 
beim  Fall  der  Körper  werden  mathematisch  erörtert,  und  die 
Resultate  an  einem  Zahlenbeispiel  erläutert.  Die  Arbeit  will 
nur  das  jetzt  Bekannte  zusammenfassen.  0. 

R.  B.  Hayward.     A  proof  of  Lagrange's  equations  of 
motion  referred  to  generalised  coordinates.      Rep.  Brit 

Abs.  1869/70.  Quart.  J.  X.  369-375.  1869. 
Vorausgesetzt  wird  ein  materielles  System,  für  welches  zur 
Bestimmung  der  Lage  und  Configuration  n  absolut  unabhängige 
Variable  oder  Coordinaten  nothwendig  und  hinreichend  sind. 
Es  sei  z  eine  dieser  Coordinaten.  Sie  werde  aus  z  in  »  +  d» 
verändert  Dann  erhält  ein  Theilchen  (Masse  m)  des  Systems 
eine  Verrückung,  die  mit  kdz  bezeichnet  werden  mag.  h  möge 
die  Coefficientvariation  (Variation  coefficient)  des  Theilchens  m 
in  Beziehung  auf  die  Variable  genannt  werden  und  als  eine 
Grösse  betrachtet  werden,  die  in  Grösse  und  Eichtung  bestimmt 
ist.  k  ist  dann  im  Allgemeinen  eine  Function  aller  n  Coor- 
dinaten. Wenn  o  die  Geschwindigkeit  von  m  in  einem  möglichen 
Bewegungszustand  des  Systems  bezeichnet,  T  (oder  ^JSmc*)  die 

lebendige  Kraft  des  Systems,  a'  -tt,   so   beweist   der  Verfasser, 
dass,  T  in  Ausdrücken  der  n  Coordinaten,  «'  und  der  Zeit  aus« 
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dT 

gedrückt,  —  =  JS{mkvcoB(p)j  wo   q>   der  Winkel  zwischen  der 

Richtung  von  k  und  t  ist.  Indem  er  fnkeoosq>  das  Partial-Moment 
des  Systems  nennt,  zeigt  er,  dass  jede  der  bekannten  Bewegungs- 
gleichungen in  der  Lagrange'schen  Form 

da'      dT        du 


dt         da         dt 
die  Relation  ausdrückt  zwischen  dem  Theil  der  Veränderang 
eines   der  Partial-Momente  mit  der  Zeit  und  den  Kräften,   die 
auf  das  System  wirken. 

Die  Interpretation  bringt  im  Einzelnen  einen  direeten  Be- 
weis der  Lagrange'schen  Gleichungen  in  Beziehung  auf  ein 
System  fester  rechtwinkliger  Coordinaten  oder  anderer  speciellen 
Coordinatensysteme,  wie  in  den  bisher  bekannten  Beweisen. 

Csy.  (0.) 

Grünwald.     Ueber  eine  bemerkenswerthe  Gattung   si- 
niultaner  linearer  Differentialgleichungen  mit  variablen 

Coefficienten.     Prag.  Ber.  1869.  63-69. 
Ist  die   Bewegung  eines    Punktes   durch    die   Differential- 
gleichungen : 

d^^dJl      ^_dV_       d'g  __  du 
dt'   "    dx'      dt*  "   dy  '      dt*   ""    & 
und  die  Anfangswerthe  aj  =  a,  y  =  /?,  a»y 

dt  "•'  d<  ■"^'  dt  ^ 
für  f  =  T  bestimmt,  und  kennt  man  ihre  Integrale,  mittelst 
welcher  x,  y,  z,  cxf,  y\  »'  durch  t  und  die  Constanten  a,  ß^  y, 
a\  ^^  y  ausgedrückt  werden,  so  ergeben  sich  daraus  leicht  die 
Integralgleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  |,  %  t 
welche  durch  die  Differentialgleichungen: 

d'i  _       a'y .     d*u    .  d*u  ^ 

dt*   ~  ^+   dx*  ^'^dxdy  ^^  dxdi  ^' 

'W  ^'^  dydx^'^    dy*  ^'^  dydz^ 

^  -  7\    ^'^  M    ^'^^  I    ^'"  L 
dt*   '^^^d^^dx^'^dzdy'^'^   09*    ^ 
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und  die  Anfangswerthe  |„  Vo.  £,.  So,  Vo,  ?o  ^r  ^  =  ^  «xirt  ist, 
wenn  X,  Y,  Z  als  Functionen  von  i  gegeben  sind,  in  folgender 
Gestalt: 

^  dx    ,       dx  ,       dx  .        dx    ,  ^^    dx  dx 

Die  Ausdrücke  ftlr 

^     §1       dn      d^ 
^'     ^     öl'      dr      dt 
folgen  daraus,  indem  man  x  resp.  durch  y,  «,  o/,  y',  ^  ersetzt. 
Die  u  sind  bestimmt  durch: 

woraus  sich  die  u  mit  den  höheren  Indices  ergeben,  wenn  man 
a  der  Reihe  nach  mit  Äy, «', /J',  /  und  gleichzeitig  1^  mit  ly^,  So) 
So>  ^'o>  ^o  vertauscht.  Hr. 

A.  Korkine.     Sur  les  integrales  des  ^quations  du  mou- 
vement  d'un  point  mat^riel.    Clebsch  Ann.  IL  13-40.  1869. 

In  Beziehung  auf  Integrale,  die  mehreren  mechanischen 
Problemen  gemeinsam  sind,  hat  zuerst  Herr  Bertrand  eine  all- 
gemeine Frage  behandelt,  indem  er  eine  Methode  zur  Behand- 
lung von  Problemen  gab,  in  denen  die  bewegenden  Kräfte  nur 
von  den  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  abhängen.  An- 
wendungen dieser  Methode  auf  die  Bewegung  eines  einzigen 
Punktes  sind  dann  von  Bertrand  und  Rouchä  gegeben  worden. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  Gleichungen  der  Bewe- 
gung eines  Punktes  auf  einer  Oberfläche  für  den  Fall  betrachtet, 
dass  die  den  beweglichen  Punkt  angreifenden  Kräfte  Functionen 
der  Coordinaten  und  der  Componenten  der  Geschwindigkeit 
sind.  Da,  wenn  nur  e  i  n  Integral  mehreren  Problemen  gemein- 
sam ist,  seine  Form  willkürlich  ist,  so  beschränkt  sich  die  Arbeit 
auf  den  Fall,  wo  die  Probleme  zwei  gemeinsame  Integrale  zu- 
lassen. Die  Frage  reducirt  sich  dann  auf  die  Untersuchung  all- 
gemeiner Ausdrücke  zweier  Functionen  X  und  Y  von  4  Yariabeln 

dx       dy 
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80  dass  die  Differentialgleichangen 

gemeinsame  Integrale  haben  können  mit  den  Gleichungen  der- 
selben Form 

dl'    ""     ' '      A*    ~  ^*- 

Die  Methode  der  Lösung   stützt  sieh  auf.  folgenden  Satz:    „Es 
seien  9i,  g,,  ...  9»  die  unabhängigen  Variabein,  V  ihre  Funetion, 

P'  -  d^^    ''•  ~  dg.  ^    '  •  •    ''•  -  "rf^ 
ihre   partiellen   Derivirten  der   ersten  Ordnung;  ?>|,  flp,,  . . .  y^, 
Functionen  von 

?i»       fl't»       •    •    •       9nj      Pij      Pt^       •    •    •      Pny 

linear  und   homogen   in   Beziehung   auf  p^,  p^y  > .  .  pn-    Kann 
man  dann  aus  den  Gleichungen 

(1.)      y,  =  0,    y,  =  0,     ...    y^  =  0 
durch  Elimination  von  p^,  p.,  ...  p»  keine  Relation   von  der 
Form 

-^(^i,  9t7  —  ?0  =  0 
herleiten,  und  ist  keine  der  Gleichungen  eine  Folge  der  andern, 
so  wird  dem  Gleichungssystem  (1.)  (Funbekannt)  genügt  durch 
n—fi  Functionen  von 

9i9    9i}    ...    ?i»y 
die  unabhängig  untereinander  sind,  wenn  die  Bedingungen 

d(pi    d(pj       d(fi    d(pj       dq)i    8%       dcpi    d(pj ^ 

dq,    öp,       dp,  '  dq,  "^  ög,  '  öp,       dp^    dq^ 

entweder  identisch  sind  oder  durch  die  Gleichungen  (1.)  erfüllt 
werden  flir  alle  Werthe  t  und  j\  enthalten  in  der  Reihe 
ly     )6y     Oy     .  .  •    n, 

Herr  Korkine  nennt  die  Gesammtheit  der  Gleichungen  (1.) 
im  ersten  Fall,  d.  h.  wenn  sie  identisch  sind,  systöme  normal, 
im  zweiten  systöme  fermä.  Es  seien  nun  |,  17,  ^  die  recht- 
winkligen Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  von  der  Masse 

1,  r,  V,  ?  die  Derivirten  ^,     g,     |.    /^(|,  i?,  0  =  0 
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die  Gleichung  der  Oberfläche  und  B,  K,  L  die  Gomponenten 
der  auf  den  beweglichen  Punkt  wirkenden  Kraft,  letztere  als 
Functionen  von  |,  i»,  £,  S'?  v'y  S  vorauBgeeetzt.  Indem  |,  17,  ^ 
als  Functionen  von  zwei  Variabein  x  und  y  betrachtet  werden, 
werden  dann  die  Bewegungsgleichungen  unter  Anwendung  von 
symmetriBchen  Goordinaten  in  der  Form 

...        d/dT\     dT        „        d/dT\     dT 

aufgestellt,  wo  Jlf  und  N  Functionen  von 

dx      dy  j      m        1  d»"       . 

ist.    Sie  nehmen  durch  Entwicklung  nach  -^,  -^  die  Form 

d*x  _  „       d'y  _  V 
-^  -  A,      -^  -  X 

an  und  haben  dieselben  Integrale  wie  das  Gleichungssystem: 
dt  -'^'  di~y*    dt~-^    dt  -  ' 


oder 


Diese  letztere  Gleichung  dient  zur  Definition  der  Integrale  des 
Problems  (X,  F).  Ist  nun  V  ein  gemeinsames  Integral  der 
Probleme 

(X,  F)    und    (X„rO, 
80   muss   es   2   Gleichungen    gleichzeitig    genügen    und  hängt 
wenigstens  von   einer   der  Geschwindigkeiten  x^,  y'  ab.    Jedes 
Problem  hat  4  Integrale,  von  denen  3  Functionen  von  x,  y,  a?', 
y'  sind  und  das  vierte  die  Form 

-t+F(x,y,af,y^ 
hat    Die  beiden  Probleme  können  nur  2  gemeinsame  Integrale 
haben,  da  sie  bei  3  identisch  sein  würden.    Der  Verfasser  be- 
handelt nun  zunächst  den  Fall,  wo  in  den  beiden  Integralen  die 
eine  der  Geschwindigkeiten  x'y  y'  nicht  auftritt,  -und  dann  den 

dV      SV 
allgemeinen,   wo  keine   der  Derivirten  ^-7-,  -^-7- Null  wird.  Es 

werden  hierbei  die  Fälle,  wo  die  gemeinsamen  Integrale  von  der 

Foruchr.  d.  Math.  U.  8.  47 
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Zeit  UDabhängig  sind,  oder  wo  eine  derselben  die  Zeit  enthält^ 
nnterschieden.  Im  Weiteren  wird  die  gegenseitige  Abhängigkeit 
der  beiden  gemeinsamen  Integrale  nntersucbt  Diese  Unter- 
suchung reducirt  sich  auf  das  von  der  Zeit  unabhängige  Integral 
Anwendung  finden  die  allgemeinen  Formeln  auf  die  Bewegung 
eines  Punktes  auf  einer  Ebene  und  auf  einer  Fläche  unter  dem 
Einfluss  von  Kräften,  die  nur  von  den  Goordinaten  des  Punktes 
abhängen.  Ein  näheres  Eingehen  auf  den  reichen  Inhalt  der 
Arbeit  würde  indessen  die  Grenzen  des  hier  gebotenen  Raumes 
überschreiten,  weshalb  wir  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen. 

0. 

H.  Th.  Noth.     Ueber  gewisse  Fälle  der  Centralbewegung. 

DisB.  Jena  1869. 
Der  Verf.  untersucht  die  mit  Hilfe  der  Jacobi'schen  Function 
zu  behandelnden  Fälle  der  Centralbewegung,  wenn  die  nach 
dem  Gentrum  gerichtete  Beschleunigung  einer  beliebigen  Potenz 
der  Entfernung  proportional  ist,  also  =  m^r*.  Nachdem  das 
„Princip  der  Erhaltung  der  Flächen'*  und  das  „Prineip  der 
lebendigen  Kraft''  entwickelt  ist,  und  die  allgemeinen  Dif- 
ferentialgleichungen der  Bewegung  aufgestellt  sind,  werden  die 
auf  elliptische  Functionen  fahrenden  Fälle 

n  =  0,  3,  5,  -4,  -5,  -7,  -|,  -|,  -*,  -|,  -i 
einzeln  behandelt.  M. 

H.   Müller.      Die  Keppler'schen  Gesetze.      Eine    neue 
elementare    Ableitung    derselben    aus    dem    Newton'- 

SClien  AnziebungSgesetze.     Braunschwe'g,  Vieweg  1870. 

Die  beiden  ersten  Abschnitte  geben  die  zum  Verständniss 
des  Folgenden  nöthigen  Einleitungen  aus  der  analytischen 
Geometrie  und  Mechanik.  Der  dritte  Theil  enthält  eine  elementare 
Ableitung  aus  dem  Newton'schen  Gesetze,  die  von  dem  Prineip 
der  Flächen  ausgeht.  O. 

W.  A.  Whitworth.     Law    of    force     in    elliptic    orbit 
about  any  whatever.     Messeoger  V.  160-161.  1870. 

Der  Verfasser  leitet  das  Gesetz   der  Kraft  in    elliptischer 
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Bahn   durch   orthogonale   Projection   aus  dem  in  kreisförmiger 
Bahn  ab.  Glr.  (0.) 

C.  Zeedler.    Einige  Probleme    aus   der    Dynamik   des 

Punktes-      Pr.  Königsberg  i.  d.  N.  1870. 

Da  das  yorliegende  Programm  nur  den  ersten  Theil  der 
Arbeit  des  H.  Verf.  enthält,  der  zweite  aber  fttr  1871  in  Aus- 
sicht gestellt  ist,  verschieben  wir  das  Referat  bis  nach  dessen 
Erscheinen.  0. 

B.  Th.  Hülsen.    Ueber  die   Bewegung  eines  von  zwei 
festen  Punkten  angezogenen  Punktes.    Rostock  1869. 

Der  angezogene  Punkt  H  und  die  anziehenden  Punkte  Ä 
und  B  liegen  in  einer  geraden  Linie,  und  die  Anziehungskraft 
wii-kt  umgekehrt  proportional  der  dritten  Potenz  der  Entfernung. 
Die  Gerade  sei  die  Abscissenaxe;  der  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten  habe  von  A  und  B  die  gleiche  Entfernung  a,  und  die  Ge- 
schwindigkeit des  beweglichen  Massenpunktes  im  Anfangspunkt 

c  * 

der  Coordinaten  sei  — ;  dann  ist 
a 


dt  ~  a(^a*'-'X^) 

Der  Verf.  untersucht  die  Fälle 

c'  ==  ^,    c'  =  2,    c'  =  0,     0<c'<2  und  c'  <  0. 

In  den  beiden  letzteren  Fällen  werden  die  elliptischen 
Integrale,  durch  welche  t  ausgedrückt  wird,  fllr  gegebene  Con- 
stanten  numerisch  berechnet.  M. 

G.  Holzmüller.  Ueber  die  Anwendung  der  Jacobi- 
Hamilton'schen  Methode  auf  den  Fall  der  Anziehung 
nach    dem    electrodynamischen   Gesetze   von    Weber. 

Schlörailch  Z.  XV.  69-91.  1870. 
Bei   den   mechanischen  Problemen,   in  welchen  die  Kräfte- 
function  U  ausser  den  Coordinaten  und  der  Zeit  noch  die  Ge- 
schwindigkeiten enthält,  lassen  sich  aus  der  Gleichung,  die  das 

47* 
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Princip  der  kleinsten  Wirkung  liefert: 

8  r\T+U)di  =  0, 

wo  T  die  halbe  lebendige  Kraft  bezeichnet,  im  Allgemeinen 
nicht  die  Gleichungen  der  Bewegung  ableiten.  In  diesen  Fällen 
handelt  es  sich  darum,  für  ü  eine  andere  Function  aufzufinden, 
die,  in  obige  Gleichung  substituirt,  für  die  Ableitung  der  Be- 
wegungsgleichungen das  erwähnte  Princip  ersetzen  kann.  Hier- 
her gehört  das  Problem  der  Anziehung  nach  dem  elektrodyna- 
mischen Gesetz  von  Weber,  welches  den  Gegenstand  der  Tor- 
liegenden  Untersuchung  bildet. 

Der  Verfasser  beschränkt  sich  auf  den  Fall  eines  freien 
von  einem  festen  Centrum  angezogenen  Punktes.  Der  Ausdruck 
der  Kraft  ist  hier: 

und  somit  die  Kräftefunction 

(wobei  allerdings  r'  als  Function  von  r  zu  betrachten  ist).  Führt 
man  nun  nach  Neumann  (Princip  der  Elektrodynamik)  statt  r, 
die  Function 

ein,  so  hat  die  Gleichung: 

df(J+V)di  =  0 

die  Diflfcrentialgleichungen  der  Bewegung  zur  Folge,  welche  in 
Polarcoordinaten  ausgedrückt,  folgende  Gestalt  haben: 

a(T+tr)     d/acr+tf)N  ___     a(r+t/)     d  /a(T-n^)x_ , 

dr  dt\      dr'      ;-"'       d»  Tt\      d^^~J 

Um  nun  darauf  die  Hamilton'sche  Methode  anzuwenden,  werden 
zwei  neue  Variablen: 

Pi    —  Q^        7        Pt  g^ 

eingeführt,  und  die  Differentialgleichungen  nehmen  folgende  Form 

Digitized  by  VjOOQIC 


CapiteU.    Dynamik.  697 

an,  welche  freilich  nicht  die  canonische  ist: 

djT+U]  _       dp,      2m      d[T+U]  ^  dr 
dr        ~        dt       r*'  dp,  dt ' 

dlT+ü]  _       dp.  _n        d[T±ül^d& 
d&      ~        dt  '  öp,  dt' 

Die  eckigen  Klammern  deuten  an,  dass  in  T-f  U  die  Differential- 
quotienten durch  Einftthrung  Ton  p,  und  p,  entfernt  sind.  Die 
Variation  nun  von 

r=  r\T+V)dt 

ff 

ergiebt  leicht: 

dv_         dv_ 

und  die  Ableitung  nach  t  gie|>t  die  Gleichung: 

welche,  wenn  in  [T-fü^]  P|  und  p,  resp.  durch  -^  und  ^  er- 
setzt werden,  in  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung für  V  mit  den  drei  Independenten  r,  &,  i  übergeht  — 
Wir  bemerken  hierzu,  dass  durch  Einführung  von 

sowohl  die  partielle  Differentialgleichung  für  V  als  auch  die 
obigen  Differentialgleichungen  genau  die  Hamilton'sche  Form, 
wie  sie  ftir  das  gewöhnliche  Anziehungsproblem  gilt,  angenommen 
haben  würden.  Der  Unterschied  zeigt  sich  demnach  allein  darin, 
dass  die  vollständige  Lösung  für  V  statt,  wie  im  gewöhnlichen 

Falle  durch  y^T+t/,)*,  durch /(r+ü)d<  gegeben  wird.  — 

Nachdem  die  partielle  Differentialgleichung  für  V  vollständig 
integrirt  ist,  ergeben  in  bekannter  Weise 

die  Integralgleichungen  des  Problems,  und  zwar  werden  schliess- 
lich sowohl  die  Zeit  t  als  der  Winkel  &  in  der  Form  elliptischer 
Integrale  als  Functionen  von  r  dargestellt.  Eine  Diskussion  der- 
selben ergiebt  zunächst  die  Gültigkeit  des  Princips  der  lebendigen 
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Kraft,  sowie  des  Flächenprincips,  wie  vorauszusehen  war.  Die 
möglichen  Lagen  des  angezogenen  Punktes  sind  auf  einen  Bing 
zwischen  zwei  concentrischen  Kreisen  beschränkt,  indem  sich  für 
r  ein  Minimal-  und  Maximalwerth  r^  und  r,  ergiebt.  Die  Bahnen 
des  Punktes  zwischen  den  beiden  Abständen  (Perihelium  und 
Aphelium)  folgen  so  aufeinander,  dass  je  zwei  benachbarte  Arme 
symmetrisch  zu  einander  in  Bezug  auf  eine  durch  das  Centrum 
gehende  Axe  liegen. 

Dasselbe  Problem  wird  zum  Schluss  noch  kurz  fbr  drei 
Coordinaten  durchgeführt.  Anhangsweise  wird  noch  ein  ein- 
facherer Weg  zur  Herstellung  der  partiellen  DifferentialgleiehuDg 
angegeben,  der  durch  den  Umstand  ermöglicht  wird,  dass  I  nicht 
explicite  vorkommt,  und  ausserdem  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  gilt.  Hr. 

C.  F.  E.  Björling.  Sur  le  mouvement  rectiligne  d'une 
mol^cule,  soumise  k  une  force  attractive  ou  rdpulsive, 
qui  est  une  fonction  algdbrique  rationnelle  et  eiitifere 
de  la  distance  d'im  ceiitre  fixe.        Grunert  Arch.  L.  .%-68. 

1869. 
Nachdem  die  Gleichung 

i 

aufgestellt  ist,  werden  die  Curven  ä  =  f(ai)  (Kräfteeurve), 
7?  =  F(a:)~FCi)  +  F'  (HUlfscurve)  und  y' ==  f  (a:)  -  F(0  +  ^ 
(Geschwindigkeitscurve)  construirt.  Die  Gestalt  dieser  Curren 
wird  discutirt,  und  aus  derselben  werden  Schlüsse  auf  die  Be- 
wegung des  Moleculs  gemacht.  Die  dynamische  Frage  ist  so 
auf  die  Discussion  der  Wurzeln  der  Gleichung  i?  =  0  zurück- 
geführt, flir  welche,  wie  früher  vom  Verfasser  gezeigt  ist  (siehe 
Fortschr.  d.  M.  I.  p.  29),  es  genügt,  die  reellen  Wurzeln  der  de- 
rivirten  Gleichung  zu  kennen.  O. 

C.  Lampe.  Zur  Bewegung  des  Systems  zweier  Punkte, 
deren   einer   sich   auf  vorgeschriebener  Bahn  bewegt 

Pr.  Ohlau  1870. 
Auf  einer   horizontalen  Ebene   wird   der   Endpunkt    eioer 
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starren  Linie  auf  gegebene  Art  fortgezogen.  Die  Bahn  des 
anderen  Endpunktes  soll  bestimmt  werden.  Als  Bewegungs- 
gleichung ergiebt  sich  für  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
sjstem : 

wo  m,  ni  die  Massen  der  beiden  Punkte,  ^  der  Keibungscoef- 
ficient,  Xy  y  die  Coordinaten  des  einen,  |,  i?  die  des  andern 
Punktes  sind.  Als  Bedingungsgleichungen  treten  für  den  ge- 
gebenen Fall  hinzu: 

(a  die  Entfernung  der  beiden  Punkte).  Nach  Variation  dieser 
Gleichungen  kann  man  aus  ihnen  und  der  ersten  zwei  der 
Variationen  eliminiren  und  gelangt  dadurch  zu  einer  Gleichung, 
die  nur  noch  5^,  dri  enthält.  Da  diese  willkürlich  sind,  so 
müssen  ihre  Coefficienten  null  sein,  und  man  erhält  zwei  neue 
Gleichungen,  aus  denen  schliesslich  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  und  zweiten  Grades  zur  Lösung  des  Problems 
resultirt.  Die  Auflösung  derselben  ist  für  die  Fälle  fi  =  oo  und 
fi  =  0  durchführbar.  Der  Verfasser  führt  dieselbe  aus  und  be- 
handelt speciell  den  Fall,  wo  der  eine  Punkt  auf  gerader  Linie 
fortgeführt  wird.  Die  Gleichung  der  Curve,  die  sich  für  den 
anderen  Punkt  ergiebt,  wird  entwickelt  und  ihre  Gestalt  unter- 
sucht. 0. 

E.  Radau.     Sur  tine  propridt^  des  systfemes  qui  ont  un 
plan  invariable.   Liouviiie  J.  (2)  XIV.  167-230.  1869. 

Wenn  bei  einem  mechanischen  Problem  die  Kräfte  und 
Verbindungen  innerhalb  des  Massensystems  durch  eine  Drehung 
desselben  um  eine  feste  Gerade  (Polaraxe)  keine  Veränderung 
erleiden,  so  existirt  stets  ein  Flächensatz,  d.  h.  die  Summe  der 
Flächengeschwindigkeiten  um  die  Polaraxe  ist  constant.  Dieses 
Integral  erlaubt  eine  Variable  aus  den  Bewegungsgleichungen 
zu  eliminiren.  Gilt  aber  gleichzeitig  noch  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft,  so  kann  man  durch  einen  Flächensatz  zwei^ 
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durch  alle  drei  Fl&chensätze  dagegen  vier  Variable  fortschaffen. 
Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  im  Wesentlichen  mit  der 
näheren  Erläuterung  dieses  Satzes  und  mit  der  Anwendung  des- 
selben bei  der  Aufstellung  kanonischer  Bewegungsgleichungen 
fEU:  das  Yielkörperproblem. 

Gilt  zunächst  nur  ein  Flächensatz,  so  nehme  man  die  Polar- 
axe  zur  is-Axe  und  lege  durch  dieselbe  einen  mit  dem  System 
beweglichen  Meridian,  der  mit  einem  gegebenen  Anfangsmeridian 
den  Winkel  Sl  bildet.  Die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit 
in  Bezug  auf  dieses  Axensystem  sind  dann  resp. 

dx 
wo  ^  =  ^}  6t<^-    Für  die  lebendige  Kraft  erhält  man  hiemach 

die  Gleichung 

2T  =  5m{(a?'— yßO'+Cy'+^^O'+Ä'M- 
Die  Lage  des  beweglichen  Meridians  wird  durch  eine  Gleichung 
f  =:Q  zwischen  den  x,  y>  «  bestimmt.    EUminirt  man  mit  Hlilfe 
der  Gleichungen 

f  =  0'    ^(^''+%^+%')  -  " 

aus  2r  eine  Coordinate  und  eine  Geschwindigkeit,  so  erhält 
man  für  T— IT  =  JET  und  für 

dT  _  BT  dT  dT        ^ 

das  kanonische  System 

dx^dH      dp^_öJff  dSidH      dK  _       dB 

dt        dp'     dt  dx'     '  '  '       dt  '^  BK'      dt  '^       dSl' 

Da  in  H  den  gemachten  Voraussetzungen  zufolge  ii  nicht  ein- 
geht, so  wird  K  =^  const.;  die  vorletzte  Gleichung  sondert  sich 
ebenfalls  ab  und  hat  nur  noch  die  Bedeutung  einer  blossen 
Quadratur.  Das  zu  integrirende  System  enthält  jetzt  zwei  Variable 
weniger  als  vorher. 

Wenn  drei  Flächenintegrale  existiren,  so  denke  man  sich 
die  Massen  auf  ein  bewegliches  Axensystem  bezogen.  Sind 
x^y^^^  die  Gomponenten  der  Botation  dieses  Axensystems, 
so  wird'  ^ 

2T  =  i^w{(x'4-y*»-»°y)«4.(y'4.»<»a:-a?«*)'+(»'+»V--y"a:)«}. 
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Die  Axen  sind  diesmal  durch  drei  Gleichungen  zwischen  den 
xy^  bestimmt.  Dieselben  gestatten  drei  Goordinaten  und  drei 
Geschwindigkeiten  zu  eliminiren.  Andererseits  repräsentiren  die 
Grössen 

dT        dT        dT 

öa?« '      dy' '       ö»« 

die  Summen  der  Flächengeschwindigkeiten  um  die  drei  beweg- 
lichen Axen.  Man  kann  mit  Hülfe  derselben  die  Rotationen 
eliminiren^  wenn  man  zwei  neue  Variable  c  und  7,  nämlich  den 
sinus  der  breite  und  die  Länge  des  Pols  der  invariablen  Ebene 
in  Bezug  auf  das  bewegliche  Axensystem  einführt.  Die  Be- 
wegungsgleichungen werden  dann 

dx_dH       dp^_dH  Kdq>  ^  dH 

dt  '^  dp'     dt  '^       dx^      '  '  '        dt  de' 

Kdc   _  _dH 
dt     '^       dcp' 

wo  K  die  Flächenconstante  bedeutet.  Die  Anzahl  der  Variablen 
ist  um  vier  vermindert^  und  die  vollständige  Bestimmung  der 
Lage  des  Axensystems  erfordert  am  Schlüsse  noch  eine  blosse 
Quadratur.  Die  vorzunehmenden  Eliminationen  lassen  sich  durch 
folgendes  Verfahren  erleichtern. 

Wenn  /i  =  0  etc.  die  gegebenen  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  Goordinaten  sind,  so  füge  man  zu  2T  den  Ausdruck 

^""di 

hinzu,  wo  die  a  noch  zu  bestimmende  Multiplicatoren  bedeuten, 
und  setze  die  partiellen  Ableitungen  dieses  Aggregats  nach 
x'y'z'...  resp.  gleich  pqr,,.  Die  Multiplicatoren  ergeben  sich 
dann  vermittelst  der  Flächensätze  und  der  sonstigen  Bedingungen 
als  lineare  Functionen  der  pqr...,  und  man  hat  in  dem  trans- 
formirten  Ausdruck  ftlr  2T  nur  nöthig,  diejenigen  pqr.,,  =  0 
zu  setzen,  deren  Elimination  beabsichtigt  ist. 

Die  hier  angedeuteten  allgemeinen  Methoden  werden  in  der 
zweiten  Hälfte  der  Abhandlung  dazu  benutzt,  um  verschiedene 
kanonische  Systeme  von  Differentialgleichungen  für  das  Drei- 
körperproblem aufzustellen.    Neu  unter  diesen  möchte  vielleicht 
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das  System  sein,  in  welchem  die  gegenseitigen  Abstände  der  dra 
Körper,  femer  der  Winkel  zwischen  einer  Hauptträgbeitsaxe 
und  der  Enotenlinie  der  Ebene  der  drei  Körper  in  der  inyariablen 
Ebene  und  ausserdem  noch  die  conjugirten  Veränderlichen  auf- 
treten. In  allen  diesen  Fällen  bleibt  schliesslich  ein  System  von 
sechs  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zu  integriren  übrig, 
sobald  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  benutzt  und  die 
Zeit  fortschafft.  Dasselbe  gilt,  wie  der  Verfasser  zeigt,  wenn 
man  die  Bahnen  zweier  Körper  um  den  dritten  betrachtet  In 
diesem  Falle  bat  man  zunächst  neun  Bestimmungsstüeke,  näm- 
lich die  zwei  Radii-vectores,  die  zwei  Geschwindigkeiten,  die 
vier  Winkel,  welche  diese  Linien  mit  dem  Durchschnitt  der 
augenblicklichen  Bahnebenen  bilden  und  endlich  die  gegenseitige 
Neigung  dieser  beiden  Ebenen.  Auch  hier  bleibt  nur  ein  System 
sechster  Ordnung  übrig,  indem  man  entweder  die  vorhandenen 
Integrale  benutzt,  oder  aber  die  Längeneinheit  eliminirt,  d.  h. 
nur  Winkel  und  Quotienten  von  Lineargrössen  einführt.  Zum 
Schluss  wird  dann  noch  eine  etwas  directere  Herleitang  für  die 
Reduction  der  Differentialgleichungen  auf  ihre  kleinste  Anzahl 
für  den  Fall  dreier  Massen  mitgetheilt.  .      B. 

R.  Radau.     Betrachtungen  über  die  Flächensätze.    Aatr. 

Nachr.  LXXIII.  337-344.  1869. 

R.  Radau.     Weitere   Bemerkungen    tiber    das    Problem 

der  drei  Körper.    Astr.  Nachr.  LXXIV.  145-152.  1869 

R.  Radau.  Sur  une  propridtd  des  systfemes  qui  ont  un 
plan  invariable.    C.  R.  LXVIII.  145-149.  1869. 

Kurze  Mittheilung  einzelner  Abschnitte  aus  der  grösseren 
in  Liouville  J.  erschienenen  Abhandlung.  (Siehe  das  vorstehende 
Referat.)  B. 

R.  Radau.  Sur  une  transformation  des  coordonnfes  de 
trois  Corps  dans  laquelle  figurent  les  moments  d'inertie. 
C.  B.  LXVIII.  1465-1469.  1869. 
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K.  Kadau.  lieber  gewisse  Eigenschaften  der  Differential- 
gleichungen der  Dynamik.    Clebsch  Ann.  iL  167-181.  1869. 

Siehe   das  Referat  ttber  die   Arbeit  des  Herrn  Verfassers 
in  Lionville  J.,  die  im  Wesentlichen  denselben  Inhalt  hat. 

0. 

A.  Weiler.  1)  Ueber  die  Elimination  des  Knotens  in 
dem  Problem  der  drei  Körper,  2)  Ueber  die  Flächen- 
integrale in  dem  Problem  der  drei  Körper.  3)  Eine 
Transformation  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung in  dem  Problem  der  drei  Körper.   Astr.  Nachr. 

LXXIV.  81-96.  1869. 

A.  Weiler.  4)  Ueber  die  Elimination  des  Knotens  in 
dem  Problem  der  drei  Körper.  5)  Ueber  die  lineare 
Transformation  in  dem  Problem  der  drei  Köi'per. 
6)  Ueber  eine  Transformation  in  dem  Problern  der 
drei  Köi-per.  7)  Ueber  die  Integration  der  Störungs- 
glieder in  dem  Problem  der  drei  Körper.     Astr.  Nachr. 

LXXV.  113-128.  1870. 

A.  Weiler.     Notes    sur   le    problfeme    des    trois  corps. 

Lionville  J.  (2)  XIV.  305-320.  1869. 
Die  lineare  Substitution,  durch  welche  man  die  Differential- 
gleichungen des  Problems  der  drei  Körper  auf  sechs  Gleichun- 
gen zweiter  Ordnung  reducirt,  wird  gewöhnlich  so  gewählt, 
dass  dieses  System  von  sechs  Gleichungen  die  canonische  Form 
besitzt.  Die  Flächensätze  gestatten  dann  eine  weitere  Reduction 
auf  ein  System  der  siebenten  Ordnung  und  eine  Quadratur, 
während  die  Flächensätze  selbst  eine  sehr  einfache  Gestalt  an- 
nehmen. Herr  Weiler  weist  nun  zunächst  nach,  dass  bei  Ein- 
führung Yon  Polarcoordinaten  alle  diese  Eigenschaften  auch  noch 
bei  solchen  Transformationen  bewahrt  bleiben,  bei  denen  die 
kanonische  Form  verloren  geht.  Allerdings  besitzt  letztere  den 
Vorzug  einer  weitaus  grösseren  Einfachheit  (1-2).  In  3.  zeigt 
der  Verfasser,  wie  man  von  dem  Jacobi'schen  Systeme  von  Dif- 
ferentialgleichungen,  welches  zur  Bestimmung    der  Polarcoor- 
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dinaten  dient,  ausgehend  zu  einem  kanonischen  System  von 
Veränderlichen  gelangen  kann,  bei  welchen  die  Kräftefunction 
nur  zwei  derselben  unter  den  Wurzelzeichen  enthält  Dieses 
System  ist  auch  von  Herrn  Badau,  wenngleich  auf  anderem 
Wege  gefunden  worden.  (4.  6).  In  5.  werden  die  einzelnen 
linearen  Transformationen  näher  besprochen,  bei  denen  die 
kanonische  Form  der  Gleichungen  bewahrt  bleibt. 

Um  die  Stdrungsgleichungen  zu  integriren^  entwickelte  man 
bisher  die  Störungsfunction  nach  Potenzen  des  Verhältnisses  der 
Radiiyectores  und  integrirte  die  einzelnen  Glieder  durch  unend- 
liche Reihen.    Herr  Weiler  zeigt  nun  (70»  dass  die  Glieder 

/r"  cos  m  V  dij      /r"  sin  medt    (n>m), 

wo  r  der  Radiusvector  und  e  die  wahre  Anomalie  bedeutet,  sich 
in  geschlossener  Form  integriren  lassen.  Das  Integral  wird  eine 
rationale  Function  von  r,  deren  Goefificienten  sich  aus  sinas  und 
Cosinus  der  Vielfachen  von  v  zusammensetzen. 

Die  französische  Arbeit  ist  nur  eine  Uebersetzung  der  Auf- 
sätze 1-3.    aus  den  Astr.  Nachr.  B. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  13, 

Messenger  V.  60-63.  1869. 
Die  Arbeit  enthält  eine  Auseinandersetzung  über  die  Art, 
wie  die  Lagrange*schen  Bewegungsgleichungen  angewendet  wer- 
den. Zur  Erläuterung  dienen  die  Gleichungen  dreier  Theilchen, 
die  so  miteinander  verbunden  sind,  dass  sie  ein  gleichseitiges 
Dreieck  (von  variabler  Grösse)  bilden,  das  sich  unter  der  Wirkung 
irgend  welcher  Kräfte  in  einer  Ebene  bewegt. 

Gbr.  (0.) 
A,  Enneper,     Bemerkungen   über  die  Bewegung  eines 

Punktes  auf  einer  Fläche.    Gott.  Nachr.  1869.  62-68. 

Sind  X,  y,  «  die  orthogonalen  Coordinaten  eines  Punktes, 
X,  Y,  Z  die  Componenten  der  beschleunigenden  Kräfte  in  der 
KichtUDg  der  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Bewegungsglei- 
chungen 

■^  =  £f.cosa  +  X,    -^  =  JJ.cos6+r,    -^  =  F.cosc+Z, 
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WO  H  der  normale  Widerstand  der  Fläche  und  a,  b,  c  die  Winkel 
der  Normalen  im  Punkte  x,  y,  z  mit  den  Coordinatenaxen  sind. 
Denkt  man  sich  nun  auf  der  Fläche  zwei  Systeme  von  sich 
orthogonal  schneidenden  Curven,  die  von  den  Yariabeln  u  und 
e  abhängig  sind,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 

cosa,  . -^  + cos6,  .-^  +  cosc, . -^ 
d'x    ,         ^     d'y   ^  d'» 


=  (^•d;^+^"^+^"^)'7G' 


wo 


und  a^,  6,,  c,  resp.  a,,  6„  c,  die  Winkel  sind,  welche  die  Tan- 
genten in  (x,  y, »)  zu  den  Curven  mit  den  Coordinatenaxen  bil- 
den, für  welche  u  und  v  allein  variiren.  Bezeichnet  ds  das 
Bogenelement  der  Curve,  welche  der  Punkt  auf  der  Fläche  be- 
schreibt, und  betrachtet  man  u  und  v  als  Functionen  von  s,  so 
erhält  man: 

(3.) 


ds    ^     ds        ds 

lf'ds\rd  VGdv.i    dVGde       i     d^E  du-] 

V^dtJ  ldi^'^^^'^^yEdü'^VE''dir  ds^VG'^dr dsJ 

(4.)         (  -^^di'^^di+^di)lG'Ts 

^^d^i^^l^'^^TunE    ds 
=  Xcosa^+Fcosfro  +  Zcosco, 
wo  a^  b^  Cq  die  Winkel  sind,  welche  eine  Gerade  'mit  den  Co- 
ordinatenaxen bildet,  die  in  der  berührenden  Ebene  des  Punktes 
(xyz)  liegt  und   zur  Trajectorie  des  mobilen  Punktes  senkrecht 
ist.    Ist  ferner  R  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts, 
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welcher  durch  die  Tangente  im  Punkte  (ary«)  der  Trajectorie 
des  mobilen  Punktes  geht,  so  erhält  man: 

1  /d8\  • 

'R^di)     ~  ^+^cosa  +  Fcosfe  +  Zcosc. 

Findet  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  statt,  so  dass 
dP  dP      „_dP 

so  geht  (3.)  über  in: 

(^)'  =  2(P+A),  (A  constant). 

Man  erhält  daher  statt  (4.) 

o^p  i  ^N  r  ^  .      *       VGdt?  ,    1     dVG  df>      \     dVE  du\ 
2(P+Ä).[5^arc.tang^-  +  ^.-i----..^-J 

dvVGds      du}  E'ds' 
Schliesst  man  den  Fall  P  =  constant  aus,  so  ergiebt  sich  zur 
Bestimmung  von  P,   wenn  der  Punkt  eine  kürzeste  Linie  be- 
schreiben soll: 


/<s*+«o^y    ^'  /<©'+«©■ 


0. 


J.  D'Arcais-  Del  moto  sopra  un  ellissoide  di  un  punto 
soUecitato  da  forze  che  hanno  una  certa  funzione  Po- 
tenziale.   Tesi.    Ann.  d.  Sc.  Norm.  Pisa  1868/69. 

Als  Anwendung  der  hyperelliptischen  Integrale  untersucht 
der  Herr  Verfasser  das  Problem  der  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einem  Ellipsoide,  wenn  die  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte 
als  Potentialfunction  einen  homogenen  Ausdruck  zweiten  Grades 
der  Coordinaten  haben,  zwischen  dessen  Coefficienten  der  Herr 
Verfasser  eine  Relation  annimmt,  die  nothwendig  ist,  um  die  Be- 
stimmung der  Lagen  des  Punktes  von  Quadraturen  abhängig  zu 
machen.  Er  bestimmt  zunächst  den  Ausdruck  der  Coordinaten 
des  Punktes  als  Function  einer  Hülfsvariabeln,  die  er  vermittelst 
einer  Methode,  die  der  von  Liouvillc  für  die  geodätischen  Linien 
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gebrauchten  analog  ist,  einführt  und  beweist  einige  Eigenschaften 

der  Trajectorien,  die  eine  gewisse  Analogie  mit  der  geodätischen 

Linie  haben.    Dann  betrachtet  der  Herr  Verfasser  die  Bewegung 

eines  Punktes   auf  einem   Rotationsellipsoid   und  bestimmt  die 

Wirkung  desselben  fUr  den  Fall  des  Newton'scben  Gesetzes. 

In  diesem  Falle  können  die  Unbekannten  des  Problems  mittelst 

elliptischer  Functionen  ausgedrückt  werden. 

Jg.  (0.) 

E.  S.  Ball.    A  problem  in  mechanics.  Quart.  J.  x.  220-228. 

1869. 
Poisson  hat  in  seiner  Mechanik  (seconde  Edition  IL  p.  439 
u.  f.)  das  Problem  kleiner  Oscillationen  eines  Punktes  auf  einer 
Oberfläche  für  den  speciellen  Fall  behandelt,  wo  die  Oberfläche 
ein  dreiaxiges  Ellipsoid  ist.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird 
das  Problem  allgemein  behandelt.  Indem  die  Gleichgewichtslage 
des  Punktes  als  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  gewählt 
wird,  werden  die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt.  Die  Co- 
ordinaten  |  und  rj  des  Punktes  werden  gleich  XSi,  [iSi  gesetzt, 
und  die  Gleichungen  dadurch  auf  die  Form 

gebracht,  wo  0  eine  Grösse  ist,  die  sich  aus  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  bestimmen  lässt.  Man  erhält  dadurch  4ilr  |  und 
rj  Lösungen  von  der  Form 

I  =  A,Pcos/CÖJ*  +  A,08in/(ÖJ<+Ä,P'cos/(ö,)< 
+  *,(?' sin  )/(Ö,)/; 
analog  ftlr  17,  während  ^  sich  aus  der  Gleichung 

bestimmt,  in  der  Aj,  R^  die  Hauptkrümmungsradien  im  Punkte 
^ijC  sind.  Die  Bewegung  des  Punktes  ist  aus  zwei  einfachen 
Vibrationen 

£sin{/(ö,)/  +  £},        F8in{/(ö,)<  +  ^'} 
in    der  Tangentialebene   und   einer  dagegen  unendlich  kleinen 
Bewegung  längs  der  Z-Axe  zusammengesetzt.    Die  Vibrationen 
sind,  falls  die  Kräfte  ein  Potential  haben,  gegen  einander  recht- 
winklig.  Im  Weiteren  werden  dann  die  Bedingungen  aufgestellt, 
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unter  denen  kleine  Oscillationen  möglich  sind,  und  dies  anf  das 
Problem  angewandt,  dass  eine  centrale  Kraft  einen  Punkt ^  der 
gezwungen  ist  auf  einer  Oberfläche  zu  bleiben,  nach  irgend 
einem  Gesetz  der  Entfernung  anzieht.  0. 

R.  S,  Ball.  On  the  small  oscillalion  of  a  rigid  body 
about  a  fixed  point  under  the  action  of  any  force, 
and  more  particularly,  wlien  gravity  is  the  only  force 
acting.  Trans,  of  Dublin  XXIV.  593-627.  1869. 

Ein  starrer  Körper,  der  um  einen  festen  Punkt  rotirt,  werde 
durch  Rotation  um  eine  Axe,  genannt  Yerrückungsaxe  (axis  of 
displacement),  aus  einer  Lage  in  eine  andere  bewegt,  und  zwar 
um  einen  Winkel,  der  als  Verrückungswinkel  (angle  of  displace- 
ment)  bezeichnet  wird. 

Normalaxe  ist  dann  eine  durch  den  festen  Punkt  gehende 
Richtung,  um  die  der  Punkt  wie  um  eine  feste  Axe  oscillirt, 
wenn  die  anfangliche  Yerrückungsaxe  und  die  augenblickliche 
Axe  mit  ihr  zusammenfällt.  Für  den  Fall,  dass  die  Kräfte  ein 
Potential  haben,  wird  eine  geometrische  Construction  der  Axen 
gegeben.  Auf  jedem  durch  den  festen  Punkt  gehenden  Radius 
wird  eine  Länge  gemessen,  proportional  der  kleinen  Rotation, 
welche  eine  gegebene  kleine  Quantität  von  Kraft  um  diese  Axe 
hervorbringen  kann.  Der  Ort  der  Endpunkte  ist  das  EUipsoid 
von  gleicher  Energie.  Die  Normalaxen  sind  die  drei  gemein- 
schaftlichen conjugirten  Durchmesser  des  Momentanellipsoids  mit 
dem  EUipsoid  von  gleicher  Energie.  Die  Länge  des  einfachen 
Pendels,  isochron  mit  der  Vibration  um  jede  Axe,  ist  proportional 
dem  Quadrate  des  Verhältnisses  der  entsprechenden  Durchmesser 
in  dem  Momentanellipsoid  und  dem  von  gleicher  Energie.  Es 
wird  ein  EUipsoid  construirt,  dessen  Axen  in  derselben  Richtung 
wie  beim  Momentanellipsoid  und  proportional  den  Quadraten 
derselben  sind.  Die  Normalaxen  sind  die  gemeinschaftlichen 
conjugirten  Durchmesser  der  Ellipsen,  in  welchen  dies  EUipsoid 
und  das  Momentanellipsoid  von  der  conjugirten  Ebene  ge- 
schnitten werden. 

Wirkt  die  Schwerkraft  allein,  so  wird  eine  Ebene,  die  der 
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Verticalebene  durch  den  festen  Punkt  in  dem  Momentanellipsoid 
conjugirt  ist,  conjugirte  Ebene  genannt.  Wie  auch  die  kleinen 
Oscillationen  der  Körper  aus  einfachen  Vibrationen  um  die  Nor- 
malaxen  zusammengesetzt  sein  mögen,  die  augenblickliche  Axe 
liegt  immer  in  der  conjugirten  Ebene,  wenn  der  Körper  nur 
kleine  Oscillationen  vollführt.  Verticalebenen  durch  die  Normal- 
axen  sind  rechtwinklig.  Die  Bewegung  des. Schwerpunktes  ist 
aus  einfachen  harmonischen  Vibrationen  unter  rechten  Winkeln 
zusammengesetzt.  Die  Bewegung  des  zusammengesetzten  Pendels 
ist  damit  also  geometrisch  dargestellt.  Csy.  (0.) 

E.  Padova.  Applicazione  del  metodo  di  Hamilton  al 
moto  di  un  punto  sopra  iina  supei-ficie.    Battagiini  VIII. 

90-96.    1870. 
Anwendung  der  Hamilton'schen  Methode  auf  die  Bewegung 
eines  Punktes,  der  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
zu  bleiben.  0. 

H.  MosELEY.  On  the  descent  of  a  solid  body  on  an 
inclined  plane  when  subjected  to  alternation  of  tem- 
perature.  PWi.  Mag.  (4)  xxxviii.  99-118.  1869. 

Csy. 
W.  H.  Besant.    Mathematical  notes.*     Quart,  j.  xi.  38-42. 

1870. 

Die  erste  Note  behandelt  ein  dynamisches  Problem  von 
der  Bew^ung  eines  Punktes  in  einer  Curve  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  centralen  Kraft.  Mz. 

W.  Krümme.     Aufgaben  über  die  schiefe  Ebene.     Schiö- 

mUch  Z.  XIV.  437-440.  1869. 
Es  werden  eine  Anzahl  von  Aufgaben  über  die  schiefe  Ebene 
mitgetheilt,  die  der  Herr  Verfasser  in  seinem  „Lehrbuche  der 
Physik  für  höhere  Schulen''  aus  Mangel  an  Raum  nicht  hat  ab- 
drucken lassen.  Dieselben  sind  Whewell,  „An  elementary 
treatise  on  mechanics'^  entnommen.  Wir  führen  beispielsweise 
an:  „Es  wird  die  Ebene  gesucht,  längs  welcher  ein  Körper  aus 

fortscbr«  d.  Maib.  M  d,  48 
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der  Ruhe  herabfallen  muss,  um  in  kürzester  Zeit  von  einem  ge- 
gebenen Kreise  nach  einem  ausserhalb  gelegenen  Punkte  zu 
gelangen/'    Die  Lösungen  sind  kurz  angedeutet. 

0. 

E,  Hoppe.    Tautochroniscte  Curven  bei  Reibungswider- 
stand.    Schlömilch  Z.  XIV.  382-387.  1869. 

Die  Gleichung  der  Curve,  auf  der  sich  ein  Punkt  unter 
dem  Einfiuss  gegebener  Kräfte  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  in 
constanter  Zeit  ^T  bewegt,  ist,  wofern  ein  Potential  (— ») 
existirty 

{s  ist  der  vom  Endpunkt  an  gerechnete  Bogen).  Diese  Curre 
der  Constanten  Fallzeit  entspricht  auch  einer  constanten  Steigzeit 
und  Oscillationsdauer  bei  beliebigem  Anfang  der  Oscillation. 
Sie  ist  für  die  beiden  ersten  Fälle  bestimmt,  während  im  dritten 
ein  Zweig  der  Gurve  willkürlich  ist  und  den  anderen  bedingt 

Existirt  kein  Potential^  so  genügt  nicht  mehr  dieselbe  Curve 
in  allen  Fällen.  Sie  verändert  sich,  je  nach  der  Begrenzung 
der  Bewegung.  Speciell  wird  der  Fall  betrachtet,  wo  ausser 
einer  Kraft  mit  einem  Potential  -v  ein  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit proportionaler  Widerstand  wirkt.  Unverändert 
bleibt  dabei,  dass  bei  einseitiger  Bewegung  in  einem  Endpunkte 
die  Kraft  zur  Bahn  normal  ist,  dass  die  dadurch  bestimmten 
Gleichungen  constanter  Fall-  und  Steigzeit  sich  in  geschlossener 
Form  darstellen  lassen,  dass  endlich  zu  der  Relation  zwischen 
V  und  s  keine  weitere  alterirende  Gleichung  hinzutritt  Be- 
trachtet man  ausser  den  Curven  constanter  Fall-  und  Steigzeit 
auch  die  Curven,  für  welche  die  Oscillationsdauer  entweder  durch 
die  Umkebrpunkte  oder  durch  den  Indiflferenzpunkt  der  äussern 
Kraft  begrenzt  wird,  so  ist  in  allen  vier  Fällen,  weito  ^  der 
WiderstandscoefBcient  ist: 

Die  Coefficienten  sind  für  jeden  Fall  andere  numerische 
Werthe,  die  in  den  drei  ersten  Fällen  rational,  im  letzten  mit 
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steigenden  Potenzen  von  —  behaftet  sind;  in  den  beiden  letzten 

Fällen  sind  ausserdem  die  ungradstelligen  Null.  Durch  die  Be- 
dingung des  Tautoehronismus  der  Oscillation  wird  die  Curve 
TöUig  bestimmt,  während  bei  einseitiger  Begrenzung  die  Hälfte 
der  Coefficienten  unbestimmt  bleibt.  Für  die  Gurren  der  con- 
stanten  Steig-  und  Fallzeit  heisst  die  Gleichung 

Ist  die  Bewegung  durch  die  Punkte  der  Nullgeschwindigkeit  be- 
grenzt, so  ergiebt  sich: 

».  =  ^.-(<  +  |/.-.--^^v+...), 

für  die  vom  Durchgang  durch  den  Indifferenzpunkt  begrenzte 
Oscillation  dagegen: 

'     4    A^      176   ,    19088  ^   ,  ,.       \ 

0. 

H.  Gretschel.    Elementare  Ableitung   der  Formel  flir 
die  Schwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels.  Gmnert 

Arch.  LI.  1-7.  1870. 

Die  einzelnen  Lagen  des  Punktes  während  der  Bewegung 
werden  auf  die  verticale  Ruhelage  projicirt  und  an  Stelle  des 
Fendelpunktes    selbst    die   Bewegung    des  Schnittpunktes    der 

Projicirenden  mit  dem  Kreise,  welcher  tlber  der  Strecke  2/sin'  -^ 

(/  Länge  des  Pendels,  a  Äusschlagswinkel)  als  Durchmesser  vom 
Endpunkte  der  Vertikalen  gezeichnet  ist,  betrachtet.  Benutzt  wird 
die  Formel: 

lim  y    ""  ro«Vfe  ^  ~  1.3.5...(2|U^1)     n 

0. 

48* 
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W.  Krumme.     Das    Parallelogramm    der    Bewegung   in 

der  Wellenlehre.    Schiömiich  z.  xv.  289-293.  1870. 

Durchläuft  ein  Punkt  gleichförmig  die  Peripherie  eines 
Kreises,  so  macht  seine  Projection  auf  einem  Durchmesser  des 
Kreises  eine  einfache  Schwingung.  Diese  Darstellung  der  ein- 
fachen Schwingung  empfiehlt  der  Herr  Verfasser  als  Grundlage 
für  die  Pendel-  und  Wellenbewegung.  Es  ergiebt  sich  daraus 
namentlich  eine  anschauliche  Definition  des  Begriffs  ,,Phase''. 
Dieselbe  wird  mit  den  Definitionen  von  Airy,  Thomson  und 
Tait  und  Beer  verglichen.  Das  Hauptgewicht  legt  der  Herr 
Verfasser  auf  die  Bewegung  des  Htllfspunktes.  Die  Wellenbe- 
wegung wird  erst  in  zweiter  Linie  betrachtet.  Diese  Darstellung 
lässt  sich  auch  zur  Erklärung  der  Interferenzerscheinungen  be- 
nutzen. Zum  Schluss  wird  beispielshalber  bewiesen,  dass  die 
Anzahl  der  Stösse  zweier  Töne  in  einer  gewissen  Zeit  gleich 
der  Differenz  der  Schwingungszahlen  f)lr  diese  Zeit  ist. 

O. 
t 

0.  Neumann.      Notiz    über    das    cykloidische    Pendel 

Clebsch  Ann.  I.  507-508.  1869. 

Bei  einem  gewöhnlichen  cykloidischen  Pendel  sei  a  der  will- 
kürlich gewählte  Ausgangspunkt  des  Mobils,  ferner  ß  der  tiefste 
Punkt,  und  7^  der  mit  a  gleich  hohe  Punkt  auf  der  anderen 
Seite  des  Bogens.  Ausserdem  denke  man  sich  in  der  vertikalen 
Ebene  aßy  eine  Kreislinie  construirt,  deren  Durchmesser  darge- 
stellt ist  durch  das  vom  Punkte  ß  auf  die  Linie  0/  gefällte 
Perpendikel.  Endlich  bezeichne  man  das  Mobil  selber  mit  m, 
und  die  horizontale  Projection  von  m  auf  jene  Kreislinie  mit  m'. 
Alsdann  gilt  folgender  Satz: 

Während  m,  getrieben  von  der  Schwerkraft,  hinabgleitet  von 
o  nach  ß,  wird  gleichzeitig  der  Projectionspunkt  m'  die  eine 
Hälfte  der  Kreislinie  mit  constanter  Geschwindigkeit  durch- 
laufen. Nn. 

H.  Resal.    Note  sur  le  pendule  ä  oscillations  eUiptiques. 
C.  R.  LXVm.  639-640.  1869. 
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A.  TissoT.     Sur  le  pendula  coiiique.   0.  R.  Lxviii.  715-716. 


Herr  Resal  hat  bewiesen,  dass  beim  conischen  Pendel  die 
horizontale  Projection  der  Bahn  eine  Ellipse  ist,  die  sich  um  die 
horizontale  Projection  des  Aufhängepunktes  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit dreht,  die  von  der  Länge  des  Pendels  und  vom 
Maximum-  und  Minimum-Ausschlag  abhängig  ist,  Der  Beweis 
selbst  ist  nicht  mitgetheilt.  Nach  Herrn  Tissot  findet  sich  dies 
Resultat  schon  in  Liouyille's  J.  (1)  XYII.  von  ihm  bewiesen. 

0. 

E.  CoMBESCURE.     Note  sur  le  pendule  conique.     Nouv. 

Ann.  (2)  Vni.  388-394.  1869. 

Durch  die  obige  Note  des  Herrn  Resal  veranlasst,  publicirt 
der  Herr  Verfasser  eine  Lösung  desselben  Problems,  die  er  be- 
reits 1853  gefunden,  bisher  aber  nur  privatim  einigen  Gelehrten 
mitgetheilt  hatte.  Die  Bewegungsgleichung,  die  der  Verfasser 
aufstellt,  hat  die  Form: 

Als  erste  Annäherung  derselben  ergiebt  sich 

u^=  A  cos  2fjtT  +  B  sin  2jwr. 
Indem  ti  =  t«,  +  t«'  gesetzt  wird ,   wird  sodann  zur  zweiten 

Annäherung  übergegangen.  Es  wird  sodann  f  =  — -  (a  Lauge 
des  Pendels,  «  vertikale  Coordinate)  bestimmt.  Es  findet  sich 
^  =  fj  cos>r  +  1?,  sin V^  +  "^^  sin'  jmt  cos'  /ttr,  wo  tj  und  rj^ 
Werthe  sind,  die  den  äussersten  Werthen  von  t,  d.  h.  t  =  0  und 
ftr  ^^(t  =  t  y^j  entsprechen.  Sodann  werden  die  äusser- 
sten Werthe  des  Radiusvectors  der  horizontalen  Projection  q 
und  Q^  bestimmt,  welche  für  die  erste  Annäherung  einander 
gleich   sind.     Es    ergiebt    sich    mit   Hülfe    des   Flftchensatzes 

da>  :^  y wTCt  '^  2^t)  ^^'  *^®  welcher  Gleichung  sich 
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ergiebt,  wo/2  =  «  —  -^t,  p=  "1/  JA ll   jgt     Das 

schliessliche  Endresultat  ist^  dass,  in  Beziehung  auf  die  Polaxe 
die  ausgestattet  ist  mit  einer  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit 

g'    ,   die  horizontale  Bahn   eine   unveränderliche  Ellipse  mit 

den  Axen  (»,  ^j  ist.  Zum  Schluss  wird  die  Dauer  der  Bewe- 
gung des  Pendels  von  Scheitel  zu  Scheitel  der  beweglichen 
Ellipse  und  die  einer  ganzen  Umdrehung  der  grossen  Axe  be- 
stimmt. Es  findet  sich  T=-|/-,    J=%:  i^,   wo  il  und  B 

fi  1  g       T        3     AB 

die  Halbaxen  der  Ellipse  sind. 

O. 

DE  Saint  Venant,  Kapport  sur  cinq  mdmoii-es  de  M. 
F.  Lucas  intitulds:  ßecherches  concemant  la  m^- 
canique  des  atomes.    0.  R.  Lxx.  311-321.  1870. 

F.  Lucas.     Etüde  sur  la  mdcanique  des  atomes.      Liou- 

viUe  J.  (2)  XV.  137-192.  1870.    0,  R.  LXVIII.  1313-1316.  1869.    C.  R. 
LXX.  509-511.  1870. 

Siehe  Abschn.  XI.  Cap.  1. 

H.  Bertram,  Probleme  der  Mechanik  in  Bezug  auf  die 
Variationen  der  Schwere  und  die  Rotation  der  Erde. 

Pr.  Berlin  1869. 

Zunächst  wird  das  Potential  der  Erdanziehung  auf  dem  von 
Hansen  (Theorie  der  Pendelbewegung,  Danzig  1853)  angegebe- 
nen Wege  bestimmt.  Die  Erde  wird  als  ein  abgeplattetes  Bo- 
tationsellipsoid  angesehen,  welches  durch  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  ellipsoidische  Flächen  in  homogene  Schichten  getheilt 
werden  kann.  Der  Verfasser  denkt  sich  dann  ein  System  von 
ineinander  geschachtelten  homogenen  Ellipsoiden,  deren  Begren- 
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zungsflächen  jene  Schnittflächen  sind,  und  deren  Dichtigkeiten 
so  bestimmt  sind,  dass  die  Summe  der  Dichtigkeiten  aller  EUip- 
soide,  welche  sich  in  einer  gewissen  Schicht  durchdringen,  gleich 
der  wirklichen  Dichtigkeit  jener  Schicht  ist.  Die  Abplattung 
jedes  dieser  EUipsoide  wird  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ord- 
nung betrachtet.  Dadurch  ergiebt  sich  fUr  die  Summe  der  Po- 
tentiale aller  EUipsoide  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

r       r^         r*    ' 
dessen  Constanten  9(  und  9  aus  der  Bedingung  abgeleitet  werden, 
dass  an  der  Oberfläche  der  Erde 

g  =  9,78019«  +  0,050754«  sin'(^ 
sein  soll,  wo  q>  die  Polhöhe  des  Orts,  g  die  Besultante  aus  der 
Anziehung  und  der  aus  der  Rotation  der  Erde  entspringenden 
Centrifugalkraft  ist.    Man   erhält   daraus   zur   Bestimmung  der 
Constanten  die  beiden  Gleichungen 

«+^^aa>*  =  9,78019, 

2««         933    ,         ,       ^r^Kn^KA 

—i T-  +  aö>'  =  0,050754, 

wo  a  die  grosse  Halbaxe  des  EUipsoids.  Dazu  tritt  dann  noch 
die  Bedingung,  dass  die  Richtung  der  Schwere  in  den  Punkten 
der  Oberfläche  des  EUipsoids  normal  auf  derselben  steht.  Es 
wird  dann  auch  der  Werth  des  Potentials  der  Erdanziehung  fär 
einen  in  einem  Punkte  festgehaltenen  Körper  bestimmt.  Im  fol- 
genden Abschnitt  (Die  fictiven  Kräfte  bei  den  Bewegungen  auf 
der  rotirenden  Erde)  werden  die  verschiedenen  Elemente  be- 
sprochen, aus  denen  sich  die  auf  einen  Punkt  der  rotirenden 
Erde  wirkenden  Kräfte  zusammensetzen.  Die  Componente  pa- 
rallel der  Xaxe  nimmt  für  einen  bewegUchen  Punkt  von  der 
Masse  m  folgende  Form  an: 

'^ =*-»".+- (4  - ''^) + "(4 -•  f) + 

+  mxfc^  —  ma  (xa  +  y/S  +  »/). 
Der  Verfasser  nennt  die  auf  X  folgenden  Glieder  der  rechten 
Seite  fictive  Kräfte  und  untersucht  die  Bedeutung  der  einzelnen 
GUeder.    Es  werden  dann  die  Componenten  der  veränderlichen 
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Schwere  aufgestellt  und  folgende  Anwendungen  gemacht.  1) 
2  Quecksilbergefässe  sind  in  einer  Vertikalen  in  verschiedenen 
Höben  angebracht.  Ein  Fernrohr  wird  von  der  Spitze  des  Thur- 
mes  so  gerichtet,  dass  das  Fadenkreuz  sich  mit  seinem  Spiegel- 
bild im  untern  Queksilber  deckt,  dann  so,  dass  es  sich  mit  dem 
Spiegelbild  im  obern  deckt,  so  also  dass  die  Axe  des  Fernrohrs 
die  Richtung  der  Schwere  in  beiden  Standpunkten  annimmt 
Der  Winkel  8,  den  beide  Richtungen  miteinander  einschliessen, 
ist  gleich  dem  Winkel,  den  die  Richtung  der  Schwere  im  oberen 
mit  der  Zaxe  machte  und  wird  bestimmt.  2)  Die  Gleichgewichts- 
lage eines  homogenen,  biegsamen  Fadens,  der  in  einem  Punkte  0 
aufgehängt  ist.  Der  Faden  bildet  nahezu  einen  Parabelbogen. 
Der  Parameter  der  Curve  ist  abhängig  von  'der  geographischen 
Breite,  aber  unabhängig  von  der  Länge  des  Fadens ,  ein 
Resultat,  welches  mit  dem  von  Puiseux  gegebenen  aberein- 
stimmt. 

Im  'dritten  Abschnitt  werden  die  Differentialgleichungen  fllr 
relative  Bewegung  auf  die  Lagrange'sche  Form  der  dynamischen 
Gleichungen  gebracht  und  so  auf  die  Betrachtung  der  Gleich- 
gewichtslagen eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt  der  Erde 
drehbaren  Körpers  und  die  Oscillationen  desselben  um  eine  feste 
Axe  angewandt.  Speciell  werden  dabei  die  Gleichgewichtslagen 
eines  im  Schwerpunkt  unterstützten  Körpers  und  die  Gleich- 
gewichtslage und  Oscillation  eines  Körpers  untersucht,  dessen 
Schwerpunkt  vom  Aufhängepunkt  eine  endliche  Entfernung  hat 
Das  Resultat  der  ersten  Untersuchung  ist  eine  Verallgemeinerung 
eines  von  Puiseux  gegebenen  Satzes :  „Ein  im  Schwerpunkt  auf- 
gehängter Stab  sucht  sich  in  die  Ebene  des  Meridians  so  zu 
stellen,  dass  er  mit  der  Vertikalen  einen  kleinen  Winkel  ein- 
schliesst.^'  Die  von  Bahr  aufgestellte  Behauptung,  der  Körper 
könne  nur  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  eine  seiner  Hauptaxen 
der  Erdaxe  parallel  sei,  wird  als  irrig,  in  Folge  der  Vernach- 
lässigung der  Variationen  der  Erdanziehung,  nachgewiesen.  Die 
zweite  Aufgabe  war  bereits  von  Lettner  behandelt  Dieser  hatte 
aber  die  Variationen  der  Schwere  nicht  berücksichtigt;  der  Ver- 
fasser gelangt  dabei  zu  einem  abweichenden  Resultate,  aus  dem 
die  von  Lettner  gegebene  Formel  durch  Vernachlässigung  einer 


Digitized  by  VjOOQIC 


Gapitel  4.    Dynamik.  717 

Anzahl  von  Gliedern  hervorgeht    Den  Schluss  bildet  die  Unter- 

saehung  der  Bewegung  eines  frei  fallenden  Körpers  auf  der  ro- 

tirenden  Erde. 

0. 

A.  DüPRE.    Memoire  sur  le  choc.     c.  R.  Lxvm.  53-55.  1869. 

Aus  dem  vorliegenden  Auszug  ist  über  den  mathematischen 

Theil  der  Arbeit  nichts  zu  ersehen. 

0. 

P.  Gaütier.     Essai   sur    le   mouvement  d'un  projectile 
dans  Tair.    C.  R.  LXIX.  1061-1064.  1869. 

Siehe  Fortechr.  d.  M,  I.  335-337. 

0. 

W,  Walton.     On  a  problem  in  the  calculus  of  Varia- 
tion.      Qaart.  J.  X.  7278.  1869. 

Der  Verfasser  citirt  folgenden  Satz  aus  Thomtson  &  Taifs 
Natural  Philosophy. 

Werden  Geschosse  von  einem  Punkte  0  aus  mit  derselben 
Geschwindigkeit  nach  allen  Richtungen  in  einer  verticalen 
Ebene  geworfen,  so  werden  ihre  Flugbahnen  von  einer  Para- 
bel umhüllt.  Die  Bahn  jedes  Geschosses  von  0  nach  einem 
Punkte  P  ist  die  Bahn  der  kleinsten  Arbeitsleistung,  wenn  P  vor 
der  einhüllenden  Parabel  erreicht  wird;  sie  ist  aber  nicht  die 
Bahn  kleinster  Arbeitsleistung,  sobald  die  einhüllende  Parabel 
vor  dem  Punkte  erreicht  wird. 

Der  Verfasser  bemerkt  nun,  dass  auch  dann  eine  Bahn 
kleinster  Arbeitsleistung  bestehen  muss,  wenn  der  Punkt  P  aus- 
serhalb der  einbullenden  Parabel  liegt,  wenn  man  den  Massen- 
punkt sich  in  einem  passend  gekrümmten  Rahmen  bewegen  lässt, 
und  findet,  dass  diese  Bahn  aus  Geraden  zusammengesetzt  ist. 
Das  Geschoss  muss  erst  vertical  steigen,  bis  es  seine  Geschwin- 
digkeit verloren  hat.  Dann  bewegt  es  sich  horizontal  bis  es 
vertical  zum  gegebenen  Punkt  herabfallen  kann. 

He. 
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M.  DE  Brettes.  Determination  de  T^paisseur  du  blin- 
dage  en  fer  que  peut  traverser  un  projectile  dont  on 
connait  le  poids,  le  calibre  et  la  vitesse  d'arriv^e. 

0.  R.  LXX.  1400-1402.  1870. 
Der  Verfasser  hat  eine  Formel  aufgestellt  für  die  Durch- 
driugung  von  Panzerplatten  durch  Geschosse  von  bekannter 
Grosse.  In  derselben  kommen  vor  das  Gewicht  und  der  Radius 
des  ProjectilSy  seine  Ankunftsgeschwindigkeit,  die  Dicke  der 
Platte,  ausserdem  g,  n  und  eine  andere  Gonstante.  Mit  dersel- 
ben kann  man  die  Ankunftsgeschwindigkeit  eines  gegebenen 
Geschosses  bestimmen,  die  nöthig  ist,  um  eine  Platte  von  gege- 
bener Dicke  zu  durchschlagen,  ebenso  wie  man  die  Dimensionen 
und  das  Gewicht  des  Geschosses  bestimmen  kann,  das  bei  ge- 
gebener Ankunflsgeschwindigkeit  eine  Platte  von  gegebener  Dicke 
durchschlagen  soll.  O. 

M.  DE  Brettes.  Relation  entre  les  diamfetres,  les  poids, 
les  vitesses  initiales  des  projectiles  de  rartillerie,  et 
la  tension  de  leurs  trajectoires.    C.  R.  LXVIII.  1336-1338. 

1869. 

M-  DE  Brettes.     Influence    de  la   vitesse   initiale,    du 
diamfetre   ou  des  poids   d'un  projectile    de  Tartillerie 
•     sur  les  tensions  de  ses  trajectoires  d'^gales  port^. 

0.  R.  liXIX.  394-397.  1869. 

M.  DE  Brettes.  Determination  d'une  ou  plusieurs  des 
quantitds  suivantes :  le  diamfetre  d'un  projectile  oblong, 
son  poids,  sa  vitesse  initiale,  la  flfeche  de  sa  trajec- 
toire   et  le  poids   du  canon,    lorsque    les  autres    sont 

donn^es.    C.  R.  LXIX.  1239-1242.  1869. 

In  der  ersten  Arbeit  hat  der  Verfasser  ein  Gesetz  aufge- 
stellt, welches  in  Worten  sich  folgendermassen  ausspricht:  „Die 
Cttlminationspunkte  der  Bahnen  zweier  ähnlichen  Projectile  von 
gleicher  Schussweite  sind  proportional  den  Durchmessern  und 
umgekehrt  proportional  den  Producten  der  Quadratwurzeln  ihrer 
Gewichte   in    die    Quadrate    ihrer   An&ngsgeschwindigkeiten^'. 
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F        R  V*'i/P 

Analytiflch  heisst  der  Satz:  ^r  =  p  !/[  / d ■   I^^^se  Formel  wird 

im  Folgenden  fttr  specielle  Fälle,  d.  h.  für  Fälle^  wo  einzelne 
der  Grössen  einander  gleich  sind,  untersucht  und  Anwendungen 
derselben  auf  Aufgaben  der  Artillerie  gemacht 

0. 

C.  W.  Merrifield.    Resistance  as  the  cube  öf  the  ve- 

locity.     Meßsenger  V.  5-12.  1869. 

Neuere  Untersuchungen  haben  dargethan,  dass  die  Verzö- 
gerung, welche  die  Projectile  der  gezogenen  Geschütze  durch 
die  Luft  erleiden,  annähernd  als  nach  der  dritten  Potenz  der 
Geschwindigkeit  erfolgend  angenommen  werden  kann.  Die  all- 
gemeine Formel  ftlr  den  Fall,  dass  sich  der  Widerstand  wie  die 
f»*^' Potenz  der  Geschwindigkeit  ändert,  findet  sich  in  mehreren 
Bachern,  es  giebt  aber  für  den  Fall  n  =  3  einige  sehr  bemer- 
kenswerthe  Reductionen.  Da  dies  nun  wahrscheinlich  ein  Hauptr 
fall  ist,  so  giebt  der  Verfasser  eine  Sammlung  der  dahin  gehö- 
rigen Formehi.  Da  die  Bewegungsgleichungen  in  zwei  Dimen- 
sionen nicht  vollständig  lösbar  sind,  so  werden  folgende  Voraus- 
setzungen gemacht,  von  denen  aus  man  die  Trajectorie  möglichst 
nahe  erhalten  kann:  l)  Bei  gegebener  Elevation  ist  die  Flug- 
zeit dieselbe,  wie  im  leeren  Raum;  2)  Die  Verzögerung  afficirt 
nur  die  horizontale  Componente  der  Geschwindigkeit. 

Glr.  (0.) 

A.  Gayley.     A  „Smith's  Prize'*  paper  1869.  Question  3, 

Messeoger  Y.  43-44.  1869. 

Zwei  Kanonen  (die  frei  vom  BQckprall)  unterscheiden  sich 
nur  durch  ihr  Gewicht  und  das  Gewicht  ihrer  Geschosse.  Nimmt 
man  an,  dass  in  einem  Moment  während  der  Explosion  die  Explo* 
sivkraft  nur  von  dem  Raum  abhängt,  den  der  Dampf  des  Pul- 
vers einnimmt,  so  sollen  die  entstehenden  Geschwindigkeiten  der 
Kugeln  verglichen  werden,  femer  sollen  die  Geschwindigkeiten 
von  Kugeln  desselben  Geschützes  bestimmt  werden,  wenn  es 
vom  Rückprall  frei  und  absolut  fest  ist. 
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Betrachtet  man  ein  einzelnes  Geschütz  von  der  Masse  M, 
dessen  Geschoss  die  Masse  m  hat;  so  ist,  wenn  S  und  $  die 
Räume  sind,  die  vom  Geschütz  rückwärts  und  vom  Geschoss 
vorwärts  zur  Zeit  t  der  Explosion  beschrieben  werden: 

wo  V  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  beim  Verlassen  des  Rohrs 
ist,  C  eine  Constante,  die  von  den  Gewichten  der  Kugel  und  der 
Kanone  unabhängig  ist.  Sind  v,  v^  die  Geschwindigkeiten  der- 
selben Kugel,  so  wird  für  die  Kanone  mit  der  Masse  M^  wenn 
sie  vom  Rückprall  frei  und  absolut  fest  ist, 


.,=.y 


'+r 


gefunden.  Glr.  (0.) 

A.  Cayley,     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  6. 
Messenger  V.  48-49.  1869. 

„Eine  Masse  M  ist  an  dem  einen  Ende  A  einer  Kette  Ä  C 
befestigt,  welche  der  Art  in  einer  horizontalen  Ebene  liegt^  dass 
der  Theil  Ä  B  der  Kette  eine  gerade  Linie  bildet,  während  der 
übrige  Theil  BC  in  B  aufgehäuft  ist.  Die  Masse  Jf  ist  dann  in 
der  Richtung  BA  mit  gegebener  Geschwindigkeit  in  Bewegung 
gesetzt.  Sie  bewegt  sich,  die  Kette  mitziehend,  in  gerader  Linie. 
Die  Bewegung  soll  bestimmt  werden  und  die  EigenthOmlichkeit 
des  sich  ergebenden  dynamischen  Problems  erklärt  werden/^ 
Die  Bewegung  kann  man  durch  die  Betrachtung,  dass  das  Mo- 
ment während  der  Bewegung  constant  ist,  leicht  erhalten,  aber 
die  gegebene  Untersuchung  bringt  die  Eigenthttmlichkeit  des 
Problems  noch  klarer  an's  Licht,  nämlich,  dass  es  ein  Problem 
von  continuirlichen  Impulsen  ist;  in  jedem  Element  der  Zeit  dt 
hat  ein  infinitesimales  Element  der  Masse  seine  Geschwindigkeit 
plötzlich  verändert,  obgleich  die  Veränderung  der  Geschwindig- 
keit der  ganzen  continuirlichen  Masse  continuirlich  ist 

Glr.  (O.) 
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YvoN  ViLLARCEAü.     l^tudc  sur  le  mouvement  des  meu- 
les  horizontales  de  moulins  ä  bl^,  et  m^thodes  pour 

les   (^quilibrer.     Liouville  J.  (2)  XV.  315-372.  1870. 

Die  vorliegende  Abhandlung  verdankt  ihre  Entstehung,  wie 
der  Verfasser  angiebt,  der  Belagerung  von  Paris,  und  behandelt  ^ 
ein  interessantes  der  Technik  entnommenes  Beispiel  zur  Theorie 
der  Drehung  eines  Körpers  um. einen  festen  Punkt.  Wenn  näm- 
lich bei  einer  Kommtthle  die  Massen  des  oberen  rotirenden 
Mühlsteines  in  der  Weise  abgeglichen  werden,  dass  die  untere 
Fläche  desselben  im  Ruhezustande  genau  horizontal  liegt,  so 
wird  ein  Gleiches  während  der  Rotation  nur  dann  stattfinden, 
wenn  die  Rotationsaxe  dauernd  mit  einer  der  durch  den  Auf- 
hängungspunkt gehenden  Hauptträgheitsaxen  zusammenfällt.  Letz- 
teres ist  nun  wegen  der  Unregelmässigkeiten  in  der  Form  und 
Dichtigkeit  des  Steines  nur  annähernd  der  Fall;  infolge  dessen 
nimmt  die  untere  Fläche  des  Steines  während  der  Rotation  eine 
mehr  oder  minder  geneigte  Lage  gegen  den  Horizont  an.  Die- 
sem Uebelstande  sucht  man  in  der  Praxis  dadurch  zu  entgehen, 
dass  man  mit  dem  Mühlsteine  zwei  oder  auch  vier  „regulirende 
Massen"  verbindet,  welche  in  zwei  senkrecht  zu  einander  stehen- 
den Meridianebenen  möglichst  nahe  an  der  Peripherie  des  Steines 
angebracht  sind  und  die  sich  in  verticalem  Sinne  verstellen 
lassen. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  in  ebenso  eleganter  als 
eingehender  Weise  die  Theorie  der  Drehung  eines  solchen  Massen- 
systems. Die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  lässt  sich 
mit  Hülfe  der  trigonometrischen  Functionen  vollständig  durch- 
führen, sobald  man  die  Neigung  der  unteren  Fläche  des  Steines 
und  die  Fehler,  welche  man  durch  Annahme  der  vollkommenen 
Cylinderform  und  Homogenität  des  Steines  begeht,  als  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  ansieht,  deren  Produkte  und  Potenzen 
zu  vernachlässigen  sind.  Die  gefundenen  Integrale  lassen  sich 
in  einfacher  Weise  geometrisch  interpretiren.  Es  bewege  sich 
nämlich  ein  Punkt  auf  der  Peripherie  einer  Ellipse  so,  dass  er 
um  den  Mittelpunkt  derselben  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen- 
räume bestreicht,  ferner  drehe  sieb  diese  Ellipse  mit  ^leichfbr^ 
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miger  Geschwindigkeit  um  ihren  Mittelpunkt,  dann  beschreibt 
jener  Punkt  die  Curve,  welche  durch  die  Bewegung  des  Durch- 
schnitts der  durch  den  Äufhängungspuukt  gehenden  Verticalen 
mit  der  unteren  Fläche  des  Steines  in  dieser  Ebene  erzeugt  wird. 
Zu  gleicher  Zeit  geben  die  Relationen  zwischen  den  Constanten 
des  rotirenden  Massensjstems  und  zwischen  den  Integrations- 
Constanten,  welche  die  Form  der  Bewegung  näher  definiren,  dem 
Verfasser  die  Mittel  an  die  Hand,  direkt  aus  der  Beobachtung 
der  Rotation  des  Steines  die  zur  vollständigen  Aequilibrirung 
desselben  nothwendigen  Verschiebungen  der  oben  erwähnten  re- 
gulirenden  Massen  zu  berechnen«  Der  Verfasser  setzt  des  Nä- 
heren zwei  Methoden  auseinander,  welche  praktisch  durchführbar 
sind,  und  von  denen  namentlich  die  eine  in  Bezug  auf  Einfach- 
heit allen  Ansprüchen  genügen  dürfte. 

B. 

H.  MosELEY.  On  the  mechanical  impossibility  of  the 
descent  of  glaciers  by  their  weight  only,    Phil.  Mag.  (4) 

XXXVII.  363-370.  1869. 
Die  Arbeit  enthält  eine  mathematische  Discussion  der  Bedin- 
gung des  Herabsteigens  von  unbegrenzter  Länge  und  von  gleich- 
förmigem rechtwinkligen  Schnitt  und  Abdachung.  Es  wird  be- 
wiesen, dass  das  Her  de  Glace  durch  seine  Schwere  allein  nicht 
so  herabsteigen  kann,  wie  es  thut. 

Csy.  (0.) 

DE  Saint- Venant,  Sur  r^tablissement  des  dquations 
des  mouvements  int^rieurs  opdr^s  dans  les  corps  so- 
lides ductiles  au  delk  des  limites  oü  Tdlasticite  pour- 
rait  les  ramener  ä  leur  prämier  ^tat.    C.  B.   LXX   473- 

480.    1870. 

Der  Verfasser  untersucht,  welche  Gleichungen  an  Stelle  der 
hydrodynamischen  zu  treten  haben,  wenn  es  sich  um  die  Bewe- 
gungen fliessend-fester  Körper  handelt  Er  gelangt  für  den  Fall, 
dass  nur  zwei  Dimensionen  zu  berücksichtigen  sind,  zu  den  fol- 
genden 5  (mit  Lamö'soben  Bezeichnungen): 
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dNx    .  dT  /^      du  du  dti> 

dx 

dT     .   dJV,  /„      dw  dw        _du> 

dx 

du         dtp 
dx   '^  d» 


,  dT  /-.      du  du  du\ 

.   dJV,  /„      dw  dw  dw\ 

=  0 


dw        du 

Nx  —  iVx  _  dg         dx 
2T      ""dir    .    dti   ' 


dx        dz 


0. 


M.  Levy.  Memoire  sur  les  dquations  g^nc^rales  des  mou- 
vements  int^rieurs  des  corps  solides  ductiles  au  delk 
des  limites  oü  T^lasticit^  poun^ait  les  ramener  k  leur 
premier  ^tat.    C.  B.  LXX.  1323-1325.  1870. 

Der  Verfasser  hat  f&r  den  allgemeineren  Fall  (siehe  das 
vorstehende  Referat),  wo  3  Dimensionen  zu  berücksichtigen  sind, 
die  9  Gleichungen  aufgestellt.  Speciell  wird  sodann  der  Fall 
berücksichtigt,  wo  Alles  um  die  Zaxe  symmetrisch  ist;  es  ist 
das  der  Fall,  der  in  den  Experimenten  des  Hm.  Tresca  eine 
Bolle  spielt.  0. 

H.  Tresca.  Memoire  sur  le  poin9onnage  et  la  th^orie 
m&anique  de  la  d^formation  des  m^taux.    C,  ß.  LXX. 

1197-1201.  1869. 

Kapport  sur  le  memoire  de  M.  Tresca.    C.  R.   LXX.   288- 

305.    1870. 

Der  vorliegende  Auszug  und  der  Bericht  über  die  Arbeit 
des  Hm.  Tresca  gestatten  keinen  Einblick  in  den  eigentlich  ma- 
thematischen Theil  derselben.    Wir  verschieben  daher  das  Befe- 

raty  bis  die  Arbeit  selbst  vorliegt. 

0. 
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DE  Saint- Venant.  Probleme  des  mouvements  que  peu- 
vent  prendre  les  divers  points  d'une  masse  liquide, 
ou  solide  ductile  contenu  dans  un  vase  k  parois  ver- 
ticales,  pendant  son  ^coulement  par  un  orifice  hori- 
zontal infi^rieur.   C  R.  LXVin  221-237.  290-301.  1869. 

Herr  de  St-Venant  hat  das  bereits  im  Jabre  1868  (Fortschr. 
d.  H.  I.  347-348)  besprochene  Problem  noch  einmal  aufgenom- 
men. Er  substituirt  an  Stelle  der  früheren  Hypothese,  wonach 
die  Componenten  der  Geschwindigkeiten  u,  9,  w  Derivirte  der- 
selben Function  (p  waren,  die  neue,  dass 

i     dq>  1       dop  1       dop 

a'     dx  b       dy  c*      o» 

wo  Oy  6,  c  constant  Nachdem  die  Schwierigkeiten,  die  ans  der 
Annahme  anderer  Hypothesen  fbr  die  Theorie  sich  ergeben  wOrden, 
discntirt  sind,  wird  ^ese  als  Näherungshypothese  begründet  mid 
die  Besultate  seiner  darauf  gestützten  Untersuchungen  fbr  drei 
specielle  Fälle  gegeben.  «    0. 

R.  Radau.    Sur  la  rotation  des  corps  soUdeSr    Ann.  de 

rÄc.  Norm.  VI.  233-250.  1869. 

B.  Eadau.     Note  sur  la  rotation  des  corps  solides.  Ann. 

de  rfic.  Norm.  VII.  87-98.  1870. 
Die  erste  Abhandlung  enthält  eine  Kritik  der  von  Sylvester 
(On  ihe  motion  of  a  rigid  body;  Trans,  of  London  1866)  gege- 
benen Untersuchung,  in  der  sich  zugleich  eine  Recapitulation 
der  von  Jacobi,  Richelot  und  Anderen  erhaltenen  Resultate  fin- 
det. In  der  Note  bemerkt  Herr  Badau^  dass  seine  Kritik  auf 
einer  irrthümlichen  Auslegung   einer  Stelle  in  der  Arbeit  Syl- 

vester's  beruhe,  dieselbe  daher  gegenstandslos  sei. 

0. 

N.  M.  Ferrers.  Note  on  Prof.  Sylvester's  representa- 
tion  of  the  motion  of  a  free  rigid  body  by  means  of 
a  material  ellipsoid  whose  centre  is  fixed  and  which 

roUs  on  a  rough  plane.     Trans,  of  London.  CLX,  1-8.  1870. 

Die  Note  bezieht  sich  auf  Prof.  Sylvester's  Abhandlung:  ^On 
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tbe  motion  of  a  rigid  body  aeted  on  by  no  externa!  forces'^ 
(Trans,  of  London  GL  VI.  1866).  Die  Resultate  sind  auf  eine 
etwas  verschiedene  Weise  hergeleitet  und  einige  neue  Theoreme 
gewonnen.  Cly.  (If.) 

P.  G.  Tait.     On  the  rotation  of  a  rigid  body  round  a 

fixed  point.    Trans,  of  Edinburgh.  XXV.  (2).  1868-69.  261-303.  1869. 

Um  die  bekannten  Resultate  in  fasslicherer  Form  und  mit 
weniger  analytischem  Aufwand,  als  bisher  nöthig  schien  darzu- 
stellen, wendet  der  Verf.  die  Methode  der  Quaternionen  an, 
eine  Methode,  die  nach  des  Verfassers  Ansicht  besonders  geeig- 
net ist,  für  die  symmetrische  Darstellung  von  Sätzen,  die  in  der 
Regel  mit  Hülfe  der  cartesischen  Methoden  nur  nach  langen 
Rechnungen  erhalten  werden,  —  und  die  frei  ist  von  der  indi- 
recten  und  auf  den  ersten  Blick  zwecklos  scheinenden  Angriffs- 
weise, die  viele  Leser  verwirrt.  Aber  die  Anwendung  der  Me- 
thode der  Quaternionen  erfordert  eine  völlige  Umgestaltung  aller 
gewöhnlichen  Bezeichnungen.  So  hat  die  folgende  Quaternionen- 
Gleichung 

die  einzige  in  der  Abhandlung  auftretende  dynamische  Gleichung, 
eine  ganz  andere  Form  als  Lagrange's  allgemeine  Bewegungs- 
Gleichung.  Cly.  (M.) 

J.   ZüLEGER.      Grundzüge    von    Poinsot's    Theorie    der 

Drehung.     Pr.  Leitmoritz.  1870. 

Nach  einleitenden  Abschnitten  über  Kräftepaare  und  über 
Bewegudg  eines  Körpers  im  Räume  leitet  der  Verfasser  die  Glei- 
chung des  Centralellipsoides  und  der  Hauptaxen  ab,  um  daraus 
auf  klare  und  einfache  Weise  die  bekannte  Theorie  der  Drehung 
eines  Körpers,  der  sich  frei  um  seinen  Schwerpunkt  oder  einen 
anderen  festen  Punkt  dreht,  zu  entwickeln.  Neues  enthält  die 
Arbeit  nicht.  0. 

A.  Brill.     Sul  problema  della  rotazione   dei   corpi. 

Brioschi  Ann.  (2)  III.  83-40.  1869. 
Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  bei  der  Herleitung  der  Glei- 

Fortschr.  d.  Math.  IL  3.  49 
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chungen  für  die  Rotation  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt, 
die  Einführung  der  drei  Euler'schen  Winkel  vermeiden  kann,  mit 
deren  Hülfe  Jacobi  (Sur  la  rotation  d*un  corps.  Grelle  J.  XXXIX.) 
die  ne\in  Cosinus  ausgedrückt  hat.  M. 

D.  Ohelini.    Nuova  dimostrazione  delle  proprietä  fonda- 
mentali  degli  assi  conjugati  di  rotazione  e  degli  assi 

permanenti.     Attl  dei  Naovi  Lincei.  1869. 

Der  Zweck  der  kurzen  Note  ist,  die  betreffende  Eigenschaft 
abzuleiten  allein  aus  den  Principien  der  gleichförmigen  Rotations- 
bewegung um  eine  feste  Äxe  und  der  Bewegung  eines  zusam- 
mengesetzten Pendels.  Bei  Behandlung  der  letzten  Frage  giebt 
der  Verfasser  den  Namen  Oscillationscentrum  dem  Punkte,  wo 
die  gewöhnliche  Axe  der  Oscillationscentren  der  centralen  Axe 
der  Bewegungsquantität  (asse  centrale  delle  quantitä  di  moto)  be- 
gegnet, und  bemerkt,  dass  dieser  Punkt  nur  in  speciellen  Fällen 
mit  dem  zusammenfällt,  dem  man  gewöhnlich  diesen  Namen 
giebt.  Es  scheint  nach  dieser  Bemerkung  in  der  That,  als  ob 
der  erste  Punkt  eine  Andeutung  seiner  mechanischen  Eigen- 
schaft anstrebe,  während  der  zweite  nur  eine  specielle  Bezeich- 
nung ist.  Jg.  (0.) 

Lorenz.     Om  Centrifugalkraften.    Tychsen  Tidsskr.   (2)  VL 

49.    1870. 

Der  Verf.  bemerkt,  dass  man  zwei  verschiedene  Arten  von 
Centrifugalkraften  unterscheiden  mtlsse,  die  actuelle  und  virtuelle, 
deren  eine  bei  der  absoluten,  die  andere  bei  der  relativen  Be- 
wegung in  Betracht  kommt.  Lässt  man  einen  an  einen  Faden 
gebundenen  Stein  in  einer  verticalen  Ebene  schnell  rotiren,  so 
übt  der  Stein  auf  den  Faden  einen  Zug  aus,  die  Reaction  der 
Gentripetalkraft;  dieser  Zug  ist  eine  actuelle  Centrifugalkraft 

Betrachtet  man  bei  der  Rotation  eines  Punktes  um  eine  feste 
Axe  nur  die  relative  Bewegung  in  einer  Ebene,  die  durch  die 
Axe  und  den  Pnnkt  geht,  so  muss  man,  wenn  der  Punkt  in  die- 
ser Ebene  im  Gleichgewicht  ist,  eine  virtuelle  Kraft  hinzufügen, 
die  auf  den  Punkt  wirkt,  und  die  der  auf  denselben  Punkt  wir- 
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kenden  Centripetalkraft  das  Gleichgewicht  hält.    Die  hinzuge- 
fügte Kraft  ist  eine  virtuelle  Gentrifugalkraft. 

Hn.  (Wn.) 

C.  Tychsen.     Om  Bevagelsen  af  den  gyroskopiske  Top. 

Tychsen  Tidsskr.  (2)  V.  15    1869. 

Nach   einer   Methode   von  Belanger    (Cours  de  mäcanique 

appliqu^e  ä  Töcole  polyt.  1859)  giebt  der  Verfasser  die  Theorie 

des  gyroskopischen  Kreisels,   indem  er  dabei  ein  Theorem  von 

Coriolis  (Trait6  de  m6canique  des  corps  solides  1844)  anwendet. 

Hn.  (Wn.) 

H.  Mylord.     Om  Centralellipsoider  og  principale  Axer. 

Tychsen  Tidsskr.  (2)  V.  167.   1869. 
Es  werden  folgende  Sätze  bewiesen: 
Der  Ort  der  Punkte,  deren  Centralellipsoide  eine  feste  Ebene 
berühren,  ist  eine  Fläche  sechsten  Grades. 

Der  Ort  der  Punkte,  fttr  deren  Centralellipsoide 

— ?•  +  TT  +  ~r  =  Const.  ist, 

(unter  2a,  2b,  2c  die  Axen  der  Ellipsoide  verstanden),   ist  eine 

111 

Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  ist.    — ^  -f-  _  -j — ^ 

hat  seinen  kleinsten  Werih  flir  das  Centralellipsoid  des  Schwer- 
punktes. 

Der  Ort  der  Punkte,  ftlr  deren  Centralellipsoide 
111 

■  t,t  -\ TT  +  -TTT  =  Const. 

ist,  ist  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung.    Die  Constante  hat  ihren 
kleinsten  Werth  fttr  das  Centralellipsoid  des  Schwerpunkts. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Ellipsoide  ein  constantes  Volumen 
haben,  ist  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung.  Das  Centralellip- 
soid des  Schwerpunkts  hat  das  grösste  Volumen. 

Alle  Hauptaxen,  die  in  einer  durch  den  Schwerpunkt  ge- 
henden Ebene  liegen,  sind,  falls  die  Ebene  keiner  der  Haupt- 
ebenen des  SchweiTunkts  parallel  ist,  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts. Hn.  (Wn.) 

49* 

Digitized  by  VjOOQIC 


728  ^-  Absohnitt.    Mechanik. 

G,  R.  Dahlander.  Om  nägra  tillämpningar  i  dyna- 
miken  af  de  geometriska  rörelselagarne.    öfvers.  afPörit 

Stockh.  1870.  49-56. 
Der  Aufsatz  enthält  nicht,  wie  der  Titel  sagt,  Anwendnogen, 
sondern  lässt  im  Gegentheil  diejenigen  Anwendungen  yermissen, 
welche  das  Motiv  einer  zur  Verfügung  gestellten  Aasdmcksform 
der  Bewegungsgleichungen  eines  starren  Körpers  erklären  könn- 
ten. Es  werden  nämlich  als  Goordinatenaxen  die  momentane 
Rotationsaxe,  deren  momentane  Rotationsaxe  und  das  gemein- 
same Loth  beider,  als  bestimmende  Grössen  die  auf  beide  Rota- 
tionsaxen  bezüglichen  Rotationswinkel  und  Gleitungen  einge- 
führt. Aus  den  entwickelten  Relationen,  deren  Gebrauch  zur 
Lösung  von  Aufgaben  mit  keinem  Worte  erwähnt  ist,  ergiebt 
sich  der  Satz:  Die  Orthogonalgeschwindigkeit  (womit  der  Ver- 
fasser die  Richtung  der  letztern  Gleitung  meint)  ist  normal  zur 
gemeinsamen  Berührungsebene  der  zwei  konischen  Fläohen, 
durch  deren  Aufeinanderrollen  die  Bewegung  des  Körpers  er- 
zeugt wird.  H« 

W.  Walton.  On  the  stress  exerced  by  a  rigid  body 
on  a  fixed  point  rigidly  connected  with  the  body, 
which    is   revolving    spontaneously    about   the  point 

Quart.  J.  XL  68-76.  1870. 

Mz. 

W.  Walton.  On  therelation  between  the  angular  ve- 
locity  about  and  the  angular  velocity  of  the  instan- 
taneous  axes  of  a  body  revolving  spontaneously  about 
a  fixed  point,  and  of  the  axes  of  greatest  and  least 

mobility/  Quart  J.  XL  1-15.  1870. 

Mz. 

E,  Rolland,     Memoire  sur  r^tablissement  des  r^gula- 

teurs   de  la  vitesse.     J.  de  rflc.  Pol.  Oah.  43.  1-56.  1870. 

Die  Construetion  isochroner  Regulatoren  beruht  darauf,  dass 
p 
in  der  Gleichung  — w*  (p  +  Lsin«)  Lcosa  =  (PL  +  00  sin« 
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der  Werth  von  oi  unabhängig  sei  von  der  Variabeln  a.  Dies 
lässt  sich  dadurch  erreichen,  dass  man  auch  die  Grössen  P,  Q^ 
L,  /  und  Q  variabel  macht.  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden 
nun  die  früheren  Methoden,  um  dies  zu  erreichen,  kurz  be- 
sprochen, und  dann  eine  neu  vom  Verfasser  ersonnene  ausein- 
andergesetzt Die  Arbeit  bietet  mehr  physikalisches,  als  mathe- 
matisches Interesse.  '  0. 


B.    Hydrodynamik. 

J.    COCKLE.      On   the   motion   of  fluids.      Quart.  J.  X.  150-161. 
1869.  X.  289-311.  XT.  156-176.  1870. 

Eine  elastische  Flüssigkeit  ist  in  einem  unendlich  langen, 
kreisförmigen,  geraden  Cylinder  mit  kleinem  unveränderlichen 
Durchmesser  enthalten.  Durch  Condensation  und  Dilatation  treten 
keine  äusseren  Kräfte  oder  Temperaturveränderungen  hinzu. 
Es  werden  die  Bewegungszustände  im  Innern  der  Flüssigkeit 
discutirt.  Der  zweite  Theil  enthält  allgemeine  Betrachtungen 
über  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  und  zweiten 
Ordnung,  die  auf  die  hydrodynamischen  Gleichungen  angewandt 
werden.  Der  dritte  Theil  endlich  enthält  Anwendungen  auf 
sphärische  Wellen  und  auf  Fälle,  wo  der  Druck  variirt  mit  einer 
Potenz  der  Dichtigkeit.  0. 

J.  Warren.     Note  oq.  a  fundamental  theorem  in  hydro- 
dynamics.    Quart.  J.  X.  127,  128.  1869. 

He. 

W.  J.  M.  Raneinb.     On    the    mathematicaf  theory    ol 

COmbined   Streams.    Trans,  of  London.  XIX.  90-94.  1870. 

Cly. 
H.  MosELBY.     On  the  uniform  motion  of  an  imperfect 

fluid.       Phil.  Mag.  (4)  XXXVII.  370-373.  1869. 

Csy. 
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W.  Veltmann.     Die  Helmholtz'sche  Theorie   der  Flüs- 
sigkeitswirbel.   Schlömilch  Z.    XV.  451-463.  1870. 

Während  Herr  Bertrand  in  seiner  Polemik  gegen  H.  Helmholtz 
die  Richtigkeit  der  Resultate  angriff,   die  letzterer  in  seiner  be- 
kannten  Arbeit  „tiber  die  Integrale  der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen, welche  den  Wirbelbewegungen  entsprechen'*  (Borchardt 
J.  LV.  25)   abgeleitet  hat   [cf.  über   diesen  Streit  den  vorigen 
Jahresbericht  pag.  343]:   unterwirft  Herr  Veitmann   von   einem 
anderen  Gesichtspunkte  aus  diese  Arbeit  einer  Kritik.    Er  sucht 
zu  zeigen,  die  Helmholtz*schen  Resultate  seien  leicht  abzuleiten 
und  enthielten  gar  nichts  Merkwürdiges.  —  Referent  kann  sich 
den  zum  Theil  ziemlich  heftigen  Angriffen  gegen  Herrn  Helmholtz 
nicht  anschliessen.    Sind  die  Resultate  von  H.  zum  Theil  auch 
leicht  abzuleiten,  so  verlieren  sie  darum  doch  nicht  an  Wichtig- 
keit;  und  es  ist  eine  andere  Sache,   ein  vorhandenes  Resultat, 
wie  Herr  V.,  auf  anderem  Wege  abzuleiten,  als  das  Resultat  zum 
ersten  Male  aufzustellen.    Ist  auch,  wie  Herr  V.  meint,  die  von 
Helmholtz  gegebene  Zerlegung  der  Bewegung  eine  rein  analy- 
tische, so  ist  es  doch  durch  diese  Zerlegung  möglich  geworden, 
bisher  unbekannte  Bewegungsformen  der. Flüssigkeiten  aus  den 
Differentialgleichungen   abzuleiten,    neue  Integrale  jener  Glei- 
chungen aufzustellen.  Wn. 

G,  Kirchhoff.     Zur  Theorie  freier  Flilssigkeitsstrahlen. 

Borchardt.  J.  LXX.  289-298.  1869. 

Im  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (p.  341)  ist  über 
eine  Arbeit  von  Helmholtz  berichtet,  die  eine  Methode  angiebt; 
die  Gestalt  eines  freien  Flüssigkeitsstrahles  zu  bestimmen,  falls 
alle  Bewegung  einer  festen  Ebene  parallel  ist.  Herr  K.  giebt 
folgende  Methode^  die  von  Helmholtz  aufgestellten  Bedingungen 
zu  erfüllen.  Ist  cp  das  Geschwindigkeitspotential,  ist  i/;  =  Const. 
die  zu  qp  =  Const.  orthogonale  Curvenschaar,  und  ist: 

a;  +  iy  =  Ä.,  y +  11/;  =  w, 
so  setze  man 
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und  wähle  die  Function  f(^(o)  so,  dass  sie  für  einen  gewissen 
Constanten  Werth  von  tp  und  für  ein  gewisses  Intervall  von  <p 
reell  ist,  und  zwischen  —  1  und  -|-  1  liegt,  so  ist  für  diesen 
Werth  von  ip  und  dieses  Intervall  von  q> 

^=«-).(f)'+(^)"='^ 

innerhalb  des  obigen  Intervalls  von  (p  kann  die  dem  obigen 
Werthe  von  xp  entsprechende  Strömungslinie  dann  eine  freie 
Grenze  der  Fltlssigkeit  sein.  Herr  K.  erläutert  ferner,  wie  das 
Gebiet  von  oi,  resp.  s  zu  begrenzen  ist,  damit  ai  eine  eindeutige 
Funktion  von  ^  ist,  die  sich  vollkommen  bestimmen  lässt.  Ftlr 
folgende  Fälle: 

f(jui)=:k  +  e-'^     (k  ein  positiver  echter  Bruch) 


1^1  — C-« 

leitet  Herr  K.  die  Gestalt  der  freien  Fltissigkeitsstrahlen  ab ;  der 
erste  von  diesen  Fällen  bildet  eine  Verallgemeinerung  des  von 
Helmholtz  behandelten  Falles.  Wn. 

G.  Kirchhoff.     Ueber   die  Bewegung   eines  Rotations- 
körpers in  einer  Flüssigkeit.    Borchardt.  J.  LXXI.  237-262. 

1870. 
Herr  K.  entwickelt  zunächst  aus  dem  Hamilton'schen  Princip 
die  DiflFerentialgleichungen  ftlr  die  Bewegung  eines  starren  Kör- 
pers von  beliebiger  Gestalt  und  beliebig  vertheilter  Masse  in  einer 
incompressiblen  homogenen  Flüssigkeit.  Die  Bedingungen  bei 
Aufstellung  der  Differentialgleichungen  sind  folgende:  Die  Flüs- 
sigkeit, in  der  keine  Reibung  stattfindet,  wird  duich  eine  im 
Unendlichen  liegende,  geschlossene,  feste  Fläche  begrenzt;  Wirbel- 
bewegungen sind  nicht  vorhanden,  (so  dass  nach  Helmholtz  ein 
Geschwindigkeitspotential  existirt.)  Die  Geschwindigkeiten  ändern 
sich  überall  stetig  mit  den  Coordinaten.  Auf  den  Körper  wirken 
Kräfte,  die  ein  Potential  haben,  auf  die  Flüssigkeit  wirken  keine 
Kräfte.    Die  Bewegung  des  ganzen  Systems  ist  aus  dem  Ruhe- 
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zustande  dadurch  hervorgegangen,  dass  auf  den  Körper  Erftfte 
wirkten.  Die  unter  diesen  Bedingungen  aufgestellten  Differential- 
gleichungen, ursprünglich  18  mit  12  Bedingungsgleichungen,  wer- 
den nun  durch  die  Annahme  vereinfacht,  dass  die  Kräfte,  die 
auf  den  Körper  wirken ,  verschwinden.  Für  die  vereinfachten 
Differentialgleichungen  ergeben  sich  dann  7  Integralgleichungen. 
Eine  weitere  Vereinfachung  tritt  femer  durch  die  Annahme  ein, 
dass  die  Oberfläche  des  Körpers  eine  Rotationsfläche  nnd  die 
Vertheilung  in  ihm  symmetrisch  zur  Rotationsaxe  ist.  (Letztere 
Vereinfachung  tritt  auch  ein,  wenn  der  Körper  kein  Rotations- 
körper, sondern  wenn  er  nur  in  Bezug  auf  zwei  oder  mehr  Paare 
auf  einander  senkrechter  Ebenen,  die  durch  die  Axe  gehen^  sym- 
metrisch ist.)  Nach  Einführung  der  letzten  Bedingungen  ist  es 
nun  möglich,  die  Gleichungen  vollständig  zu  integriren.  Es  er- 
giebt  sich  die  Zeit  als  elliptisches  Integral  erster  Gattung,  in  dem 
die  Integrationsvariable  die  Geschwindigkeit  u  (parallel  der  Rota- 
tionsaxe) des  Anfangspunktes  des  im  Körper  festen  Coordinaten- 
systems  ist.  Man  kann  daher  diese  Geschwindigkeit  als  ellip- 
tische Function  der  Zeit  darstellen;  auch  die  übrigen  Unbe- 
kannten des  Problems  kann  man  als  elliptische  Integrale  durch  u 
ausdrücken. 

Für  einige  Specialfälle  lassen  sich  sämmtliche  Unbekannte 
des  Problems  leicht  als  elliptische  Functionen  der  Zeit  aus- 
drücken. Einer  dieser  Fälle,  der  hier  genauer  discutirt  wird,  ist 
bereits  von  Thomson  und  Tait  [Th.  u.  T.  Handbuch  der  theore- 
tischen Physik,  deutsch  von  Helmholtz  und  Wertheim,  Seite  297, 
(Seite  264  der  englischen  Ausgabe)]  bebandelt;  für  diesen  Fall 
muss  man  noch  die  weiteren  Annahmen  machen,  dass  der  Körper 
um  seine  Axe  nicht  rotiit  und  dieselbe  in  einer  festen  Ebene 
bleibt.  —  Erwähnt  mag  noch  werden,  dass  sich  schon  ohne  die 
vereinfachenden  Voraussetzungen  über  die  Gestalt  des  Körpers 
und  die  Vertheilung  der  Masse  in  ihm  aus  den  Differentialglei- 
chungen beweisen  lässt,  dass  es  für  jeden  Körper  3  und  im  All* 
gemeinen  nur  3  auf  einander  senkrechte  Richtungen  giebt,  in 
denen  er,  ohne  sich  zu  drehen,  in  der  Flüssigkeit  fortschreiten 
kann. 

Wn, 
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A.  Olebsch.     Ueber    die    Bewegung    eines   Körpers    in 

einer  Flüssigkeit.      Clebsch  Ann.  III.  288-262.  1870. 

Das  Problem  der  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssig- 
keit wurde  zuerst  von  Dirichlet  mit  besonderer  Anwendung  auf 
die  Kugel  (Monatsber.  der  Berl.  Aead.  1852),  sodann  ganz  all- 
gemein von  dem  Verfasser  behandelt  (Grelle's  J.  LIL),  sowie 
für  Rotationskörper  von  Hm.  Hoppe  (Pogg.  Ann,  XCIH.).  Unter 
einem  neuen  Gesichtspunkt  erschien  das  Problem  in  dem  Buche 
von  Thomson  und  Tait,  indem  vorzugsweise  auf  die  Integra- 
tion der  Bewegungsgleichungen  des  Körpers  Gewicht  gelegt 
wurde,  wobei  denn  der  Einfluss  der  Flüssigkeitsbewegung  sich 
nur  durch  gewisse  Constante  zu  erkennen  gab.  Diesen  Bewe- 
gungsgleichungen des  Körpers  gab  Hr.  Kirchhoff  (Borchardt  J. 
LXXI.  s.  p.  731.)  eine  elegante  Form,  und  integrirte  dieselben  für 
diejenigen  Fälle,  in  welchen  ein  gewisses  lineares  Integral  be- 
stand. Der  Verfasser  vorliegenden  Aufsatzes  verwandelt  zunächst 
das  System  der  6  Kirch  hoff 'sehen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung^  welche  die  Zeit  explicite  nicht  enthalten,  durch  eine 
einfache  Substitution  in  ein  solches^  dessen  Multiplicator  ausser- 
dem 1  ist,  so  dass  neben  drei  von  Kirchhoff  allgemein  aufge- 
stellten Integralen  nun  immer  noch  eines  zu  finden  bleibt,  um 
die  Integration  ausführen  zu  können.  Sodann  behandelt  der 
Verfasser  insbesondere  den  Fall,  in  welchem  ein  Integral  durch 
eine  quadratische  Function  der  Variabein,  einer  willkürlichen 
Constanten  gleich  gesetzt^  sich  darstellt,  ein  Fall,  welcher  die 
Kirchhoffschen  einschliesst.  Es  zeigt  sich,  dass  ausser  den  Kirch- 
hoff'schen  Fällen  noch  einige  andere  existiren,  in  welchen  die 
Integration  gelingt;  dabei  involviren  die  durch  das  Princip  der 
letzten  Multiplicatoren  gefundenen  Integrale  höhere  algebraische 
Irrationalitäten.  Cl. 

E.  Päd  0 VA.     Sul  moto   di  un  ellissoide  fluido  ed  omo- 

geneo.      Tesi.     Ann.  d.  Sc  Norm.  Pisa.  1868/69. 

Nachdem  die  Bestimmung  der  Potentialfunction  eines  homo- 
genen EUipsoids,  dessen  Punkte  nach  dem  Newton'schen  Gesetze 
wirken,  für  den  Fall  vorausgeschickt  ist,  dass  die  Coordinaten- 
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Axen  nicht  mit  den  Axen  des  EUipsoids  zusammenfallen,  leitet 
der  Herr  Verfasser  nach  dem  Hamilton'schen  Principe  die  Diffe- 
rentialgleichungen für  die  Unbekannten  des  Problems  in  den  ver- 
schiedenen   Formen  von  Dirichlet,   Riemann   und   Brioscbi   ab. 
Die  Integration  derselben  wird  nicht  ausgeführt.    Diese   Diffe- 
rentialgleichungen  zusammen  mit  den  Integralgleichungen,   die 
sich  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft,   der  Erhaltung  der 
Flächen  und  der  Erhaltung  der  Rotation  ergeben,   reichen  aus, 
um  einige  allgemeine  Theoreme  zu  beweisen,    die  sich  auf  die 
Verbiudung  zwischen  der  Bewegung  der  flüssigen  Theilchen  und 
der  Form   des  EUipsoids   beziehen.    Damit   die  Bewegung  der 
Theilchen  gleichförmig  sei ,  müssen  die  Axen  des  EUipsoids  von 
constanter  Grösse  sein,  und  umgekehrt.    Bei  der  genauen  Unter- 
suchung der  Bewegnngen,   welche  dem  EUipsoide   seine  Form 
erhalten,  gelangt  er  hiernach  zur  Untersuchung  der  Fälle,  ffir 
welche    das   Eliipsoid    stabil   seine    Form    erhält,    eine   Unter- 
suchung, die  sehr  vereinfacht  ist  durch  die  von  Riemann  ange- 
stellten Betrachtungen,  dass  sie  zusammengehöre  mit  der  Unter- 
suchung der  Gleichgewichtslagen  eines  Punktes ,   der  auf  einer 
gewissen  Oberfläche   dritter  Ordnung  gelegen   ist.     Wenn   das 
EUipsoid  eine  stabüe  Gleichgewichtslage  hat,  so  sind  die  Varia- 
tionen, denen  die  Axen  in  Folge  der  Einführung  einer  sehr  klei- 
nen Kraft  unterworfen  sind,  aus  zwei  Variationen  zusammenge- 
setzt, die  dem  Gesetz  derPendelosciUationen  folgen.  Dies  Theorem 
führt  den  Herrn  Verfasser  dazu,  die  Bewegungen  zu  betrachten, 
bei  denen  die  Axen  periodischen  und  endlichen  Variationen  unter- 
worfen sind;  er  findet,  dass  diese  periodische  Formveränderung 
zu  einer  periodischen  Variation   mit  der  Rotation   der  flüssigen 
Theilchen  verbunden  ist. 

Jg.  (O). 

E,  Päd 0 VA.     Del  moto  di  un  ellissoide  in  un  fluido  in- 
compressibile  ed  indefinito.    BattagUni  G.  VUl.  325-332.  1870. 

Um  die  Bewegung  des  Körpers  zu  bestimmen,  bestimmt  der 
Verfasser  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  in  welche  ein  fester 
unbeweglicher  Körper  eingetaucht  ist,  wenn  die  Punkte  der  Flüs- 
sigkeit von  beschleunigenden  Kriiften  angegriffen  werden ,  die  in 
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Richtung  und  Intensität  einander  gleich  sind,  und  zwar  ftlr  den 
Fall,  dass  der  Körper  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  ist. 

0. 

Bjerknes.  Om  den  samtidige  Bewaegelse  af  kugelför- 
mige   Legemer  i   et  inkompressibelt  Fluidum.      Forh. 

Ghristiania.  1869.  205. 

Die  Arbeit  enthält  sehr  ausführliche  Entwickelungen  in  Be- 
zug auf  die  Bewegung  eines  Systems  von  Kugeln  in  einer  in- 
compressiblen  Flüssigkeit.  Siehe  auch  „Om  en  Omsoetning  af 
oscillatoriske  Bewaegelser  i  progressive*'  von  demselben  Ver- 
fasser (Forhandlinger  i  Videnskabsselskabet  i  Ghristiania  Aaret 
1866.  —  ChristianiU  1869).  Hn.  (Wn.) 

DE  St,  Venant.  Demonstration  ^Mmentaire  de  la  for- 
mule  de  propagation  d'une  onde  ou  dWe  intumes- 
cence  dans  un  canal  prismatique;  et  remarques  sur 
las  propagations  du  son  et  de  la  lumifere,  sur  les  re- 
sauts«;  ainsi  que  sur  la  distinction  des  rivi^res  et  des 
torrents,    0.  R.  Lxxi.  186-195.  1870. 

Wirkt  eine  constante  Kraft  auf  eine  unveränderliche  Masse, 
so  wird  der  letzteren  bekanntlich  eine  gleichförmig  beschleunigte 
Geschwindigkeit  ertheilt.  Wächst  aber  die  Masse,  auf  welche 
die  constante  Kraft  wirkt,  der  Zeit  proportional,  so  wird  dieser 
Masse  eine  constante  Geschwindigkeit  ertheilt;  ein  Fall,  der 
bei  den  Wellenbewegungen  eintritt.  Kennt  man  nun  bei  einer 
Wellenbewegung,  die  sich  in  einem  prismatischen  Baume  fort- 
pflanzt, in  Folge  einer  auf  die  eine  Endfläche  wirkenden  con- 
stanten  Kraft,  die  Verschiebung  des  ersten  Querschnitts  während 
der  Zeiteinheit,  so  kennt  man  damit  die  constante  Geschwindig- 
keit der  während  der  Zeiteinheit  bewegten  Masse.  Setzt  man 
das  Product  aus  dieser  Geschwindigkeit  und  der  in  Bewegung 
gesetzten  Masse  gleich  der  constanten  bewegenden  Kraft,  so  hat 
man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit.   Auf  diese  Weise  beweist  Herr  St.  V.  zuerst  die  bekannte 
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Formel  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  longitadinato  Wel- 
len in  elastischen  [festen  oder  gasförmigen]  Medien: 

'  Q 

wo  E  der  Elasticitätscoefficient,  q  die  Dichtigkeit  ist,  ferner  die 
Formel  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  transversaler  Wellen 


=/?■ 


'Mt 


k 

Q 

wo  G  die  Kraft  ist,  welche  tangential  auf  die  Grundfläche  eines 
Prismas  wirkt  und  die  einzelnen  Querschnitte  in  ihrer  Ebene  so 
verschiebt^  dass  die  longitudinalen  Fasern  geradlinig  bleiben  und 
nach  der  Verschiebung  mit  ihrer  ursprünglichen  Richtung  einen 
Winkel  =  1  bilden. 

Ferner  wird  aus  demselben  Princip  abgeleitet  die  Lagrange' 
sehe  Formel  für  die  Geschwindigkeit  von  Wasserwellen  in  einem 
horizontalen  Kanal  von  überall  gleicher  Tiefe  *  und  überall 
gleichem  Querschnitt, 

hier  bedeutet  A  die  Tiefe,  g  die  Constante  der  Schwerkraft  Für 
einen  beliebigen  veränderlichen  Querschnitt  des  Kanals  leitet 
Hen-  St.  V.  für  k  die  Formel  ab: 

WO  10  der  Flächeninhalt  des  beliebigen  Querschnitts,  /  die  Linie, 
in  welcher  derselbe  die  Wasserfläche  schneidet,  s  die  Höhe  der 
Welle  ist. 

Hieran  knüpft  Herr  St.  Y.  Betrachtungen  darüber,  was  ein- 
treten muss,  wenn  das  Wasser  in  einem  Kanal,  in  dem  sich  eine 
Wellenbewegung  mit  der  G^chwindigkeit  *  =  YJh  fortpflanzt, 
vor  der  Wellenbewegung  nicht  in  Ruhe  war,  sondern  vorwärts 
fliesst,  namentlich  falls  die  eigene  Geschvrindigkeit  des  Wassers 
U  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  *  der  Wellen  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind.  Hier  wird  die  Wirkung  der  Welle  eine 
ganz  verschiedene  sein,  je  nachdem  lP>gh  oder  P*<yÄ;  in 
dem  letzteren  Falle  kann  ein  Rücksprung  des  Wassers  stattfinden. 

Wn. 
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J.  BoussiNESQ.  Essai  sur  la  th^rie  des  ondes  liquides 
pdriodiques.     0.  R  LXVni.  905-906.  1869. 

DE  Saint -Venant.  Rapport  sur  un  memoire  de  M. 
Boussinesq  relatif  h  la  th^orie  des  ondes  liquides  p^- 
riodiques.    C.  R.  LXX.  360-367.  1870. 

J.  Boussinesq.  Note  compl^mentaire  au  memoire  sur 
les  ondes  liquides  p^riodiques.  —  i^tablissement  de 
relations  g^n^rales  et  nouvelles  entre  T^nergie  interne 
d'un  Corps  fluide  ou  solide  et  ses  pressions  ou  forces 
dlastiques.    c.  R.  LXXI.  400  402.  1870. 

In  den  citirten  Abhandlungen  sind  nur  die  Resultate  einer 
grösseren  Arbeit  zusammengestellt.  Wir  geben  die  hauptsäch- 
lichsten dieser  Resultate  kurz  an,  indem  wir  uns  einen  genaueren 
Bericht  nach  dem  Erscheinen  der  eigentlichen  Arbeit  vorbe- 
halten. 

Herr  B.  stellt  fttr  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  neue  Dif- 
ferentialgleichungen auf,  in  denen  nicht  die  Geschwindigkeiten 
der  einzelnen  Theilchen  figuriren,  sondern  die  Verrückungeu) 
die  jene  Molecüle  erfahren.  Die  Differentialgleichungen  werden 
abgeleitet  durch  die  Betrachtung  des  Gleichgewichts  eines  recht- 
winkligen Parallelepipedons ,  dessen  Kanten  sehr  klein  sind. 
Die  allgemeinen  Gleichungen^  in  denen  die  Verrttckungen  der 
Ecken  jenes  Parallelepipedons  zunächst  beliebige  waren,  werden 
dann  durch  die  Annahme  vereinfacht,  dass  die  Verrflcknngen 
nur  sehr  klein  seien,  und  die  so  erhaltenen  Gleichungen  werden 
auf  das  Problem  der  Fortpflanzung  von  Wellen  in  der  Flüssig- 
keit angewandt.  Wird  die  Flüssigkeit  durch  zwei  horizontale 
Ebenen  begrenzt,  während  sie  an  den  Seiten  ins  Unendliche  aus- 
gedehnt ist,  und  vollfllhrt  ein  sehr  kleiner  Raum  periodische 
Schwingungen,  so  breiten  sich  dieselben  nach  folgenden  Ge- 
setzen in  der  Flüssigkeit  aus.  Jedes  Molecül  der  Flüssigkeit 
beschreibt  eine  Ellipse,  deren  Ebene  vertical  ist  und  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erschütterung  geht.  Die  grosse  Axe  der  Ellipse 
ist  horizontal;  die  Ellipse  geht  an  der  Oberfläche  in  einen  Kreis 
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über,  am  Grunde  in  eine  gerade  Linie.  Die  Wellenflächen  sind 
nahezu  Kreiscylinder;  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  ver- 
schieden von  der  einer  isolirten  Welle.  Die  Amplitude  der  Be- 
wegung ändert  sich  in  derselben  Horizontalebene  von  einem  von 
der  Cylinderaxe  ausgehenden  Kadiusvector  zum  andern,  ist  aber 
für  denselben  Kadiusvector  der  Quadratwurzel  aus  der  Entfer- 
nung von  der  Axe  umgekehrt  proportional. 

In  der  dritten  der  oben  citirten  Arbeiten  werden  neue  Aus- 
drücke für  die  elastischen  Druckkräfte  angegeben ;  diese  werden 
dargestellt  1)  durch  die  Verrückungen,  die  ein  Molecül  erfahren, 
2)  durch  die  innere  Energie  IP,  die  ihrerseits  wieder  von  fol- 
genden Grössen  abhängt:  In  einem  kleinen  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipedon,  dessen  Kanten  ursprünglich  den  Coordinatenaxen 
parallel  sind,  werden  nach  den  Yerrüokungen  die  Kanten  andere 
Längen,  sowie  andere  Richtung  haben.  Die  innere  Energie  ist 
nun  eine  Function  der  Dilatationen  der  Kanten^  sowie  ihrer  Kich- 
tungsänderungen.  Die  aufgestellten  Ausdrücke  sollen  gleich- 
massig  für  feste  und  flüssige  Körper  gültig  sein. 

Wn. 

Beech.     Sur  la  th^orie  des  ondes  liquides  p^riodiques. 

C.  R.  LXVIII.  1099-1101.  1869. 
Für  die  Wellenbewegung  in  einer  unendlich  tiefen  Flüssig- 
keit werden  flir  die  periodische  Bewegung  der  einzelnen  Mole- 
cüle  einige  Formeln  ohne  Beweis  mitgetheilt;  für  eine  endliche 
Wassertiefe  ist  es  dem  Verfasser  noch  nicht  gelungen,  die  ent- 
sprechenden Formeln  zu  finden.  Nach  den  obigen  Formeln 
könnten  sich  die  einzelnen  Molecüle  nur  in  Kreisen  bewegen, 
nicht  in  Ellipsen^  wie  andere  Autoren  annehmen;  am  Grunde 
würde  keine  Bewegung  stattfinden.  —  Wn. 

J.  BoussiNESQ.     Essai    sur    la  th^orie    de    r^coulement 
d'un  liquide  par  un  orifice  en  mince  paroi,  0.  R.  LXX. 

33-36,  177-181,  1279-1283.  1870. 
Bei  der  Theorie  des  Ausflusses  von  Wasser  aus  einer  kleinen 
Oeffnung  in  dünner  Wand  unter  constanter  Druckhöhe  kann  man, 
wenn  die  Dimensionen  der  Oefiiiung  sehr  klein  sind  gegen  die 
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Dimensionen  der  Flüssigkeit,  annehmen,  dass  ein  Geschwindig- 
keitspotential q>  existirt.  Man  nehme  die  Ebene  der  Oeffnung 
zur  xy  Ebene,  zur  ssAxe  die  Normale  dieser  Ebene  nach  dem 
Innern  der  Flüssigkeit;  die  Geschwindigkeitscomponente  parallel 
»  [—  w]  sei  =  f(xy)  ftir  a  =  0,  wo  /"  überall  =  0  ist  ausser  flir 
die  Punkte  der  Oeffnung,  so  ist  das  Geschwindigkeitspotential 
durch  folgende  Bedingungen  bestimmt:  1)  q>  erfüllt  die  Glei- 
chung des  Potentials,  2)  die  drei  ersten  Differentialquotienten 
von  q>  (die  Geschwindigkeitscomponenten)  sind  im  Innern  der 
Flüssigkeit  in  hinreichender  Entfernung  von  der  Mündung  sehr 

klein;  3)  für  «  =  0  ist  -~^  =  — /"(ajy).     Diesen    Bedingungen 

genügt  folgender  Ausdruck: 

+  00 


f(.^ri)dldn 


^    y„  rr i^v)a§dfi 


ny 


ein  Ausdruck,  der  noch  andere  Formen  annehmen  kann,  wenn 
man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  l^n  Polarcoordinaten 
einführt. 

Die  Function  f  muss,  wenn  die  obige  Formel  mit  der  Er- 
fahrung übereinstimmen  soll,  an  den  Rändern  und  in  der  Mitte 
der  Mündung  =0  sein  [weil  die  Randmoleküle ;  die  gar  keine 
Bewegung  parallel  «  besitzen,  eher  die  Mitte  treffen,  als  die  über 
der  Mitte  lagernden  Moleküle  dahin  gelangen].  Endlich  muss, 
wenn  h  die  constante  Druckhöhe  ist,  am  Rande  (wo  ja  a)  =  0) 
m'  +  c»  =  2g}i  sein,  falls  auf  die  Flüssigkeit  nur  der  atmosphä- 
rische Druck  wirkt;  darin  ist  u  =  -^^  c  =r  -~^. 

ox  oy 

Herr  B.  bestimmt  aus  den  ;fünf  angegebenen  Bedingungen 
die  Form  der  Function  ftr  zwei  Fälle:  1)  wenn  die  Ausfluss- 
öffnung ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  x  und  y,  unter 
der  weitern  Annahme,  dass  parallel  der  einen  Rechtecksseite  (a?) 
keine  Bewegung  stattfindet;  2)  wird  der  Fall  behandelt,  dass 
die  Ausflussöffnung  ein  kleiner  Kreis  ist. 

Für  den  ersten  Fall  wird 
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WO  b  die  Breite  der  Oefibung  ist  Bricht  man  die  Reihe  bei  c 
ab,  so  ergiebt  die  Bedingung,  dass  ü*  =  296  für  die  Ränder  der 
Mündung  ist: 

Die  Ausflussmenge  wird  dann  -^2by2gh=  0,6283.  2b  y2gh, 

wodurch  die  contractio  venae  für  diesen  Fall  der  Erfahmng  ge- 
mäss dargestellt  wird. 

Für  die  kreisförmige  Mündung  vom  Radius  R  ist,  wenn 
r'  =  x^  +  y': 

Hier  nimmt  Herr  B.  an,  dass  c  =  0  sei  und  bricht  die  Beihe 
bei  &'  ab;  dann  ergiebt  sich 

.      3'.  5'.  7«    ,__ 

Die  Ausflussmenge  ist: 

-~  ;i Ä'  =  0,6566 w  Ä*  f2gh. 

Die  Abweichung  des  Gontractionscoefficienten  Ton  dem  durch 
die  Erfahrung  ermittelten  ist  hier  grösser  als  im  vorigen  Bei- 
spiel, was  auf  Kosten  der  grösseren  Reibung  zu  setzen  ist.  Beim 
Ausfluss  von  Gasen,  wo  die  Reibung  geringer  ist,  ist  in  der  That 
der  beobachtete  Contractionscoefficient  0,65. 

Die  erwähnten  Formeln  haben  den  Mangel,  dass  in  der 
ersten  für  y  =  6  /^ ,  in  der  zweiten  für  r  =  Ä 1/ J  f  ungeßlhr  den 
Werth  1,17  ^2gh  annimmt,  wodurch  der  Druck  der  Flüssigkeit 
geringer  als  der  der  Atmosphäre  wird.  Es  wird  daher  als  wei- 
tere Annäherung  gesetzt: 

,w=4(,_i;)[,+.(,_4+vii)] 

Die  Bedingung,  dass  für  diese  Werthe  von  f  die  Ausfluss- 
menge dieselbe  sei  wie  für  den  Fall  m  =  0  oder  m^  =  0^  liefert 
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Gleichungen  zur  numerischen  Bestimmung  der  Coefiicienten  k^  hfj 
ij ,  *', ,  wobei  m  und  m,  nahe  =  i  gesetzt  werden. 

Die  Ansicht  von  Navier,  wonach  in  allen  Punkten  der  Aus- 
flussöffhung  dieselbe  Geschwindigkeit  ^2^^,  aber  in  verschie- 
dener Richtung  stattfindet,  verwirft  der  Verfasser.  Wn. 

D'EsTOCQUois.     Note    sur  le  mouvement    des    liquides. 

C.  R.  LXVIII.  1207-1209.  1869. 
Unter  der  Annahme,   dass  ein  Geschwindigkeitspotential  q> 
existirt,  welches  nar  von  zwei  Coordinaten  y  und  i&  abhängt,  ist 
eine  Lösung  der  hydrodynamischen  Gleichungen: 
(f  =  i4e«ysina-»; 

und  es  ist  ferner  die  Geschwindigkeit  p^-rallel  y  =  —y-^  die 
parallel  z  =  -^,  während  parallel  x  keine  Bewegung  des  Was- 
sers stattfindet.  Nimmt  man  nun  die  x  y  Ebene  als  horizontale 
obere  Grenze  der  Flüssigkeit,  s  vertical,  so  kann  man  durch  die 
obige  Formel  den  Ausfluss'  des  Wassers  unter  constanter  Druck- 
hohe  darstellen  und  erhält  für  eine  rechteckige  OeflFhung,  deren 
Seiten  parallel  x  und  y,  eine  contractio  venae  an  den  Seiten, 
die  parallel  y  sind.  Der  Winkel,  den  die  Randstrahlen  mit  der 
Verticalen  bilden,  ist  nach  den  obigen  Formeln,  wenn  A  die 
Druckhöhe  ist,  ha;  die  gesammte  Geschwindigkeit  ist  }/2jA, 
aber  nicht  parallel  z. 

Es  ist  somit,  falls  parallel  x  keine  Bewegung  stattfindet, 
aus  den  hydrodynamischen  Gleichungen  die  Möglichkeit  der  con- 
tractio venae  abgeleitet. 

Aehnlich  erklärt  schon  Navier  die  contractio  venae  dadurch, 
dass  alle  Strahlen  dieselbe  Geschwindigkeit,  aber  verschiedene 
Richtung  der  Geschwindigkeit  haben.  Wn. 

DE  Saint- Venant,  Rapport  sur  un  memoire  de  Mr. 
Maurice  L^vy  relatif  k  rhydrodynamique  des  li- 
quides homogenes  k  leur  ^coulement  rectiligne  et  per- 
manent.   C.  R.  LXVIII.  582-590.  1869. 

Die  Arbeit  des  Herrn  L^vy,  von  der  hier  nur  die  Resultate 

Fortscbr.  d.  Math.  U.   3.  50 

Digitized  by  VjOOQIC 


742  ^*  Abschnitt.     Mechanik. 

mitgetheilt  werden,  beschäftigt  sieb  mit  dem  Einfluss  der  Reibang 
auf  die  regelmässige  Bewegung  der  Flüssigkeiten.  Navier  nimmt 
bekanntlich  an,  dass  bei  der  Bewegung  des  Wassers  zwei  Theil- 
chen  auf  einander  eine  dynamische  Wirkung  ausüben,  die  eine 
Function  des  Abstands  beider  Tbeilchen  ist,  multiplicirt  mit  der 
Geschwindigkeit,  mit  der  sich  beide  Theilchen  nähern  oder  von 
einander  entfernen.  Daraus  ergiebt  sich  f&r  die  Reibung  zweier 
Wasserschichten  auf  einander  ein  Ausdruck  von  der  Form 

wo  t^  die  Geschwindigkeit  ist,  n  die  Normale  beider  Schichten, 
E  eine  Constante.    Dupuit  nimmt  statt  dessen  eine  Reihe,  die 

nach  Potenzen  von   --r-  fortschreitet.    Herr  L6vy   verwirft  die 

letztere  Annahme   und  nimmt  daftlr  an,   die  Reibung  sei  nicht 
nur  von  dem  ersten,    sondern  auch  von  den  höheren  DiflTeren- 
tialquotienten  der  Geschwindigkeit  abhängig.    Er  theilt  die  Rei- 
bung zwischen  2  Schichten  in  zwei  Componenten,  eine  zur  Tren- 
nungsfläche normale  und   eine  tangentiale;   fUr  beide   setzt  er 
Reihen,  die  die  sämmtlichen  Differentialquotienten  der  Geschwin 
digkeitscomponenten  enthalten.    Die  Bedingung,  dass  diese  Aus- 
drücke bei  einer  Aenderung  des  Coordinatensystems  ungeändert 
bleiben,   giebt  eine  Vereinfachung;   es  fallen  z.  B.  alle  graden 
Differentialquotienten  fort.    Die  Formeln  werden  angewandt  auf 
die  Reibung,   die  in  einem  gleichförmig  fliessenden  Strom  anl 
einer  horizontalen  Fläche  in   der  Tiefe  si  stattfindet,   falls  die 
Breite  sehr  gross  gegen  die  Tiefe  ist.    Hier  ist  die  Componente 
der  Reibung  parallel  x  [d.  h.  parallel  der  Richtung,  in  der  das 
Wasser  fortfliesstj 

=^-(^."+«.s-+ ■••). 

wo  u  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  parallel  x,  E^  and  E^ 
Constante  sind. 

Der  Herr  Verfasser  bricht  die  Reihe  beim  zweiten  Gliede 
ab  und  setzt,  um  die  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  auszu- 
drücken, diese  verzögernde  Kraft,  [auf  die  Flächeneinheit  bezo- 
gen] gleich  der  beschleunigenden  Kraft  Iliz;  wo  i  das  Gkßlle, 
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77  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  bedeutet,  and  findet  dnrch 
Integration  der  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  die  Formel 

worin  A^  B,  C  willkürliche  Gonstante  sind. 

E 
Diese  Formel  stimmt,   wenn   man  ~  sehr  klein  annimmt, 

mit  den  von  Bazin  aufgestellten  empirischen  Formeln  gut  ttber- 
ein.  Herr  St.  Venant  bemerkt  zu  der  Arbeit,  dass  dieselbe  als 
ein  gelungener  Versuch  zu  betrachten  sei,  die  Theorie  mit  den 
Beobachtungen  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  wenn  man 
die  Annahme  der  Kegelmässigkeit  der  Bewegungen  macht,  dass 
es  aber  höchst  zweifelhaft  sei,  ob  diese  Annahme  der  Wirklich- 
keit entspricht.  Wn. 

DE  Saint- Venant.  Note  sur  les  valeurs  que  prennent 
les  pressions  daiis  uu  solide  ^astique  isotrope  lorsque 
Ton  tient  compte  des  derivdes  d'ordre  sup^rieur  des 
d^placeraents   trfes-petits  que  leurs  points  ont  dprou- 

V^S.       C.  R.  LXVIII.  569-571.  1869. 

Herr  de  St.- Venant  ist  durch  die  Arbeit  des  Herrn  L6vy 
(siehe  p.  741.)  veranlasst  worden,  die  höheren  Derivirten  auch  bei 
den  Formeln  für  den  Druck  im  Innern  eines  elastischen  Kör- 
pers noch  zu  berücksichtigen.  Die  vorliegende  Arbeit  enthält 
die  dadurch  gewonnenen  Formeln.  0. 

P.  BoiLEAü.  Memoire  sur  les  bases  de  la  th^orie  du 
regime  umforme  des  courants  liquides,  Liouville  J.  (2) 
XIV.  361-378.  1869. 

P.  BoiLEAU,  Memoire  sur  la  dötermination  du  travail 
latent  dans  les  syst^mes  k  mouvements  uniformes  ou 
uniform^ment  p^riodiques.   C.  R.  Lxx.  838-840.  1870. 

P.  BoiLEAU.     Nouvelles  ^tudes    sur  les  eaux   courants. 

0.  R.  LXIX.  862-864.  1869. 

Für  die  Bewegung  des  Wassers  in  Flüssen  und  Kanälen 

50* 
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fehlt  es  bisher  noch  an  einer  genügenden  Theorie.  Der  Ver- 
fasser sucht  die  Grundzüge  einer  solchen  aufzustellen,  indem  er 
den  Begriff  der  inneren  latenten  Arbeit  der  Wassertheilchen  ein- 
führt, durch  welche  ein  Theil  der  Arbeit  der  Schwerkraft  absor- 
birt  wird ,  so"  dass  nicht  die  ganze  Schwerkraft  zur  Fortbewe- 
gung des  Wassers  verwandt  wird.  Da  sich  der  Verfasser  aber 
über  die  Natur  der  inneren  latenten  Bewegungen  keine  Vorstel- 
lungen bildet,  so  hat  man  keinerlei  Anhalt  zur  Berechnung  ihres 
Einflusses  a  priori.  Dasselbe  gilt  von  dem  Einflass  der  Reibung 
der  Flüssigkeitstheilchen  gegen  einander  und  an  der  festen  Wand. 
Es  sind  daher  die  Formeln  des  Verfassers  als  rein  empirische 
zu  betrachten.  Die  Formeln  beziehen  sich  auf  das  in  der  Zeit- 
einheit durch  den  Querschnitt  gehende  Wasser\'olumen,  wenn 
bekannt  sind:  das  Gefälle,  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  die 
mittlere  Geschwindigkeit,  der  Theil  der  Schwerkraft,  der  zu  den 
inneren  latenten  Bewegungen  verwandt  wird,  etc. 

In  der  letzten  Arbeit  giebt  der  Verfasser  eine  empirische 
Formel  für  die  Abhängigkeit  der  Wasser-Geschwindigkeit  v>  von 
der  Tiefe  »: 

während  man  bisher  v  =  A  —  Bz^  annahm.  Wn. 

F,  Grashof.     Humphreys'  und  Abbot's  Theorie  der  Be- 
wegung   des    Wassers    in   Flüssen   und  Kanälen,     z. 

dtsch.  Ing.  XIII.  289-299.  353-363.  481-489.  1869. 
Eine  ausführliche  Besprechung  des  Werkes  von  Humphreya 
und  Abbot,  verbunden  mit  einer  Kritik  der  Zusätze,  die  H.  Gre- 
benau  seiner  Uebersetzung  hinzugefügt  hat.  Namentlich  wird 
die  „experimentelle  Theorie",  wie  die  Herren  Humphreys  und 
Abbot  ihre  Arbeit  genannt,  mit  den  Resultaten  der  Rechnung  in 
Verbindung  gebracht.  0. 

H.  Resal,     Sur  la  question    du  mouvement  relatif  de 
Teau  dans  les  aubes  de  la  roue  Poncelet.    C.  R.  LXix. 

1184-1185.    1869. 
Um  die  Bewegung  des  Wassers  in  unterschlächtigen  Rädern 
zu  bestimmen,  wird  folgendes  Problem  behandelt:    Es  soll  die 
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relative  Bewegung  eines  Punktes  bestimmt  werden ,  der  auf  einer 
in  einer  Verticalebene  liegenden  Curve  fällt,  während  die  Curve 
sich  gleichförmig  um  einen  Punkt  dieser  Ebene  dreht.  Es  wer- 
den die  Differentialgleichungen  angegeben,  falls  die  Curve  eine 
gerade  Linie,  ein  Kreis  oder  eine  beliebige  Curve  ist.  Ftlr  den 
ersten  Fall  existirt  ein  Integral  in  geschlossener  Form,  für  den 
zweiten  Fall  lässt  sich  die  Gleichung  durch  eine  Reihe  integriren, 
die  nach  Potenzen  der  Zeit  fortschreitet,  während  für  den  dritten 
(allgemeinen)  Fall  die  Gleichung  nur  unter  bestimmten  An- 
nahmen integrabel  zu  sein  scheint.  —  Wn. 

J.  BoüssiNESQ.  Theorie  des  exp^riences  de  Savart,  sur 
la  forme  que  prend  uiie  veine  liquide  aprfes  s'^tre 
choqu^e  contra  un  plan  circulaire.  C.  R.  LXIX.  45-48. 
128-132.  1869. 

Lässt  man  einen  Fltissigkeitsfaden  vertical  gegen  den  Mittel- 
punkt einer  kleinen  ebenen  Kreisscheibe  fallen,  so  breitet  sich 
die  Flüssigkeit  zu  einer  Rotationsfläche  aus,  deren  Axe  vertical 
ist  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  geht.  Ein  Stück 
unterhalb  der  Scheibe  zerfällt  die  Fläche  in  einzelne  Tropfen. 
Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  langsam  genug,  so  nähert  sich 
die  Flüssigkeit  der  Rotationsaxe  und  schliesst  sich,  ehe  sie  in 
Tropfen  zerfällt.  Diese  Beobachtung  von  Savart  unterwirft 
Herr  B.  der  Rechnung  unter  folgenden  Annahmen:  Die  Bewe- 
gung des  Wassers  auf  der  ganzen  Fläche  sei  stationär,  die  sehr 
geringe  Dicke  der  Flüssigkeitsmasse  sei  überall  constant,  die 
Bewegung  in  allen  Meridianebenen  sei  dieselbe;  auf  die  Flüssig- 
keit endlich  mögen  ausser  der  Schwere  nur  Capillarkräfte  wirken, 
deren  Intensität  A'C  [k  eine  Constante,  Cdie  mittlere  Krümmung 
der  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte],  und  deren  Richtung  die 
Normale  der  Fläche  ist.  Es  werden  die  beiden  Differentialglei- 
chungen des  Problems  aufgestellt,  deren  Integration  für  die  Ge- 
Bchwindigkeit  dieselbe  Gleichung  liefert,  wie  ohne  die  Wirkung  der 
Capillarkräfte.  Ausserdem  ergeben  sich  zwei  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  zwischen  den  Coordinaten  jedes  Punktes 
der  Meridiancurve  und  dem  Bogen  jener  Curve.  Durch  Discus- 
sion   dieser  Gleichungen  w^erdeu  die   hauptsächlichsten  Erschei- 
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aungen  der  Bewegung  abgeleitet.  Ausserdem  wird  untersaeht 
unter  welchen  Bedingungen  die  Gestalt  der  Fläche  stabil  ist« 
Für  einen  Specialfall  werden  endlich  noch  die  erwähnten  Diffe- 
rentialgleichungen näherungswfeise  integrirt  und  das  Resultat 
mit  der  Savart'schen  Beobachtung  verglichen.  Wn. 

M,  Levy,  Sur  un  systfeme  trfes  simple  de  vanne  k  d^- 
bit  constant  sous  pression  variable.  C.  R.  LXLX.  1128- 
1132.    1869. 

Um  durch  eine  Schleuse  bei  beliebigem  Zuflnss  des  Waaserg 
stets  dieselbe  Wassermenge  hindurchfliessen  zu  lassen,  schlägt 
Herr  L.  folgende  Gonstruction  vor.  Das  Schutzbrett  der  Schleuse 
soll  um  eine  horizontale  Axe  drehbar  sein;  stromabwärts  von 
diesem  Brett  fliesst  das  Wasser  in  einen  gemauerten  Kanal, 
dessen  Längsprofil  am  Grunde  durch  eine  Curve  begrenzt  wird, 
die  von  dem  Schleusenbrett  ab  allmählich  steigt.  Wird  der  Za- 
fluss  des  Wassers  grösser,  so  wird  sich  das  anfänglich  verti- 
cale  Schleusenbrett  in  Folge  des  vermehrten  Druckes  drehen. 
Wäre  der  Boden  des  Abflusskanals  horizontal,  so  wtU-de  jetzt 
durch  die  vergrösserte  Oeffnung  mehr  Wasser  abfliessen.  Wegen 
der  gekrümmten  Gestalt  des  Kanals  wird  aber  durch  die  Dre- 
hung des  Bretts  die  Ausflussöffnung  verkleinert.  Herr  L.  stellt 
sich  die  Aufgabe,  welches  muss  die  Form  der  Bodencurve  sein, 
damit  bei  variirendem  Zufluss  stets  gleich  viel  Wasser  abfliegst. 
Mit  Htllfe  von  empirischen  Formeln  werden  fttr  die  ErfUlung 
der  geforderten  Bedingungen  zwei  Gleichungen  aufgestellt,  aus 
denen  man  die  Gestalt  der  Curve  ableiten  könnte.  Herr  L.  be- 
stimmt die  Curve  nur  graphisch  durch  Construction  der  Kreise, 
deren  Einhüllende  jene  Curve  ist.  Wn. 

Challis.     A  new  discussion  of  the  mathematical  theory 

of    OCeanic    CUn-entS.       Phil.  Mag.   (4)  XXXIX.   18-32.    266-27dL 
1870. 

Die  zweite  Arbeit  ist  eine  Vervollständigung  der  ersten,  die 
zum  Theil  irrthOmlich  war.  Die  Methode  der  Lösung  basirt  aal 
der  gewöhnlichen  hydrodynamischen  Gleichung: 
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Der  Verfasser  setzt  voraus,  dass  der  Mond  sieb  in  der  Ebene 
des  Aequators  bewege,  indem  er  durch  Annahme  gewisser  Win- 
kelgeschwindigkeiten die  Erde  als  ruhend  betrachtet.  Dadurch 
kann  er  die  Flutbewegung  als  oscillatorisch  betrachten,  so  dass 
ndx  4*  t>dy  -f  wdz  als  vollständiges  Differential  Qdrp)  angesehen 
werden  kann.  Zu  diesen  Principien  nimmt  der  Verfasser  ein 
neues  hinzu,  das  in  Folgendem  besteht:  Es  sei  (a)  durch  die 
Substitutionen  a?  =  r  cos  A  cos  ö,  y  ==r  cos  A  sin  ö,  «  =  r  sin  X  in 
Polarcoordinaten  transformirt    Dies  ergiebt: 

ist   das  neue 


1 

d'r<p       i 
dd'  "f"  r« 

d'rrp      tsagk 
dV           r«      • 

Bezeichnet 

man  diese  Gleichung 

mit  0  = 

■  0,    80 

Prindp: 

d^ 
dr 

-  "'   dd  - 

-0     '^^ 
■  "'     dk 

=  0. 

Csy.  (0.) 
T,  K.  Abbott.     On  some  propositions  in  the  theory  of 

tides.     Phil.  Mag.  (4)  XXXIX.  49-52.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  elementare  Beweise  ftlr  folgende  Behaup- 
tangen:  1)  Wenn  es  keine  Reibung  giebt;  würde  unter  dem 
Monde  niedrig  Wasser  sein.  2)  Die  Reibung  beschleunigt  die 
Zeiten  von  hoch  und  niedrig  Wasser.  3)  Es  giebt  neben  der 
oscillatorischen  Bewegung  des  Wassers  einen  qonstanten  Strom, 
der  durch  die  Wirkung  des  Mondes  hervorgerufen  wird.  4)  Die 
Beibung  hat  die  Wirkung,  die  Länge  des  Tages  zu  vergrössem. 

Csy.  (0.) 
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Capitel  5. 

Potentialtheorie. 

P.  G.  Tait.     On    Green's    and    otlier    allied    theorems. 

Trans,  of  Edinb.  XXVI.  I.  69-84.  1870. 
Der  Verfasser  ward  ursprünglich  geführt  auf  das  Stadium 
der  Quaternionen  durch  Hamilton's  bedeutungsvolles  Operations- 
zeichen 

in  dem  i,j,  k  die  Hamilton'schen  Quaternionen  bedeuten.    Der  Er- 
finder derselben  hatte  auf  ihre  weitgehende  Anwendbarkeit  in  der 
Physik  mehrfach  hingewiesen  (Lectures  on  Quatemions  §  620).  Aber 
zu  dem  Zwecke  war  es  wünschenswerth ,   eine  bestiniinte  Inte- 
gration zu  haben,  die  auf  Quatertionen-Symbole  anwendbar  wäre: 
und  dieser  Mangel  war  von  Hamilton  noch  nicht  gehoben.    Herr 
Tait  hat  durch  einen  einfachen,   wenn  auch  nicht  rein  directen 
Process  diese  Lücke   bis  zu   einem   gewissen  Grade  ausgefüllt, 
so  weit  als  die  Anwendung  der  Quaternionen  auf  Fragen,  die 
mit  der  Potentialtheorie   in   Verbindung   stehen,    es   erfordert 
Dadurch  ist  es  ihm   möglich  geworden,   sehr  einfache  Beweise 
ftar  Green's  Theorem   und   andere   verwandte  Sätze   zu    geb^L 
Die  Rechnung  mit  Quaternionen  lässt  sich  in  der  Folge,   ohne 
ihre  eigenen  Vortheile  einzubltssen,  auf  mannigfache  allgemeine 
Theorien   anwenden,    auf  Anziehung,    Hydrodynamik  etc.     Zu 
einem   der  allgemeinen  Theoreme   wäre   der  Verfasser   bereits 
1860  gelangt,  wenn  er  einen  im  Quart.  J.  (Quaternion  investi- 
gation  of  the  potential  of  a  closed  circuit)  behandelten  speciellen 
Fall  mit  Hülfe  der  hier  entwickelten  Frincipien  verallgemeinert 
hätte.  Cly.  (M.) 

A.  K.  Grünwald.     Zur  Theorie  des  Potentiales.     ScWö- 

milch  Z.  XIV.  521-624.  1869. 
Clausius  hat  in  seiner  bekannten  Arbeit  über  das  Potential 
einen  ausführlichen  Beweis  für  die  bekannte  Gleichung: 
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geliefert.  Herr  Gr.  erhebt  nun  den  Anspruch,  in  obiger  Mit- 
theilung einen  ebenso  strengen  und  bedeutend  kürzeren  Beweis 
zu  geben;  in  Wirklichkeit  beweist  er  aber  nur  Folgendes:  Ist  V 
das  Potential  eines  beliebig  vertheilten  Agens  von  überall  end- 
licher Dichtigkeit,  und  hat  letztere  innerhalb  einer  beliebig  klei- 
nen Kugel  den  constanten  Werth  ftg,  so  ist  innerhalb  dieser 
Kugel 

JK  =  — 4«*,. 

Der  Beweis  hierfür  lässt  sich  allerdings  kurz  genug  .fassen. 

B. 

4  ■ 

J.  MoüTiER.     Sur  la  fonction  potentielle  et  le  potentiel. 

Nouv.  ADD.  (2)  IX.  472-478   489-505.  1870. 
Enthält  eine  elementare  Darstellung  der  einfacheren  Sätze 
aus  der  Potentialtheorie  und  der  Elektrostatik,   mit  besonderer 
Rücksicht  auf  die  Theorie  der  Leydener  Flasche. 

B. 

E.  Mathieu.     Sur  la  gdn^ralisation    du  premier    et  du 

second   potentiel.    Liouville  J.  XV.  117-133.  1870. 

Unter  der  Bezeichnung  „erstes  und  zweites  Potential"  wer- 
den hier  die  Ausdrücke 

D  —  / und  IT  =   /  rdm 

Terstanden;  dm  bedeutet  das  Massenelement  eines  Körpers;,  fer- 
ner ist  r'  =  (x—ccT)^  +  (y— y)'  +  («— «0*7  wo  x'  y'  »'  die  Coor- 
dinaten  von  dm  und  xy^  die  eines  beliebigen  Punktes  P  sind. 
Wenn  h  die  Dichtigkeit  in  P  bezeichnet,  so  folgt  aus  der  leicht 
zu  erweisenden  Relation  Jtr  =  2f?,  dass  J  (^Jw)  =  --  4Lnk  oder 
=  0  ist^  je  nachdem  P  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Körpers 
liegt.  In  einer  früheren  Arbeit  hatte  Hr.  Mathieu  die  Functionen 
V  und  tr  näher  untersucht  und  speciell  nachgewiesen,  dass  jede 
Function  «?,  welche  der  DiflFerentialgleichung  vierter  Ordnung 
J  QJtD)  =  0  und  ausserdem  noch  bestimmten  Grenz-  und  Stetig- 
keitsbedingungen genügt,  sich  darstellen  lässt  als  die  Summe  des 
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ersten  und  des  zweiten  Potentials  einer  und  derselben  mit  Masse 
belegten  Fläche,  wobei  jedoch  die  zu  den  beiden  Potentialen  ge- 
hörigen Massenbelegungen  von  einander  yeischieden  sind. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  sind  nun  die  so  erhaltenen  Re- 
sultate dahin  verallgemeinert,  dass  für  r*  der  Ausdruck 

(x^afy     {y^tfy    (z^Tjy 

A       '^       B       '^       C 

und  entsprechend  ftlr  J  das  Symbol 

r)'  f)*  r^* 

gesetzt  wird.  Die  Entwickelung  der  früher  gefundenen  Sätze 
für  diesen  allgemeineren  Fall  bietet  keine  irgendwie  erheblichen 
Schwieri|:keiten.  Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die 
Diflferentialgleichungen  dw  =  0  und  J  (Ju?)  =  0  für  die  Wärme- 
und  Elasticitätstheorie  krystallinischer  Körper  dieselbe  Bolle 
spielen,  wie  die  Gleichungen  Ja?  =  0  und  J^Jto)  =  0  bei  iso- 
tropen Medien.  B. 

E.  Mathieu.  Memoire  sur  T^quation  aux  diff^rences 
partielles  du  quatrifeme  ordre  JJu  =  0  et  sur  rÄjui- 
libre  d'^asticitä  d'un  corps  solide.  Liouviüe  J.  (2)  XIV. 
378-421.  1869.    C.  R.  LXIX.  1019-1021.  1870. 

Setzt  man 

_  d'u      d'u  ^  d'u 
"^^^  dx*'^  dy'  "^  dz'' 

so  ist  die  Bedeutung  des  Resultats  der .  wiederholten  Operation 
JJu  unmittelbar  verständlich.  Während  nun  die  Theorie  der 
Lösungen  der  Gleichung  Ju  =  0  und  ihre  Anwendung  auf  die 
Potentiale  in  der  Lehre  von  der  Anziehung,  der  Elasticität  und 
der  Temperaturbewegung  als  bekannt  angenommen,  die  dahin 
gehörigen  Sätze  jedoch  noch  einmal  zusammengestellt  werden, 
besteht  die  gegenwärtige  Arbeit  darin,  analoge  Sätze  für  die 
Lösungen  der  Gleichung  JJu  =r  0  zu  entwickeln ,  und  darauf 
die  Berechnung  des  Gleichgewichts  der  Elasticität  in  einer  de- 
formirten  Platte,  welche  zu  eben  jener  Differentialgleichung  führt, 
zu  gründen.    Hierbei  führt  der  Verfasser  den  Begriff  eines  zwei- 
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ten  Potentials   ein.    Bezeichnet  nämlich  r  den  Abstand   zweier 

Körperelemeute  (abc)  und  ixy^\  so  ist 

1  2 

J —  =  0;  Jr  =  — ;  also  JJr  =  0, 
r  ^  r 

und  insofern  dem  ersten  Potential  /—  du>  als  zweites  Potential 

die  Grösse    /  Qrdto  analog. 

Zunächst  wird  von  der  bekannten  Relation 

wo  dw  ein  Körperelement,  da  ein6Element  der  Oberfläche,  dn 
ein  normales  Linienelement  nach  der  Aussenseite  hin  bezeichnet, 
ausgehend  die  analoge  Formel  entwickelt: 

tu  JJu*  dw  --  I u^  ä/iu  Ott?  =  /(  w-^^  —  tt'  -^ — J Ö(T 

Hiervon   wird  Anwendung  gemacht   auf  den  Fall  t«'  =  r. 

Dazu  war  es  nöthig,  den  Punkt  (abc),  in  welchem  —  unstetig 

wird,  durch  eine  um  denselben  beschriebene  Kugelfläche  abzu- 
schliessen.    Man  findet  alsdann: 

on 
Statt  r  kann  man  nun  eine  Function  u^  von  a^  b,  c  setzen, 
welche  der  Gleichung  JJu'  =  0,  bezogen  auf  a,  b,  c  genügt,  und 
auf  der  Innenseite  stetig  ist. 

Unter  den    weiteren  Sätzen  sind  die  folgenden  zu  nennen: 
Auf  einer  Fläche  a  lässt  sich  immer  eine  Massenschicht,  und 
zwar  nur  auf  eine  Weise,  so  vertheilen,  dass  das  zweit«  Poten- 
tial auf  der  Fläche  einen  gegebenen  Werth  hat. 

Jede  Function  ti,  welche  auf  der  Innenseite  von  a  der  Glei- 
chung J/Ju  =  0  genügt  und  neben  ihren  Differeutialquotienten 
bis  zur  dritten  Ordnung  stetig  ist,  ist  die  Summe  eines  ersten 
und  eines  zweiten  Potentials  je  einer  Schicht  auf  der  Fläche. 
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Es  existirt  immer  eine,  und  zwar  nur  eine  Function  «, 
welche  auf  der  Innenseite  von  a  der  Gleichung  JJu  =  0  ge- 

du 

nttgt,   in  obigem  Sinne   stetig  ist,   und  deren  Werth   nebst  -^ 

auf  der.  Fläche  gegeben  ist;  desgleichen,  wenn  du  statt  -jr-  ge- 
geben ist. 

Genügt  eine  stetige  Function  von  der  Form 
u  =  AR  +  B  cos*  +  Csin^cosi//  +  D sin* sin?/;, 
wo  B  Radiusvector,  &  Breite,  \p  Länge,  A,  B,  C,  D  Constant« 
fär  einen  festen  Anfangspunkt  sind,  auf  der  Aussenseite  von  0 
der  Gleichung  //Ju  =  0  für  sehr  grosse  B,  so  ist  sie  die  Summe 
eines  ersten  und  eines  zweiten  Potentials  je  einer  Schicht  auf 
der  Fläche. 

Es  wird  dann  weiter  von  der  Gestaltung  der  Formeln  und 
Sätze  in  Anwendung  auf  die  Ebene  gehandelt,  und  schliesslich 
die  Berechnung  der  zwei  Potentiale  durch  Reihenentwickelung 
beim  Gleichgewicht  der  Elasticität  in  einer  kreisförmigen  und 
einer  elliptischen  Platte  durchgeführt  IL 

DE  Saint -Venant.  Sur  un  potentiel  de  deuxifeme 
espfece,  qiii  r^sout  T^quation  aux  diff^rences  partielles 
du  quatrifeine  ordre  exprimant  T^quilibre  int^rieur  des 
solides  elastiques  amorphes  non  isotropes.   C,  R.  LXIX. 

1107-1110.     1869. 
Bei  der  Lösung  des  Problems  des  Gleichgewichts  elastischer 
Körper  sind  Differentialgleichungen  von  folgender  Form  zu  lösen: 

^^  ^ö^ +  '' 07  +  ^0^  =  ^' 

Die  Gleichung  1),  welche  für  a  =  6  =  c  in  die  Gleichung 
des  Potentials  übergeht,  wird  erfüllt  durch: 
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f{aßr)d»dßdy 

Die  durch  die  Gleichung  2)  bestimmte  Function  nennt  Lam6 
flir  den  Fall  a  =  b  =  c  Potential  der  zweiten  Gattung. 
Die  Lösung  dieser  Gleichung  ist: 

In  beiden  Integralen  ist  f  {aßy)  eine  willkürliche  Function; 
die  Integration  ist  auszudehnen  über  alle  Elemente  eines  belie- 
bigen Körpers.  Wn. 

W.  V.  Bezold.     Einige  analoge  Sätze  der  Photometrie 
und  Anziehungslehre.    Pogg.  Ann.  CXLI.  91-94.  1870. 

Da  ein  leuchtender  Punkt  von  der  Intensität  %  ein  Flächen- 
eleraent,  dessen  Normale  mit  der  Verbindungslinie  den  Winkel  a 
bildet,  in  der  Entfernung  r  mit  der  Helligkeit  beleuchtet: 

FT  * 

ff  =  -5-  COS«, 

SO  lässt  sich  H  sowohl  Itlr  einen,  als  für  eine  Anzahl  leuchten- 
der Punkte  ebenso  darstellen,  wie  die  Anziehungscomponente 
nach  irgend  einer  Richtung  sich  durch  das  Potential  darstellen 
lässt : 

hier  ist  w  die  Normale  des  Flächenelements,  U  der  Ausdruck 
des  Potentials,  das  man  erhält,  wenn  man  die  leuchtenden  Punkte 
als  materielle  betrachtet,  deren  Massen  den  Intensitäten  der 
Lichtquellen  proportional  sind.  Aus  diesem  Ausdruck  lassen 
sich  für  die  Lichtintensität  analoge  Sätze  ableiten,  wie  in  der 
Potentialtheorie,  wobei  den  Niveauflächen  Flächen  gleicher  Hel- 
ligkeit entsprechen.  Wn. 

C.  Neumann.    Zur  Theorie  des  Potentiales.    ciebsch  Ann. 

II.  514.    1870. 
Ziehen  sich  zwei  materielle  Punkte  in  einer  Ebene  propor- 
tional ihren  Massen,   umgekehrt  proportional   ihrer  Entfernung 
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an,  Bo  lässt  sich  eine  Kreisperipherie  so  mit  Masse  belegen,  dass 
die  Wirkung  derselben  auf  äussere  (innere)  Punkte  identisch  ist 
mit  der  Wirkung  eines  beliebigen  inneren  (äusseren)  Punktes 
von  bestimmter  Masse.  Dieser  Satz  ist  ohne  Beweis  mitgetheilt, 
und  seine  Erweiterung  nicht  nur  auf  den  Raum,  sondern  auch 
auf  eine  beliebige  einfache  Mannigfaltigkeit  angedeutet 

B. 

E.  Padova.      Sopra    due    teorenii    del    Sgr.    Neumann. 

Battglini  G.  VIÜ.  296-301.    1870. 
Herleitung  der  in  dem  vorangehenden  Referat  angegebenen 
Sätze  und  ihrer  Verallgemeinerung  ftlr  n-fache  Mannigfaltigkeit 

B. 

F.  Lucas.    Nouvelles  propri6t6s  de  la  fonction  poten- 
tielle.   C.  R.  LXX.  1397-1400.    1870. 

Der  Verfasser  theilt  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe,  je- 
doch ohne  Beweis  mit:  Es  sei  ein  System  von  iV Atomen  gegeben; 
die  Wirkung  der  äusseren  und  inneren  Kräfte  sei  so  beschafiFen, 
dass  ein  Potential  existirt  und  das  System  im  Gleichgewicht  ist 
Man  soll  nun  die  Bewegung  jedes  einzelnen  Atoms  in  geschlos- 
sener Form  ermitteln,  wenn  dasselbe  um  eine  beliebige  Strecke 
aus  seiner  Ruhelage  verschoben  wird  und  eine  beliebige  An- 
fangsgeschwindigkeit erhält,  vorausgesetzt,  dass  jene  Verschie- 
bungen unendlich  klein  seien,  im  Vergleich  mit  der  gegenaeitigen 
Entfernung  der  Atome. 

Der  Verfasser  beabsichtigt  eine  ausführliche  Mittheilung  in 
Liouville's  J.  zu  geben.  B. 

J.  SoMOFF.     Note  sur  rattraction  exerc^e  par  une  couche 
materielle    trfes-mince    sur    un    point    de    sa    surface. 

Bull,  de  St.  P^tersbourg  XUI.  1-5.  1869. 

Laplace  hat  den  Satz  aufgestellt:  „Die  Resultante  der  An- 
ziehung der  Punkte  einer  sehr  dünnen  Schicht  auf  einen  Pankt 
der  Oberfläche  —  die  Anziehung  erfolgt  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrat  der  Entfernung  —  liegt  in  der  in  dem  Punkte  er- 
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richteten  Normale  und  ist  gleich  dem  Product  der  Dichtigkeit 
in  dem  Punkte  in  den  Umfang  des  Kreises,  dessen  Radius  gleich 
der  Dicke  der  Schicht  ist,  vorausgesetzt,  dass  nur  die  Punkte 
berücksichtigt  werden,  die  sich  von  dem  angezogenen  Punkte 
erreichen  lassen,  ohne  eine  der  Begrenzungsflächen  zu  treffen/' 
Diesen  Satz  hat  Cbasles  benutzt,  um  die  Anziehung  einer  dünnen 
Schicht  zwischen  zwei  ähnlichen  EUipsoiden  zu  bestimmen. 
Hr.  Risal  hat  bei  Gelegenheit  der  Reproduction  der  Chasles'schen 
Ableitung  in  seinem  „Trait6  iUm.  de  M6c.  Celeste.  Paris  1865" 
bemerkt,  dass  die  meisten  Beweise  desselben  ungenau  seien, 
indem  sie  auf  der  Vernachlässigung  einer  unendlich  kleinen 
Grösse  von  derselben  Ordnung,  wie  die  Dicke  der  Schicht,  be- 
ruhten und  hatte  einen  Beweis  gegeben,  der  diesen  Uebelstand 
vermeidet,  aber  sehr  lang  ist.  Der  Verfasser  giebt  nun  hier 
einen  kürzeren  Beweis  (der  von  Hm.  Basal  ist  Ref.  leider  un- 
bekannt geblieben,  da  ihm  das  Werk  nicht  zugänglich  war, 
indem  er  zwei  Fälle  unterscheidet:  1)  den  Fall,  wo  alle  Schnitte 
der  Oberfläche,  die  den  angezogenen  Punktenthält,  mit  Normal- 
ebenen convexe  Curven  nach  Aussen  sind,  und  2)  wo  alle 
diese  Schnitte  concave  Curven  sind.  0. 

F.  Hertens.     Bestimmung  des   Potentials   eines  homo- 
genen Ellipsoids.    Borchardt  J.  LXX.  1-9.    1869. 

Mit  Hülfe  einer  von  Jakobi  herrührenden  Formel  zur  Trans- 
formation vielfacher  Integrale  gelingt  es  dem  Verfasser  das  drei- 
fache Integral  für  das  Potential  in  ein  einfaches  umzuwandeln. 
Dasselbe  nimmt  unmittelbar  die  bekannte,  von  Dirichlet  her- 
rührende Form  des  Potentials  an,  sobald  das  Ellipsoid  auf  seine 
Hauptaxen  bezogen  wird.  Die  Kenntniss  der  letzteren  ist  jedoch 
gar  nicht  nöthig,  vielmehr  lässt  sich  die  Rechnung  vollständig 
durchfuhren,  sobald  nur  der  Anfangspunkt  der  rechtwinkligen 
Goordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  fällt. 

L.  Kronecker.    Zur  Potentialtheorie.     Borchardt  J.   LXX. 

246-48.  1869 
Herleitung  folgenden  Satzes:  Der  Raum  i  sei  mit  Masse  von 


Digitized  by  VjOOQIC 


756  ^'  Abschnitt.    Mechanik. 

beliebiger  Dichtigkeit  f  und  der  Raam  d  mit  Masse  yon  der 
Dichtigkeit  „Eins'^  erfüllt;  das  Potential  beider  Massen  sei  0, 
und  0,,  0,,  0,  seien  die  nach  den  rechtwinkligen  Axen  genom- 
menen Componenten  der  Attraction.  Denkt  man  sich  nun  die 
Masse  d  in  der  Richtung  der  x-Axe  unendlich  wenig  verschoben 
und  bezeichnet  das  Verhältniss  der  dadurch  bewirkten  Aendemng 
von  0,  in  der  Grösse  der  Verschiebung  selbst  durch  0,,,  und 
die  analogen  auf  die  anderen  beiden  Axen  bezüglichen  Ausdrücke 
durch  0„,  033,  so  ist  die  Summe  0,,  +  0„  +  0„  gleidi  der 
mit  —4»  multiplicirten  Masse  desjenigen  Theiles  von  f,  welcher 
mit  dem  Baum  0  zusammenfällt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  geht  von  einer  einfachen  Identiföt 
aus  und  macht  über  die  Dichtigkeitsfunction  f  nur  diejenigen 
Voraussetzungen,  welche  für  die  Existenz  des  Potentials  und 
seiner  ersten  Ableitungen  nothwendig  sind.  Setzt  man  auch  noch 
die  Existenz  der  zweiten  Ableitungen  voraus,  dann  kann  man 
aus  jener  Belation  die  bekannte  partielle  Differentialgleichung 
fQr  das  Potential  herleiten,  indem  man  den  Baum  0  unendlich 
klein  werden  lässt.  B. 

A.  Cayley.     Note  on  the  attraction  of  ellipsoids.   Not  of 

Astr.  S.  XXIX.  254-257.  1869. 
Untersuchung  der  Attraction  gewisser  Theile  einer  Kugel- 
schale von  gleichförmiger  Dicke  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der 
äusseren  Oberfläche;  die  Erläuterung  zu  dem  Satze,  dass  die 
Anziehung  einer  unendlich  dünnen  Schale,  die  durch  zwei  ähn- 
liche und  ähnlich  liegende  EUipsoide  begrenzt  ist,  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  der  äusseren  Fläche,  die  Bichtung  der  Normale  in 
diesem  Punkte  hat  und  gleich  der  doppelten  Anziehung  einer 
unendlichen  Platte  ist,   deren  Dicke  gleich  der  normalen  Dicke 

der  Schale  in  diesem  Punkte  ist. 

Cly.  (M.) 

F.  Grube.    Zur  Geschichte  des  Mac-Laurin'schen  Satzes 
betreffend  die  Anziehung  confocaler  EUipsoide.   Schlö- 

milch  Z.  XIV.  261-266.     1869. 
Siehe  Abschn.  I.  Gap.  1,  p.  29. 
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F.  Grube.  Üeber  die  Anzieliuiig  der  von  einer  Fläclie 
zweiten  Grades  und  von  zwei  zu  deren  Axen  senk- 
rechten Ebenen   begrenzten  Körperstumpfe.    Schiömiich 

Z.  XIV.  267-289.    1869. 

Der  Verfasser  hat  folgende  Attractionsprobleme  auf  ellip- 
tische Integrale  zurllekgeführt:  1)  die  Componenten  einer  para- 
boloidischfen  Schale,  welche  den  Hauptaxen  ihres  elliptischen 
Querschnitt}^  parallel  sind,  2)  die  Componenten  einer  unendlich 
dünnen  Schale,  welche  von  zwei  ähnlichen  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  zwei  zur  Axe  derselben  senkrechten  Ebenen  begrenzt 
wird,  3)  die  senkrecht  zum  Querschnitt  gerichtete  Componente 
eines  von  zwei  parallelen  Ebenen  und  von  einer  centrischen 
Oberfläche  zweiten  Grades  begrenzten  Körpers,  wenn  der  ange- 
zogene Punkt  in  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  senk- 
recht zu  ihrer  Axe  gelegten  Ebene  liegt,  4)  die  Componenten 
einer  Kugelschale.  Die  Resultate  sind  auf  folgenden  Ausdruck 
nir  das  Potential   einer   unendlich  dttnnen  elliptischen  Scheibe: 


bU  cU 


2k^*dx.1      '  9  +  pk      8  +  p'k      ds 

}/(*  +  pÄ)  (*+p'Ä)  '  * 

gegründet;  der  vermittelst  der  Dirichlet*schen  Methode  des  dis- 
continuirlicben  Factors  auf  demselben  Wege  erlangt  ist,  den 
Dirichlet  zur  Bestimmung  des  Potentials  eines  EUipsoids  einge- 
schlagen hat.  0. 

E.  DEL  Grosso.     Memoria  suir  attrazione  degli  sferoidi. 

Battaglni  G.  VII   137-151.  193-209.   1869.  VIII.   97-128.  206-221.  333- 
365.    1870. 

Die  vorliegende  grössere  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Theile. 
Der  erste  Theil  handelt  von  der  Anziehung  der  Sphäroide  bei 
gleichförmiger  Dichtigkeit.  Nach  Ableitung  der  bekannten  Sätze 
über  das  Potential  einer  Masse  bezüglich  eines  Punktes  werden 
die  allgemeinen  Formeln  zur  Berechnung  des  Potentiales  einer 
Masse  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  aufgestellt.  Es  werden 
sodann  die  Anziehungscomponenten  eines  von  einer  geschlos- 
senen Fläche  zweiten  Grades  begrenzten  Körpers,  wie  auch  die 

Fortffchr.  d.  Matli.  II.  3.  51 
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einer  sphärischen  Masse  und  eines  Gylinders  mit  unendlicher 
Axe  bestimmt,  und  endlich  auch  die  eines  Körpers,  der  von  einer 
allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades  begrenzt  ist.  Nachdem  im 
Weiteren  die  Sätze  von  Mac  Laurin,  Jvory  und  Newton  über  die 
Anziehung  confocaler  Eilipsoide  bewiesen,  werden  dieselben  zur 
Herleitung  der  Formeln  für  die  Anziehung  eines  homogenen 
EUipsoides  benutzt.  Den  Schluss  dieses  Theiles  der  Arbeit  bilden 
einige  Chasles'sche  Sätze  ttber  Niveauflächen,  die  mit  Hülfe  eines 
Satzes  von  Green  bewiesen  werden.  Der  zweite  Theil  behandelt 
die  Anziehung  eines  Körpers  von  variabler  Dichtigkeit,  der  sich 
nur  wenig  von  einer  Kugel  unterscheidet,  mit  Hülfe  der  Kugel- 
functionen.  Neue  Gesichtspunkte  enthält  die  Arbeit  nicht,  son- 
dern ist  nur  eine  zusammenhängende  Darstellung  von  Bekanntem. 

O. 

O.  ScHLöMiLCH.     Ueber  die  Anziehung  eines  Ellipsoids 
auf  einen  äusseren  Punkt   Schiömilch  z.  XV.  216.  388.  1870. 

Für  den  Fall,  dass  die  drei  Axen  des  anziehenden  Ellip- 
soids wenig  von  einander  verschieden  sind,  werden  mittelst  des 
Jvory'schen  Satzes  die  Anziehungscomponenten  in  endlicher 
Form  dargestellt.  —  Die  zweite  Note  enthält  die  Berichtigang 
eines  Schreibfehlers.  Wn. 

E.  Padova.     Sul  moto  di  un  ellissoide  fluido  ed  omo- 

geneo.    Add.  d.  Sc.  Norm.  Pisa.  1868/69. 
Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4.  B.  p.  734. 
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Mathematische  Physik. 

Capitel  1. 
Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

E.  Wolf.     Handbuch  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 

und   Astronomie.    Zürich.  I.  Bd.  1869-1870. 

Das  Werk  enthält  in  den  Abschnitten  XXV.-XXXII.  die 
Elemente  der  mathematischen  Physik;  die  Anmerkungen  zeichnen 
sich  durch  einen  Reichthum  an  literarisch-historischen  Notizen 
aus.  M. 

DE  Saint- Venant.  Rapport  sur  cinq  m^moires  de  Mr. 
Lucas  intitules:  ßecherches  concernant  la  m^canique 
des  atomes.     c.  R.  LXX.  311-321.  1870. 

Ein  Bericht  über  die  Arbeiten  des  Herrn  Lucas,  deren  Re- 
sultate bereits  im  vorigen  Jahresberichte  besprochen  sind.  (Siehe 
Fortschr.  d.  Math.,  Band  L  p.  319).  Wn. 

F.  Lucas.     Etüde  sur  la  m^canique  des  atomes.   Liou- 

ville  J.  (2)  XV.  137-192.  1870     C.  R.  LXVIII.  1313-1316.  1869.    C.  R. 
LXX.  509-511.  1870. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  die  ^Mechanik  der  Atome^ 
von  einem  etwas  anderen  Gesichtspunkte  aus  behandelt,  als  in 
den  früher  besprochenen  (siehe  oben).  Der  Verfasser  betrachtet 
eine  begrenzte  Anzahl  von  Atomen,  deren  Dimensionen  gegen 
ihre  gegenseitige  Entfernung  verschwindend  klein  sind,  so  das9 
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man  die  Masse  derselben  in  einem  Punkte  concentrirt  denken 
kann.  Masse  und  Coordination  sind  fdr  jeden  Punkt  gegeben. 
Zwischen  je  zwei  Atomen  wird  eine  anziehende  oder  abstossende 
Wirkung  angenommen,  die  proportional  den  Massen  und  einer 
beliebigen  Function  der  Entfernung  ist;  es  wird  femer  YorauS' 
gesetzt,  dass  das  System  unter  der  Wirkung  der  genannten  Kräfte 
im  Gleichgewicht  ist.  Werden  nun  die  sämmtlichen  Atome  aus 
ihrer  ursprünglichen  Lage  ein  wenig  verschoben,  so  ändert  sieh 
ihre  gegenseitige  Wirkung.  Man  kann  die  neuen  Kräfte  nach 
Potenzen  der  relativen  Verrückung  entwickeln  und  hat  dabei 
wegen  der  Kleinheit  der  Verrückungen  nur  die  ersten  Potenzen 
zu  berücksichtigen.  Die  constanten  Glieder  der  Entmckelnng 
verschwinden  wegen  der  Gleichgewichtsbedingungen.  —  Die  er- 
wähnten, durch  die  VerrUckung  hervorgerufenen  Kräfte  werden 
in  zwei  Theile  gctheilt,  deren  erster  (effort  de  döplacement)  da- 
durch entsteht,  dass  das  Atom,  dessen  Bewegung  betrachtet 
werden  soll,  allein  verschoben  wird^  während  alle  andern  fest 
bleiben;  der  zweite  Theil  (effort  de  döformation)  entsteht,  wenn 
das  Atom  fest  bleibt,  alle  andern  sich  bewegen.  Die  Compo- 
nenten  der  ersten  Kraft  sind  lineare  Functionen  der  Compo- 
nenten  der  Verrückung  des  Atoms.  Daraus  folgt,  dass,  wenn 
das  verschobene  Thqilchen  sich  auf  einer  Kugel  bewegt^  die 
Kräfte  die  Radienvectoren  eines  EUipsoids  bilden.  Auf  die  Hanpt- 
axen  dieses  EUipsoids  bezogen  sind  die  Oomponenten  ti,  o,  to 
der  Kraft: 

u  =  -'H.x,  c  =  — ITy,  «>=— L«. 

Hier  bedeuten  H,  ÜT,  L  Constante,  x,  y,  z  die  Projeetionen  der 
Verrückung  auf  die  Azen.  Sind  die  drei  Constanten  (physische 
Parameter  genannt)  positiv,  so  sucht  die  Kraft  das  betrachtete 
Atom  in  seine  frühere  Lage  zurückzuführen;  das  Gleichgewicht 
ist  stabil.  Sind  jene  Parameter  =  0,  so  ist  das  Gleichgewicht 
indifferent;  sind  sie  alle  drei  negativ,  so  ist  das  Gleichgewicht 
labil.   Diese  drei  Fälle  entsprechen  den  drei  Aggregatzuständen.— 

Um  die  Bewegung  des  Atoms  zu  erhalten,  hat  man,  wenn 
man  von  den  Hauptaxen  zu  einem  beliebigen  Coordinatensystem 
zurückkehrt,  drei  Differentialgleichungen  von  folgender  Form 
zu  integriren: 
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Diese  lassen  sich  in  bekannter  Weise  auf  die  eine  zurttck- 
fahren: 

deren  Integrale  für  die  verschiedenen  Fälle,  wo  s  positiv,  Null 
oder  negativ  ist,  bekannt  sind,  s  selbst  ist  hierbei  die  Wurzel 
einer  Gleichung  dritten  Grades,  deren  CoefBcienten  aus  Ä,  P,  R  etc. 
zusammengesetzt  sind.  Diese  Gleichung,  die  sich  leicht  in  Form 
einer  Determinante  darstellen  lässt,  hat  drei  reelle  Wurzeln,  die 
vorher  erwähnten  physischen  Parameter.  Es  wird  die  Berech- 
nung dieser  Parameter  für  den  Fall  gegeben,  dass  die  gegen- 
seitige Wirkung  zweier  Atome  irgend  einer  (positiveh  oder  ne- 
gativen) Potenz  der  Entfernung  proportional  ist. 

Ashnliche  Gleichungen,  wie  oben,  erhält  man  für  die  Be- 
wegung der  Atome,  wenn  eins  derselben  fest,  alle  Übrigen  be- 
weglieh sind;  nur  hat  man  hier  3(JV-— 1)  Gleichungen,  und  die 
rechte  Seite  jeder  Gleichung  ist  die  Summe  von  3(iV— 1)  linea- 
ren Gliedern,  falls  N  die  Anzahl  der  Atome  des  Systems  ist. 
Es  tritt  hier  dieselbe  Httlfsgleichung  für  E  auf,  nur  dass  s  hier 
die  Wurzel  einer  Gleichung  vom  Grade  3(JV— 1)  ist.  Auch  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  dynamische  Parameter  genannt 
werden,  sind  sämmtlich  reell;  ihre  Werthe  sind  unabhängig  von 
der  Richtung  der  Coordinatenaxen.  —  Es  wird  zum  Schluss  ge- 
zeigt, dass,  wenn  alle  JV Atome  eine  Verrttckung  erfahren,  die 
Zahl  der  in  die  Lösung  eintretenden  willkürlichen  Constanten 
sich  auf  6N  reduciren  lässt. 

Wir  bemerken  dazu,  dass  sowohl  die  Methode,  als  die  Re- 
sultate nur  zum  Theil  Neues  enthalten,  da  analoge  Betrachtun- 
gen in  vielen  Problemen  der  Molecularpbysik  schon  angestellt 
sind.    Die  entwickelten  Resultate   gestatten   ferner   noch   keine 

Anwendung  auf  wirkliche  physikalische  Fragen. 

Wn. 

Leray.    Theorie  nouvelle  de  la  gravitation.    0.  R.  LXix. 

615-621.  1869.    Inst.  1  eect.  XXXVU.  831-334.  1869.    Mondes  (2)  XXL 
269-273.    1869. 
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Lecoq  de  Boisbaudran.     Note  sur  la  theorie  de  la  pe- 

santeur.     C.  R.  LXIX.   703-705.  1869.   Inst.  1  aect.  XXXVIl.  333- 
334.     1869. 

Herr  Leray  stellt  eine  Hypothese  zur  Erklärung  der  Attiac- 
tion  auf.  Er  nimmt  einen  Aetlier  an,  der  in  allen  Punkten  von 
gleichen  Strömen  nach  allen  Eichtungen  erfüllt  ist.  Durch  die 
Einwirkung  dieses  Aethers  beim  Eindringen  in  die  Körper  sucht 
er  Magnetismus,  Wärme  und  Licht  der  Gestirne  zu  erklären. 
Er  ist  durch  philosophische  Betrachtungen  zu  seiner  Hypothese 
gelangt.  Herr  Lecoq  de  Boisbaudran  ist  zu  einer  ähnlichen 
Hypothese  gekommen,  die  in  der  Note  kurz  angedeutet  wird. 

0. 

W.  C.  WiTTWER.     Beiträge    zur  Molecularphysik.   Schiö- 

milch  Z.  XV.  32-116.  1870. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  die  in  den  Fortschr.  d.  M.  L  348-349 
besprochen  ist.  Der  Verfasser  fasst  das  Resultat  seiner  Unter- 
suchungen selbst  kurz  in  folgenden  bätzen  zusammen:  1)  Es 
giebt  zweierlei  träge,  materielle  Substanzen  in  der  Natur,  Äether- 
theilchen  und  Massentheilchen.  2)  Gleichartiges  stösst  sich  ab. 
Ungleichartiges  zieht  sich  an.  3)  Beide  Arten  von  Kräften  sind 
dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional. 

0. 

A.  Beer.     Einleitung  in  (jlie  mathematische  Theorie  der 

Elasticität     und    CapiHarität.       (Herausgegeben    von    Giesen.) 
Leipzig  1869. 

Das  vorliegende  Buch  will  die  im  Titel  angegebenen  Theo- 
rien nicht  erschöpfen,  sondern  nur  die  wichtigsten  Resultate  der- 
selben auf  dem  kürzesten  Wege  ableiten.  Im  ersten  Theile  wird 
demgemäss  nur  das  elastische  Gleichgewicht  homogener  isotroper 
(nicht  krystallinischer)  Körper  behandelt,  sowie  die  Oscillationen 
isotroper  Medien,  falls  die  Amplitude  der  Schwingung  nur 
von  einer  Coordinate  abhängig  ist.  Der  experimentellen  Prü- 
fuDg  der  Theorie  werden  besondere  Capitel  gewidmet. 

Im  zweiten  Theile  wird  die  Theorie  der  CapiHarität  verhält- 
nissmässig  ausführlicher  behandelt^   als  die   der  Elasticität  im 
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ersten.  Nach  einer  Auseinandersetzung  der  GrundzUge  der 
Gauss'schen  Theorie  folgt  die  Anwendung  dieser  Tlieorie  auf  ein 
System,  das  nur  aus  einer  Flüssigkeit  und  einem  festen  Körper 
besteht,  auf  die  Aenderung  des  hydrostatischen  Druckes  durch 
Capillarität  etc.  Zum  Schluss  wird  das  Gleichgewicht  eines  aus 
zwei  Flüssigkeiten  und  einem  festen  Körper  bestehenden  Systems 
ausführlich  behandelt  und  auf  die  bekannten  Plateau'schen  Ver- 
suche angewandt.  Wn. 

DE  Saint -Venant.  Preu/e  thdorique  de  T^galit^  des 
deux  coefficients  de  r^sistance  au  cisaillement  et  l'ex- 
tension  ou  k  la  compression  dans  le  naouvement  con- 
tinu  de  d^formation  dans  des  solides  ductiles  au  de  lä 
des  limites  de  leur  61asticit6.  C.  R  LXX.  &09-311.  1870. 

Herr  Tresca  hat  experimentell  gezeigt,  dass  die  Coefficienten 
des  Widerstandes,  den  ein  fester  Körper  dem  transversalen  Glei- 
ten der  einzelnen  Schichten,  und  des  Widerstandes,  den  er  einer 
Crompression  entgegensetzt,  gleich  sind,  wenigstens  für  den  Fall, 
wo  die  Elasticitätsgrenze  überschritten  ist.  Herr  St.-Y.  beweist 
die  Gleichheit  beider  Coefficienten  theoretisch,  indem  er  die  Ar- 
beit berechnet;  die  erforderlich  ist,  um  durcli  tangentiale  oder 
normale  Druckkräfte  einem  rechtwinkligen  Farallelepipedon  die- 
selbe Deformation  zu  ertheilen.  Die  Gleichheit  der  geleisteten 
Arbeit  bedingt  die  Gleichheit  der  Coefficienten. 

Wn. 

DB  Saint- Venant.  Sur  un  potentiel  de  deuxifeme  espfece, 
qui  rösout  T^quation  aux  diflF6rences  partieUes  du  qua- 
trifenie  ordre  exprimant  T^quilibre  intörieur  des  solides 
^lastiques  amorphes  non  isotropes,     c.  R.   LXix.   1107- 

1110.    1869. 
Siehe  Abschnitt  X.^  Cap.  5.  p.  752. 

E.  Mathieu.  Memoire  sur  r^quation  aux  diflKrences 
partielles  du  quatrifeme  ordre  JJu  =  0  et  sur  T^qui- 
libre  d'61asticitö  d'uu  corps  solide*    Liouvüle  J.   (2)  XI7. 

378-421.  C.  R  LXIX.  1019-1021.  1869. 
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E,  Mathieu,     Sur  le  mouvement  vibratoire  d'une  plaque* 

Liouville  J.  (2)  XIV.  241-259.  1869. 

In  der  ersten  Abhandlung  wird  die  Berechnung  des  Gleich- 
gewichts einer  deformirten  circulären  und  elliptischen  Platte  auf 
die  vorausgehende  Theorie  des  zweiten  Potentials  gegründet 
(siehe  Abschn.  X.  Cap.  5,  p.  752),  in  der  zweiten  die  Vibration  einer 
solchen  berechnet.  Die  zuerst  von  Poisson  bewiesene  Differen- 
tialgleichung für  letztere  lautet: 


-y  und  zwar  h  die  Dicke,  q  die  Dichtigkeit,  k  eine 

von  beiden  Elasticitätscoefficienten  abhängige  Constante,  to  die 
normale  Verschiebung  ist.  Vor  Specialisirung  der  Begrenzung 
werden  einige  Formeln  entwickelt.  Die  Amplitude  einer  einfach 
periodischen  Schwingung  u  wird  durch  eine  lineare  Gleichung 
vierter  Ordnung  bestimmt,  die  sioh  in  zwei  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  von  gleicher  Form  zerlegen  lässt, 

so  dass  also  t?  immer  eine  zweite  Lösung  liefert.  Man  kann 
dann  durch  die  Substitution 

zwei  Gleichungen,  eine  für  U  allein,  eine  für  V  allein,  ableiten, 
deren  Integrale  dann  die  gewünschte  Form  für  u  ergeben.  Sind 
überhaupt  u,  u*  zwei  Speciallösungen,  so  ergiebt  sich  mittelst 
einiger  partiellen  Integrationen: 

{y^V^  rCuu'dxdy 

wo  zur  Linken  über  die  Platte,  zur  Rechten  über  den  Umfang 
zu  integriren  ist.  Diese  Grösse  verschwindet  in  den  4  Fällen, 
wo  auf  dem  Umfang  durchgängig 
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2.^=0,^  =  0; 
3.  w  =  0,    Ju  =  0; 

4    ^=0  ^^"  =0 

'  dn         '    ön 

ist.  Hierin  sind  die  möglichen  Grenzbedingungen  ausgedrückt 
Der  erste  Fall  ist  der  einer  Platte  mit  eingefugtem  Rande.  Auf 
ihn  lässt  sich  der  zweite  leicht  zurückführen,  weil  Ju^Te  und 
t)  Lösung  der  Gleichung  ist.  Der  dritte  Fall  ist  dem  Ausdruck 
zufolge  identisch  mit  dem  einer  yibrirenden  Membran  (s.  Fortschr. 
d.  M.  I.  354.) 

Die  Berechnung  beschränkt  sich  auf  den  ersten  Fall.  Sie 
wird  zuerst  an  einer  kreisförmigen  Platte  mit  Anwendung  von 
Polarcoordinaten  r,  a  ausgeführt,  indem  Kreise  r  =  const.  und 
Radien  a  =  const.   die  Knotenlinien  ergeben.    Das  Resultat  ist 

u  =  (ilcosna  +  fisinna)  {CÄ(r,0  +  DR  (r,-/*)}, 
wo  n  willküflichp  ganze  Zahl, 

B  Cr  n  ->r-  ^"  C-iyCilrr 

^'^~      *fü  1.2...Ä(n+l)(«  +  2)...Cn+*) 

ist,  und  die  Gonstanten  ^^  und  /  durch   die  Grenzbedingungen 

ZU  bestimmen  sind. 

Die  elliptisch  begrenzte  Platte  hat  zu  Knotenlinien  confo- 
cale  Ellipsen  und  Hyperbeln.  Es  werden  diesen  entsprechende 
Coordinaten  eingeführt,  tibereinstimmend  mit  der  erwähnten  Be- 
rechnung der  Vibration  einer  Meinbran.  Die  Darstellung  ge- 
schieht durch  Reihen^  deren  Goefficienten  jedoch  kein  einfachea 
Gesetz  erkennen  lassen.  H. 

L.  F.  Menabrea.*)    Principe  g^nöral  pour  dötenniner  las 
pressions  et  les  tensions  dans   un  systfeme   ölastique, 

Turin  1868. 
Betrachtet  man  ein  System  von  materiellen  Punkten,  die  unter 

*)  Die  Bedaction  bekam  erst  nach  Schluss  des  Jahrgangs  Eenntniss 
TOD  dieser  Arbeit.    Das  Referat  wird  daher  jetst  oacbgeholt 
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einander  durch  Verbindungen  zusammenhängen,  so  iat  die  Frage, 
wie  sich  die  Wirkungen  äusserer  angreifender  Kräfte  auf  die 
einzelnen  Bänder  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  vertheilen,  im 
Aligemeinen  unbestimmt.  Diese  Unbestimmtheit  hört  auf,  sobald 
man  auf  die  Elasticität  der  Verbindungen  zwischen  den  Punkten 
des  Systems  Kücksicht  nimmt.  Jedoch  bietet  die  Bestimmung 
dieser  „inneren  Kräite'^  insofern  {Schwierigkeiten/ als  mau  in 
jedem  Falle  eine  besondere  Hypothese  aufstellen  mnss,  um  die 
zur  Bestimmung  der  Unbekannten  noch  fehlenden  Gleichungen 
zu  erhalten.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nun  ein  allge- 
meines Princip  aufgestellt,  von  dem  aus  man  stets,  neben  den 
fttr  die  äusseren  Kräfte  uöthigen  Gleichungen,  zu  den  noch  nö- 
thigen  für  die  inneren  Kräfte  gelangen  kann.  Dies  Princip  wird 
folgendermassen  ausgesprochen:  „Wenn  sich  irgend  ein  elastisches 
System  unter  der  Wirkung  äusserer  Kräfte  in  Gleichgewicht  setzt, 
so  ist  die  durch  die  inneren  Kräfte  entwickelte  Arbeit  ein  Mi- 
nimum.'^  Nacbdem  sodann  an  einigen  Beispielen  gezeigt  ist, 
dass  die  aus  diesem  Princip  sich  ergebenden  Gleichungen  die- 
selben sind,  wie  diejenigen,  welche  man  bei  der  directen  Me- 
thode aus  der  Betrachtung  der  geometrischen  Bedingungen  des 
Systems  erhält,  wird  ein  Beweis  derselben  gegeben,  jedoch  unter 
der  Voraussetzung  kleiner  VerrUckungen.  Zum  tSchiuss  wird  das 
Princip  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt,  dass  d^s  System  feste 
Punkte  oder  starre  Theile  enthält.  0. 

J.  H.  EöHRS.     On  the   strains  to   which  ordnance   are 
subjcct  and  on  the  Vibration s  of  solid  bodies  in  generaL 

Trans,  of.  Cambridge  XI.  (2).  324-359.     lB69. 

Cly. 
L.  F.  Menabrka.     Dilucidazioni  sul  principio  di  elasti- 

Citk.    Atti  di  Torino.   V.   1870. 

Unter  diesem  Titel  sind  veröffentlicht  einige  Bemerkungen 
des  Herrn  A.  Parodi,  ein  Brief  des  Herrn  Prof,  Barsetti,  zwei  Aus- 
züge aus  Briefen  der  Herrn  Bertrand  und  Yvon  Villarceau,  und 
ein  Auszug  aus  den  C.  B.  XL  VI.  1858,  betitelt:  9,Nouyeau  prin- 
cipe sur  la  disti'ibution  des  tensions  dans  les  systömes  älastique 
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par  L.  F.  Menabvea.**  Herr  Menabrea  fasst  diese  Notizen  zu- 
sammen-als  Unterlage  für  ein  Theorem,  welches  er  „Gleichung  der 
Elasticität*  genannt  und  in  seiner  Abhandlung:  „Principe  gön^ral 
pour  determiner  les  pressions  et  les  tensions  dans  un  Systeme 
ölastique*'  (Mem.  di  Torino  (2)  XXV.  Iö68s.p.  765.)  aufgestellt 
hatte;  dies  Theorem  war  in  einer  Schrift:  „Errore  del  principio 
d'elasticitä  formolato  dal  sig.  L.  F.  Menabrea,  Cenno  eritico  di 
Emiiio  Sabbia,  Torino  IBöö'*  angegriffen  worden.  Die  Bemer- 
kungen des  Hrn.  Parodi  beziehen  sich  ebenfalls  auf  diese  Schrift. 

Jg.  (0.) 

Phillips.  De  T^quilibre  des  solides  elastiques  serablables. 

C.  R.  LXVin.  75-79.  1869. 
Der  Verfasser  hat,  von  den  fundamentalen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen ausgehend,  das  Gleichgewicht  ähnlicher  elasti- 
scher Körper  untersucht,  die,  homogen  und  von  constanter  Ela- 
sticität, äusseren  Kräften  unterworfen  sind,  die  auf  die  Oberfläche 
oder  auf  die  ganze  Masse  wirken.  Er  ist  dabei  zur  Aufstellung 
folgender  Frage  gelangt:  „Welche  Bedingungen  müssen  erfüllt 
sein,  damit  in  der  Deformation  die  elementaren  YerrUckungen 
homologer  Punkte  parallel  sind  und  in  constantem  Verhältniss 
stehen,  und  damit  es  sich  ebenso  verhalte  für  die  elastischen 
Kräfte,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Oberfläche,  die  auf  zwei 
homologe,  in  der  Masse  des  Körpers  genommene  Oberflächen- 
elemente wirken.^  Die  Art  der  mathematischen  Behandlung  ist 
indess  in  dem  vorliegenden  Auszug  zu  wenig  hervortretend,  um 
Näheres  darüber  berichten  zu  können.  0. 

Phillips.     Du  mouvement  des    corps    solides  elastiques 
semblables.   C.  R.  LXIX.  911-912.  1869. 

Nur  kurze  Anzeige.    Der  Bericht  folgt  nach  dem  Erscheinen 
der  ausführlichen  Arbeit.  Wn. 

Kirsch.     Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit  dünner 

Platten.     Z.  dtsch.  Ing.  XIII.    371-377.   417-423.    489-493.   Ö45-5G1. 
1869. 

Nachdem  kurz  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linien 
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für  die  Biegung  balkenförmiger  Körper  entwickelt  ist,  leitet  der 
Verfasser  aasfllhrlicli  die  Differentialgleicbung  der  elastischen 
Flächen  her  und  giebt  im  letzten  Theile  Anwendungen  seiner 
Resultate  auf  runde  dünne  Platten.  0. 

Kirsch,     üeber    die    Festigkeit    rechteckiger    Platten, 
welche  am  Rande  lose  aufliegen,  •  z.  dtsch.  ing.  xiv.  3Gi- 

369.    1870. 
Ausdehnung  der  obigen  Arbeit  auf  den  Fall,  wo  die  Platte 
rechteckig  ist.  O. 

L.  BoLTZMANN.     Uebcr  die  Festigkeit  zweier  mit  Druck 
übereinander  gesteckter  cylindrischer  Röhren.  Wieo.  Ber. 

LIX.  679-689.    1869. 

Auf  einem  hohlen  Cylinder  aus  einem  homogenen  und  iso- 
tropen Medium,  dessen  Querschnitt  ein  von  zwei  concentrischen 
Kreisen  begrenzter  Bing  sei,  wirken  folgende  Kräfte:  Auf  die 
innere  und  äussere  Mantelfläche  je  eine  constante  normale  Druck- 
kraft [die  innere  bedeutend  stärker,  als  die  äussere],  auf  die 
senkrecht  zur  Axe  liegenden  Endflächen  eine  normale  Zugkraft. 
Unter  diesen  Bedingungen  ist  es  leicht^  die  im  Innern  eintreten- 
den Deformationen,  sowie  die  dort  yorhandenen  elastischen 
Druckkräfte  (die  elastischen  Spannungen)  zu  berechnen.  Mit 
Hülfe  der  so  erhaltenen  Ausdrücke  kann  man  dann,  wenn  die 
Dimensionen  und  die  Zugfertigkeit  des  Materials  gegeben  sind, 
entweder  die  äusserste  Grenze  des  inneren  Drucks,  oder,  wenn 
dieser  gegeben  ist,  die  Grenze  des  Verhältnisses  beider  Radien 
bestimmen,  die  n6ch  möglich  ist,  ohne  dass  eine  dauernde  De- 
formation eintritt.  Es  ergiebt  sich,  daiss  der  innere  Druck  nie 
stärker  sein  darf,  als  äie  Zugfestigkeit,  vermehrt  um  zwei 
Atmosphären,  falls  der  äussere  Druck  gleich  dem  Atmosphären- 
druck ist  Günstiger  wird  das  Verhältniss,  wenn  der  Körper 
aus  zwei  solchen  hohlen  Cylindem  besteht,  die  mit  einem  ge- 
wissen Drucke  über  einander  gepresst  sind,  derart  dass  der 
äussere  BadiusL  des  inneren  Gylinders  zugleich  der  innere  Radius 
des  äussern  ist.    Herr  B.  stellt  die  ftir  diesen  Fall  geltenden 


^  Digitized  by  VjOOQIC 


Capitel.  1.    Molecnlarphysik,  Gapillarität  n.  ElaBÜcitat.  769 

Formeln  auf,  wenn  das  Material  beider  Cylinder  verschieden  ist, 
nnd  leitet  daraus  den  Werth  ab,  den  der  gemeinsame  Radius 
beider  Cylinder  haben  muss,  damit  der  innere  Druck  den  grösst- 
möglichen  Werth  erreicht  Wn. 

M.  Okatow.    Notiz  über  das  Gleichgewicht  eines  schwe- 
ren Drahtes,   dessen  Axe  eine  Schraubenlhiie   bildet. 

Clebsoh  Ann.  IL  9  12.  1869. 
Die  Axe  eines  Drahtes  von  kreisförmigem  Querschnitt  und 
nach  allen  Richtungen  gleicher  Elasticität  bildet  im  natttrlichen 
Zustande  eine  Schraubenlinie  auf  dem  Mantel  eines  Gjlinders 
von  verticaler  Axe,  mit  dessen  Grundkreisen  die  Enden  der 
Schraubenlinie  so  verbunden  sind,  dass  der  Draht  die  Wirkung 
der  beiden  Krftftepaare  auf  sich  nimmt,  die  in  diesen  Kreisen 
liegen  und  mit  zwei  gleichen,  aber  entgegengesetzten  Dreh- 
momenten M  auf  den  Draht  wirken.  Die  Mittelpunkte  dieser 
Kreise  dienen  zugleich  als  Angriffspunkte  zweier  entgegengesetzter 
vertikaler  Kräfte.  Beim  Uebergang  aus  dem  natdrlichen  in  das 
elastische  Gleichgewicht  ändert  sich  der  Durchmesser  des  Gylin- 
ders  um  C;  jeder  Punkt  der  Schraubenlinie  verschiebt  sich  fer- 
ner parallel  der  Axe  des  Cylinders  um  Y  und  dreht  sich  endlich 
um  die  Axe  um  einen  Kreisbogen  B.  Diese  drei  Grössen  wer- 
den durch  Formeln  dargestellt,  die,  streng  genommen,  nur  fUr 
solche  Punkte  der  Schraubenlinie  Geltung  haben,  welche  beim 
elastischen  Gleichgewicht  um  eine  ganze  Anzahl  von  Umgängen 
vom  unteren  Ende  des  Drahtes  entfernt  sind,  die  aber  auch  ftlr 
die  übrigen  Punkte  eine  Annäherung  enthalten,  deren  Genauig- 
keit mit  der  Anzahl  der  Windungen  des  Drahtes  wächst  Zum 
Schluss  werden  die  Lagen  der  Molecttle  nach  der  Formverän- 
derung bestimmt,  die  vorher  zu  demselben  Querschnitte  gehörten. 
Die  Molecüle  bilden  nach  der  Formänderung  eine  Ebene;  nur 
ein  Durchmesser  bleibt  gradlinig,  alle  andern  formen  sich  in 
flache  Parabeln  um.  0. 

IL  S.  Ball.     On  an  elementary  proof  of  a  theorem  of 
Lagrange.  Phil.  Mag.  (4)  xxxix,  lOT-ioa  1870. 
^Wenn  eine  dehnbare  oder  undehnbare  Membran  unter  dem 
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Einfluss  von  Kräften,  die  in  jedem  Punkte  normal  zur  Oberfläche 
sind,  im  Gleichgewicht  ist,  so  ist  der  normale^Druck  in  einem 
Punkte  gleich  der  Spannung  in  ihm,  multiplicirt  mit  der  Summe 
der  reciproken  Werthe  der  Hauptkrümmungsradien." 

Csj.  (0.) 

W.  C.  WiTTWER.  Anwendung  der  Lehre  vom  Stosse 
elastischei:  Körper    auf   einige  Wärmeerscheinungen. 

Schlömilch  Z.  XIV.  478-505.  1869. 

Ohne  wesentliches  mathematisches  Interesse.  Der  Yerj^asser 
sucht  die  Erscheinungen  der  Wärme  auf  die  Bewegung  elasti- 
scher Körper,  die  in  einer  Reihe  aufeinander  folgen,  zurückzn- 
führen.  0. 

H.  Resal.  De  T^quilibre,  de  Tdasticit^  et  de  la  r&i- 
stance  du  ressort  k  boudin.     C.  R.  LXix.  42-43.  1869. 

Angabe  zweier  Formeln  aus  einer  grösseren  Arbeit  des'Ver- 
fassers,  ohne  Ableitung.  0. 

H.  ScHNEEBELi.  Ueber  das  Verhältniss  der  Quercon- 
traction  zur  Längendilatation.  Wolf.  J.  XIV.  375-407.  1869. 
—  Pogg.  Ann.  CXL.  598-621.  1870. 

Nicht  mathematisch;  es  werden  nur  im  Laufe  der  rein  expe- 
rimentellen Untersuchung  einige  bekannte  Formeln  der  Elasti- 

citätstheorie  für  die  Rechnung  angewandt, 

Wn- 

M.  Kühn.  Ableitung  der  Gleichungen  für  die  Bewe- 
gung eines  elastischen  Theilchens  und  Nachweis  für 
die  Richtigkeit  der  Bezeichnung  5,pendelartige  Schwin- 
gung",   welche    für   diese  Bewegungsform  gebraucht 

wird.      Pr.  Wien.  1869. 

Elementare  Beweise  für  die  Formeln,  die  den  Schwingungs- 
zustand eines  elastischen  Theilchens  und  die  Bewegung  des 
Pendels  darstellen.  Der  Gang  des  Beweises  für  die  erste  Formel 
ist  (wie  gewöhnlich)   folgender:    Aus   der  Annahme,   dass   die 
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elastische  Kraft,  welche  das  Theilchen  in  seine  Gleichgewichts- 
lage za  führen  sucht,  dem  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage 
proportional  ist,  und  aus  dem  Satze,  dass  diese  Kraft  gleich  der 
Masse,  multiplicirt  mit  dem  Zuwachs  der  Geschwindigkeit,  auf 
die  Zeiteinheit  bezogen,  wird  für  die  Bewegung  eine  gewisse 
Formel  abgeleitet  Dieselbe  Formel  ergiebt  sich,  wenn  man  ein 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  einem  Kreise  sich  bewe- 
gendes Theilchen  auf  den  Durchmesser  projicirt  denkt.  Durch 
geeignete  Wahl  der  Constanten  werden  beide  Bewegungen  iden- 
tisch, —  Aehnlieb  ist  die  Ableitung  für  die  Pendelgleichung. 

Wn. 

J.  Stahl,     lieber    einige  Punkte   in   der    Theorie    der 
Capülarerscheinungen.     Pogg.  Ann.  oxxxix.  239-261. 1870. 

Der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  die  der  Theorie  der 
Capülarerscheinungen  entgegengesetzten  Einwürfe  zu  widerlegen. 
Vorzugsweise  kommen  hiei;  di^  Einwürfe  von  Poisson  und  von 
Dawidow  in  Betracht.  Die  Einwürfe  von  Poisson,  die  sich  im 
Wesentlichen  auf  die  Werthe  der  in  der  Laplace'schen  Theorie 
auftretenden  Constanten  beziehen,  werden  nur  kurz  besprochen. 
Dawidow  war,  von  dem  Princip  der  virtuellen  Bewegungen  aus- 
gehend, zu  demselben  Resultate  wie  Poisson  gelangt,  dass  näm- 
lich unter  der  Annahme  einer  gleichförmigen  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  die  in  der  Laplace'schen  Theorie  auftretende  Con- 
stante  ^=0  sei;  es  sei  daher  unter  der  Annahme  einer  gleich- 
förmigen Dichtigkeit  überhaupt  keine  Theorie  der  Capillarität 
möglich.  Zur  Widerlegung  dieses  Einwurfs  verallgemeinert  der 
Verfasser  die  Gauss'sche  Ableitung  der  Grundgleichungen  der 
Capillarität,  indem  er  ihre  Anwendbarkeit  auch  für  den  Fall 
nachweist,  dass  die  Dichtigkeit  an  der  Grenze  der  Flüssigkeit 
variabel  ist;  und  zwar  wird  gleich  der  Fall  durchgeführt,  dass 
im  Haarröhrchen  zwei  verschiedene  Flüssigkeiten  übereinander 
stehen.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist  in  der  Gauss'- 
schen  Theorie  bekanntlich,  dass  eine  gewisse  Summe  von  Inte- 
gralen ein  Maximum  ist.  Diese  Summe  ist  hier  dieselbe,  nur 
die  Berechnung  der  vielfachen  bestimmten  Integrale  ändert  sich 
4urch  die  AQQahme  dßr  variablen  Dichtigkeit.    Die  Ausführung 
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dieser  RecIinuDgen  führt  zu  denselben  Gleichungen,  die  Poisson 
aufgestellt  hat,  Gleichungen,  die  in  der  Form  mit  denen  Ton 
Laplace  übereinstimmen.  Das  erhaltene  Resultat  ist  unmittelbar 
auch  auf  den  Fall  anwendbar,  dass  die  Dichtigkeit  constant  ist, 
und  ergiebt,  dass  die  Laplace'sche  Gonstante  irnicfat=Oist 
Dawidow  war,  wie  gezeigt  wird,  zu  seinem  falschen  Kesultate 
nur  durch  unstatthafte  Vernachlässigungen  gelangt.  Damit  ist 
gezeigt,  dass  die  Betrachtung  einer  gleichförmigen  Dichtigkeit 
für  die  Capillaritätstfaeorie  genügt,  da  die  Berücksichtigung  der 
an  der  Grenze  variablen  Dichtigkeit  zu  Gleichungen  von  der- 
selben Form  führt.  —  Zutn  Schluss  wird  durch  das  Princip  der 
virtuellen    Bewegung    die   Grösse    des   Honzontal^li'ucks    einer 

Flüssigkeit  auf  eine  verticale  Ebene  berechnet. 

Wn. 

L.  BoLTZMANN.  Ucber  die  Ableitung  der  Gnindglei- 
chungen  der  Capillarität  aus.  dem  Principe  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten.  Pogg.  Ann.  CLI.  582-590.  1870. 

Herr  B.  findet  in  der  Gauss'schen  Theorie  der  Capillarität 
den  Mangel,  dass  die  über  alle  Molecülpaare  zu  erstreckenden 
Summen  durch  Integrale  ermittelt  werden.  Dies  kann  nur  dann 
zu  richtigen  Resultaten  führen,  wenn  die  einem  Molecül  unmit- 
telbar benachbarten  Molecüle  nur  einen  verschwindenden  Theil 
der  Summe  liefern.  Liefern  jene  Molecüle  Endliches,  so  ge- 
stattet die  Discontinuität  der  Materie  die  Integration  nicht.  Aus 
demselben  Grunde  hat  man  in  der  Elasticitätstheorie  die  Aus- 
werthung  der  Summen  durch  Integrale  schon  längst  verlassen. 
—  Herr  B.  giebt  dann  eine  Ableitung  der  Grundgleichungen  der 
Capillaritätstheorie,  welche  von  den  obigen  Einwürfen  frei  ist 
und  ausserdem  den  Umstand  in  Rechnung  zieht,  dass  die  Flüs- 
sigkeitsmolecüle  aus  verschiedenen  heterogenen  Atomen  bestehen 
können.  Nach  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  ist  es 
zum  Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  erforderlich,  dass,  wenn  f(r) 
das  Wirkungsgesetz  zwischen  je  zwei  Atomen  von  der  Entfer- 
nung r,  wenn  ferner  y'(r)=  /  f(r)dr^  die  Variation  der  über 
alle  Atome  erstreckten  Doppelsumme  22  (p  (r),  vermehrt  um  die 
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Tariation  der  Eräftefunction  der  äusseren  Kräfte  =  0  sei.  Die 
Doppelsumme  lässt  sich  zerlegen  in  eine  Summe  aus  dem  con- 
stanten  Volumen  der  Flüssigkeit  und  dem  Flächeninhalt  jeder 
der  Berührungsflächen  der  Flüssigkeit  mit  den  festen  Körpern, 
Jeden  Summanden  noch  mit  einer  gewissen  Constante  multipli- 
cirt  Somit  ist  man  auf  eine  Gleichung  von  derselben  Form  ge- 
langt wie  bei  der  Gauss'schen  Theorie.  Was  die  Berechnung 
jener  Doppelsumme  betrifft,  müssen  wir  auf  die  Arbeit  des 
Herrn  B.  verweisen;  bemerkt  mag  noch  werden,  dass  die  dabei 
anzustellenden  Betrachtungen  zum  grossen  Theil  analog  den  Be- 
trachtungen der  Elasticitätstheorie  sind. 

Wn. 

P.  DU  Bois-Eeymond.  Ueber  den  Antheil  der  Capilla- 
ritat an  den  Erscheinungen  der  Ausbreitung  der  Flüs- 
sigkeiten.    Pogg.  Ann.  CXXXIX.  262-275.  1870. 

Der  Verfasser  zeigt  zunächst,  dass,  wenn  ein  Tropfen  einer 
Flüssigkeit  auf  einer  andern  Flüssigkeit  schwimmt,  die  Meridian- 
curve  jenes  Tropfens  (den  Tropfen  als  Rotationskörper  ange- 
nommen) weder  an  seiner  freien,  noch  an  seiner  untern  Fläche 
einen  Wendepunkt  haben  kann.  Der  Beweis  dieses  Satzes  be- 
ruht auf  Folgendem :  Wenn  man  zwei  Punkte  der  Oberfläche  des 
Tropfens  durch  einen  unendlich  dünnen  Kanal  verbindet,  muss, 
damit  die  in  dem  Kanal  enthaltene  Flüssigkeit  unter  dem  Ein- 
fluss  der  Schwere  und  der  Gapillarkräfte  im  Gleichgewicht  sei, 

1         1 
-^--f -5-   mit   der  Höhendifferenz   der  Endpunkte   des  Kanals 

wachsen,  wennAf  undß,  die  Krümmungshalbmesser  der  Fläche 
am  untern  Endpunkte  des  Kanals  bedeuten.  Diese  Bedingung 
schliesst  einen  Wendepunkt  der  Meridiancurve  aus. 

Es  werden  dann  aus  dem  Neumann'schen  Satze  über  die 
Bandwinkel  dreier  aneinanderstossender  Flüssigkeiten,  unter  der 
Annahme,  dass  eine  dieser  Flüssigkeiten  Luft  sei,  für  gewisse 
Werthe  der  Gapillaritätsconstanten  die  Randwinkel  abgeleitet. 
Endlich  macht  der  Herr  Verfasser  darauf  aufmerksam,  dass  bei 
der  Ausbreitung  gewisser  mit  Dämpfen  imprägnirter  Flüssig- 
keiten noch    eigenthttmliche  Strömungen    eintreten,    die  durch 

Fortschr.  d.  Math.  U.  3.  52 
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blosse  Capillarkräfte  nicht  zu  erklären  seien;  zu  ihrer  Erklftning 
sei  wahrscheinlich  eine  Repulsionskraft  anzunehmen,  die  nur 
bei  sehr  dünnen  Schichten  der  Flüssigkeit  auftrete. 

Wn. 

A.  MoüssoN.  Bemerkungen  über  die  Theorie  der  Capillar- 
erscheinungen.    Wolf.  J.  xv.  305-321.  1870. 
Referat  im  nächsten  Jahresbericht. 

KoNiECKi.     Elementare    Darstellung    der    GapillarilSts- 

lehre.    Pr.  Berlin.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  die  historische  Entwickelung  der  Capil- 
laritätstheorie  kurz  dar,  giebt  dabei  für  die  Hauptsätze  die  ele- 
mentaren  Beweise  an  und  vergleicht  schliesslich  die  Theorie  mit 
den  neueren  Beobachtungen.    Neues  enthält  die  Arbeit  nicht 

Wn. 

J.  MoüTiER.     Sur  Tangle   de  raccordement  d'un  liquide 
avec  une  paroi  solide    0.  R.  Lxx.  612-615.  1870. 

Glairaut  berechnet  bei  seiner  Erklärung  der  Capillarerscbei* 
nungen  die  Wirkung  der  Fillssigkeitsmolecttle  untereinander  und 
die  Einwirkung  der  festen  Wand  auf  sie,  indem  er  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  anfänglich  als  horizontal  annimmt  Diese 
Ungenauigkeit  im  Beweise  verbessert  Herr  M.,  indem  er  die 
Gomponenten  der  Gapillarkräfte  unter  der  Annahme  berechnet, 
dass  die  Flüssigkeit  mit  der  festen  Wand  den  Winkel  i  bildet 
Soll  nun  die  Wirkung  der  festen  Wand  der  Wirkung  der  FIüs- 
sigkeitsmolectLle  unter  einander  das  Gleichgewicht  halten,  so 
muss  die  Resultante  dieser  Kräfte  senkrecht  zur  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  sein.  Diese  Bedingung  giebt  aber  t  =  0.  um  einen 
mit  der  Erfahrung  übereinstimmenden  Werth  von  i  zu  erhUten, 
[wie  ihn  die  Gauss' sehe  Theorie  der  Gapillarität  giebt],  muss 
man  als  Bedingung  aufstellen:  Die  zur  festen  Wand  normale 
Gomponente  der  Wirkung  der  Flüssigkeitstheilchen  auf  einander 
ist  gleich  und  entgegengesetzt  der  Wirkung  der  festen  Moledlle 
auf  die  Flüssigkeit  —  Wn, 
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BoussiNESQ.  Theorie  des  experiences  de  Savart  sur 
la  forme  que  prend  une  veine  liquide  aprfes  s'ßtre 
choqu^e  contre  un  plan  circulaire.  0.  R  LXIX.  45-48. 
123-132.  1869.  ^ 

Siehe  Abschn.  X.  Gap.  4.  B.  p.  745. 


Capitel  2. 
Akustik  und  Optik. 

ß.  MooN.     On  the  theory  of  sound.  Phil.  Mag.  (4)  XXXVII. 

189-200.  1869. 
Es  wird  bewiesen,  dass  die  Differentialgleichung 

de  ~  ^  de  ' 

welche  gewöhnlieh  angewandt  wird,  um  den  Ausdruck  der  Be- 
wegung des  Schalls  in  leeren  Röhren  zu  geben,  nicht  correct  ist. 
Ferner  wird  gezeigt,  dass  Laplace's  Methode  zur  Bestimmung 
des  Unterschiedes,  welcher  zwischen  der  theoretischen  und  expe- 
rimentellen Geschwindigkeit  existirt,  auf  einer  falschen  Annahme 
beruht-  Es  wird  eine  Lösung  gegeben,  die  frei  von  beiden  Ein- 
wänden ist.  Csy.  (0.) 

DE  Saint-venant,  Demonstration  ^^mentaire  de  la  for- 
mule  de  propagation  d'une  onde  on  d'une  intumescence 
dans  un  canal  prismatique ;  et  remarques  sur  les  pro- 
pagations  du  son  et  de  la  lumifere,  sur  les  resauts ;  ainsi 
que  sur  la  distinction  des  riviferes  et  des  torrents. 
C.  R  LXXI.  186-195.  1870. 
Siehe  Abschn.  X.  Gap.  4.  B.  p.  735. 

A.  Terquem.    ifitude  sur  le  timbre  des  sons,   produits 
par  des  chocs  discontinus  et  en  particulier  par  la  si- 

rfene.    Ann.  de  Ffic.  Norm.  VII.  269-365,  ^^'^^' 

Der  Ton  einer  Sirene  verdankt  s^w^  "Butstehung  denStössen 

&2» 
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der  discontinuirlich  auBströmenden  Luft  und  den  daraiu  ent- 
stehenden Verdicbtangen  und  Verdünnungen.  Der  Verfasser  hat 
diese  Bewegungserscbeinung  einer  mathematischen  Behandlang 
unterzogen.  Er  geht  dabei  von  der  vereinfachenden  Annahme 
auS;  dasS;  wenn  die  Oeffnungen  einander  gegenüber  stehen,  die 
Luft  stets  mit  constanter  Geschwindigkeit  ausströme.  Die  Grösse 
und  der  Verlauf  der  Verdichtungen  wird  deshalb  wesentlich  Ton 
Grösse  und  Form  der  an  einander  vorübergehenden  Oeffnungen, 
von  ihren  Entfernungen,  sowie  von  ihren  relativen  Geschwindig- 
keiten abhäogen.  Ist  diese,  in  jedem  besonderen  Fall  leicht  zu 
bestimmende  Function  der  Zeit  gegeben,  so  kann  sie  stets  in 
Form  einer  Fourier'schen  Reihe  entwickelt  werden.  Die  Coeffi- 
cienten  der  einzelnen  Glieder  geben  dann  die  Amplituden  der 
Obertöne.  Der  Verfasser  hat  in  dieser  Weise  eine  grosse  Aus- 
wahl spezieller  Fälle  durchgefCbhrt,  indem  er  verschiedene 
Formen  der  Oeffnungen  —  Rechtecke,  Rhomben,  Dreiecke, 
Kreise  — ,  annimmt.  Hau  findet  daher  eine  reiche  Sammlung 
von  Entwiekelungen  spezieller  Functionen  nach  Fourier^schen 
Reihen. 

Die  weiteren  Entwiekelungen,  die  mathematisch  alle  in  der- 
selben Weise  durchgeführt  werden,  schliessen  sich  an  Versuche 
von  Savart  und  Seebeck  an  und  geben  deren  Erklärung  mit  Hülfe 
der  Theorie  der  Obertöne.  Ok- 

J.  BoüRGET.     Sur  le   raouvement  vibratoire    des  mem- 
branes  ^lastiques.   Inst.  XXXVIII.  l  sect.  189-190.  1869. 

Die  Resultate  der  Berechnung  der  Vibrationen  einer  quadrat- 
förmigen  Membran,  welche  der  Verfasser  früher  gegeben  hatte, 
zeigte  zwar  in  Hinsicht  der  Knotenlinien  genügende  Ueberein- 
Stimmung  mit  der  Beobachtung,  doch  hinsichtlich  der  Tonhöhe 
grosse  Abweichungen  bis  zu  zwei  ganzen  Tönen.  Der  erste 
Versuch  dieselben  zu  erklären ,  nämlich  durch  Theilnahme  des 
Randes  an  der  Bewegung,  erwies  sich  unzureichend.  Im  gegen- 
wärtigen Aufsatz  zieht  der  Verf.  nun  den  Luftwiderstand  in  Berflck- 
sichtigung,  indem  er  ihn  der  Geschwindigkeit  proportional  setzt 
Die  Differentialgleichung  lautet  dann: 
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Durch  Zerlegung  der  Normalverschiebung  to  in  drei  Faetoren, 
die  einzeln  Fnnctionen  von  t^  von  Xj  von  y  sind,  ergiebt  sich, 
gerade  wie  im  Fall  eines  Widerstandscoefficienten  a=:0,  ein 
particuläres  Integral  ftar  einfach  periodische  Schwingung 

to  =  Mer'*^  (n  cos  «<  +  ^  öiß  «0  sm  -y-  sin  -y^ , 

wo  l  die  Seite  des  Quadrats,  i,  t'  die  Knotenzahl  bestimmende 
ganze  Zahlen  sind.  Die  Knotenlinien  sind  demnach  unabhängig 
von  a;  dagegen  ergiebt  sich  für  die  Schwingungszahl  in  det 
Zeiteinheit: 

Diese  wird  also  durch  den  Luftwiderstand  vermindert,  wie  es 
auch  die  Beobachtungsresultate  fordern.  H. 

Ä.  KxiNDT.  Zur  Theorie  der  Schwingungen  in  Luftplatten. 

Pogg.  Ann.  CXXXVII.  466-470.  1869. 
Nimmt  man  für  die  Schallbewegung  in  einer  unendlich  dün- 
nen Luftplatte  die  Bewegung  als  nur  von  zwei  Dimensionen  ab- 
hängig an^  so  wird  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  die- 
selbe, wie  für  eine  Membran^  nämlich: 

'    de  ~^^  \dx''^  äy'r 

(p  bedeutet  für  die  Luftplatte  das  Geschwindigkeitspotential,  fär 
die  Membran  dagegen  die  Entfernung  des  Theilchens  aus  seiner 
Gleichgewichtslage.  Bei  beiden  Bewegungen  sind  jedoch  die 
Grenzbedingungen  vei  schieden.  Bei  der  allseitig  gespannten 
Membran  wird  am  Rande  y  =  0;  bei  der  Luftplatte  ist  [wennn 

die  Normale  des  Randes] -5^  =  0    für   die   begrenzte   Platte, 

während  für  die  Platte  mit  offenem  Rande  -^  =  0  ist.  Herr  K. 

at 

setzt  voraus,  dass  im  letzteren  Falle  nicht  nur-^  =  0,  sondern 
auch  9)=sO  sei,  dann  ergiebt  sich,  dass  (wegen  der  verschiedenen 
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Bedeutung  von  9)  die  Bewegung  der  Luftplatte  und  der  Mem- 
bran die  entgegengesetzte  ist;  wo  auf  der  Membran  Buhe,  ist  in 
der  Luftplatte  Bewegung,  und  umgekehrt.  Zum  ScUqbs  wird 
ftlr  eine  rechteckige  Platte  ein  partikuläres  Integral  aufgestellt, 

das  der  Randbedingung-^  =  0  genügt,  und  gezeigt,    daas  fär 

dies  partikuläre  Integral  dann  auch  9»  =  0  wird  am  Bande. 
Somit  ist  die  Möglichkeit  der  Voraussetzung  9  =  0  für  einen 
Specialfali  bewiesen.  Wn. 

E.  Warbürg.    Ueber  tönende  Systeme.  Pogg.  Ann.  CXXxvl 

89-102.  1869. 

Ein  gespannter  Faden,  auf  dessen  Elemente  dämpfende 
Kräfte  wirken,  sei  an  eirfe  Stimmgabel  geknüpft,  welche  dureh 
äussere  Kräfte  in  fortdauernder  periodischer  Bewegung  gehalten 
wird;  es  soll  die  Kraft  untersucht  werden,  die  der  Faden  anf 
die  Stimmgabel  ausübt.  Die  dämpfenden  Kräfte  seien  propor- 
tional der  Geschwindigkeit,  so  ist  die  Differentialgleichung  der 
Bewegung  des  Fadens 

^'y  _  „^  d'y  dy 

dt'  ■"      dx'  dt  ' 

Dazu  kommt  als  Grenzbedingung,  dass  das  eine  Ende  des  Fa- 
dens fest  ist,  das  andere  periodische  Schwingungen  ausführt. 
Für  den  stationären  Zustand  der  Bewegung  wird  das  Integral 
dieser  Differentialgleichung  aufgestellt,  aus  dem  folgt,  dass  die 
gesammte  Bewegung  des  Fadens  so  vor  sich  geht,  als  wäre  sie 
hervorgebracht  durch  die  Interferenz  zweier  Wellen,  die  nach 
entgegengesetzten  Seiten  fortschreiten.  Nimmt  man  nun  an,  dass 
der  Faden   auf  die  Stimmgabel   an  der  Befestigungsstelle   eine 

Kraft  proportional  -^  ausübt,  so  folgt,  dass  diese  Kraft  aus  zwei 

Theilen  besteht,  deren  einer  proportional  den  Elongationen  der 
Stimmgabel,  der  andere  proportional  der  Geschwindigkeit  der- 
selben, aber  von  entgegengesetzter  Sichtung  ist.  Schwingt  die 
Stimmgabel  nur  unter  dem  Einfluss  der  Elasticität,  so  wird  der 
erste  Theil  jener  Kraft  die  Tonhöhe  ändern,    der  zweite  die 
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SchwinguDgen  der  Gabel  dämpfen.    Beide  Wirkungen  sind  am 
80  stärker,  je  stärker  die  Resonanz  des  Fadens  ist. 

Wn. 

E.  Warburg.  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit 
in  weichen  Körpern.    Pogg.  Ann.  cxxxvi.  285-299.  1869. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  für  die  Bewegung  transversal 
schwingender  Stäbe  werden  die  Integrationsconstanten  fUr  den 
Fall  bestimmt^  wo  das  eine  Ende  der  Stäbe  frei  ist,  das  andere 
periodische  Schwingungen  voUftihrt.  Daraus  werden  die  Abscissen 
der  Knoten  bestimmt  als  Wurzeln  einer  transcendenten  Gleichung. 
Für  solche  Knoten,  welche  dem  festen  Ende  nicht  zu  nahe  liegen, 
nimmt  die  transcendente  Gleichung  eine  einfache  Form  an,  aus 
der  sich  eine  einfache  Beziehung  zwischen  den  Lagen  ent- 
sprechender Knoten  in  Stäben  mit  verschiedener  Schallgeschwin- 
digkeit ergiebt.  Wn. 

E.  Hoppe.  Berechnung  der  Vibrationen  einer  Saite  mit 
Berücksichtigung  ihres  Biegungswiderstandes.  Pogg. 
Ann.  CXL.  263-271.  1870. 

Es  werden  die  drei  Fälle  berücksichtigt,  dass  die  Saite  an 
beiden  Enden  fest,  an  beiden  Enden  frei  und  an  einem  Ende 
fest,  am  anderen  frei  ist.  0. 

V.  V.  Lang.     Einleitung    in    die    theoretische    Physik. 

Zweites  Heft.      Licht.     Braunschweig  1868. 

Das  vorliegende,  für  das  erste  Studium  der  mathematischen 
Optik  sehr  empfehlenswerthe  Buch  leitet  die  wesentlichsten  Re- 
sultate der  theoretischen  Optik  (auch  die  Lichtbrechung  in  dop- 
pelt brechenden  Medien),  sowie  die  Lichtbewegung  an  Linsen, 
auf  möglichst  elementarem  Wege  ab.  Bei  den  Beweisen  wird 
nur  analytische  Geometrie,  keine  Differential-  und  Integralrech- 
nung vorausgesetzt.  Bei  der  Reflexion,  sowie  bei  der  Krystall- 
optik  ist  die  Fresnel-Cauchy'sche  Vorstellung  (die  Schwingung 
senkrecht  zur  Polarisationsebene)  zu  Grunde  gelegt.    In  jedem 
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einzelnen  Abgcbnitt  sind  die  Originalabhandlnngen  fast  volisttn- 
dig  angegeben. 

Das  erste,  früher  erschienene  Heft  behandelt  in  ähnlicher 
Weise  folgende  Kapitel :  Mechanik,  Schwere,  Magnetismus,  Eiek- 
tricität  Wn. 

O.   AlRY.      Geometrical  Optics.     London,  Macmillan  1870. 

Colnet-d'Huart.     Memoire  sur  la  th^orie  math^matique 
de  la  chaleur  et  de  la  lumifere.     Luxembourg  1870.  _ 

Die  vorliegende  Arbeit  sucht  die  Gesetze  der  Lichtschwin- 
gnngen  in  Zusammenhang  zu  bringen  mit  denen  der  Bewegung 
der  Wärme  in  ponderablen  Körpern,  indem  sie  fftr  die  Wärme- 
erscheinungen folgende  Erklärung  aufstellt:  „Wird  ein  elastisches 
Medium  durch  irgend  welche  Kräfte  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage gebracht,  so  pflanzt  sich  die  Ersch&tterung  wellenfi^nnig 
durch  das  Medium  fort,  und  wir  empfinden  diese  Vibrationen 
als  Licht.  Bei  diesen  Vibrationen  werden  aber  die  einzelnen 
Molecüle  (die  der  Verfasser  sowohl  in  isotropen,  als  in  krystal- 
linischen  Medien  als  kugelförmig  annimmt)  nicht  blos  aos  ihrer 
ursprünglichen  Lage  verrückt,  sondern  es  wird  gleichzeitig  jedem 
einzelnen  Molecül  eine  Rotation  um  seinen  Mittelpunkt  ertheilt 
Diese  fiotation  der  Molecüle  soll  die  Ursache  aller  Wärme- 
erscheinungen  sein."  Abgesehen  davon,  dass  für  diese  Hypothese 
keine  physikalische  Thatsache  spricht,  kann  sich  Referent  auch 
mit  den  Gründen,  die  der  Herr  Verfasser  anführt,  um  die  Hypo- 
these plausibel  zu  machen,  durchaus  nicht  einverstanden  erklären. 
Herr  C.  entwickelt  zuerst  auf  gleiche  Art,  wie  Cauchy,  Ausdrücke 
für  die  elastischen  Druckkräfte,  die  dadurch  entstehen,  dass  ein 
Theil  des  (isotrop  angenommenen)  Mediums  ans  seiner  ursprüng- 
lichen Gleichgewichtslage  verrückt  ist.  Er  bildet  dann  für  einen 
Punkt  eines  kugelförmigen  Molecüls  die  von  diesen  Ejräften  her- 
rührenden Drehungsmomente  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Dimensionen  der  Kugel  klein  sind  gegen  die  Entfemang  d& 
nächsten  Molecüle.  Daraus  ergeben  sich  dann  durch  Integration 
die  Drehungsmomente  für  die  ganze  Kugel,  sowie  die  Gleichun- 
gen für  die  Rotation  der  Kugel.    Nun  wird  weiter  so  geschlossen: 
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Ebenso  wie  die  Yerrttckung  eines  Molecttls  aus  seiner  Gleich- 
gewiehtslage  elastische  Druckkräfte  hervorruft,  so  muss  auch  die 
Rotation  eines  Molecüls  ohne*  Verrückung  elastische  Kräfte  her- 
vorrufen. Dies  ist  (was  der  Verfasser  nicht  angiebt)  nur  dann . 
richtig,  wenn  man  annimmt ,  die  zwischen  den  einzelnen  Mole- 
cttlen  wirkenden  Kräfte  seien  nicht  nur  Functionen  der  Entfer- 
nnngy  sondern  auch  der  Geschwindigkeit.  Bei  Herrn  G.  würden 
sogar  diese  Kräfte  nur  Functionen  der  Rotationsgeschwiudigkeit 
sein.  Vorher,  bei  Ableitung  der  Gleichungen  für  die  Verschie- 
bung der  Molecüle,  war  aber  (mit  Cauchy)  augenommen,  zwischen 
den  Molecülen  seien  Kräfte  wirksam,  die  nur  Functionen  der 
Entfernung  seien.  Es  würden  sich  demnach  folgeude  Anschauun- 
gen über  das  Wesen  der  Molecularkräfte  ergeben:  Bei  der  Ver- 
schiebung der  Theilchen  ohne  Kotation  sind  zwischen  den  Mole- 
clllen  nur  Kräfte  wirksam,  die  Functionen  der  Entfernung  sind, 
bei  der  Rotation  der  Molecüle  kommen  Kräfte  hinzu,  die  von  der 
Entfernung  und  der  Geschwindigkeit  der  Molecüle  abhängen. 
Beide  Vorstellungen,  so  neben  einander  gestellt,  scheinen  dem 
Referenten  unvereinbar  zu  sein;  mindestens  liegt  in  der  An- 
schauung insofern  eine  Inconsequenz,  als  die  Molecularkräfte 
nicht  von  vornherein  als  Functionen  der  Entfernung  und  der  Ge- 
schwindigkeit angenommen  sind.  —  Für  die  Richtigkeit  seiner 
Annahme,  dass  durch  blosse  Rotation  eines  Molecüls  ohne  Ver- 
rückung neue  Elasticitätskräfte  hervorgerufen  werden,  führt  der 
Verfasser  die  Torsion  eines  Cylinders  an.  Was  der  Verfasser 
hierüber  sagt,  trifft  nicht  den  Kern  der  Sache,  der  in  der  oben 
angeführten  Anschauung  über  das  Wesen  der  Molecularkräfte  liegt. 
Obwohl  wir  uns  demnach  mit  der  Theorie  des  Herrn  Ver- 
fassers nicht  befreunden  können,  fuhren  wir  die  hauptsächlichsten 
der  von  ihm  abgeleiteten  Resultate  an.  Herr  G.  entwickelt  auf 
ganz  analoge  Weise,  wie  Cauchy,  Ausdrücke  für  die  elastischen 
Kräfte,  die  durch  Rotation  der  Molecüle  neu  entstanden  sein 
sollen,  und  erhält  auf  diese  Weise  Elasticitätsgleichungen,  die 
die  bekannte  Form  haben,  nur  dass  noch  zwei  neue  Glieder 
hinzugefügt  sind.  Die  Gleichungen  werden  integrirt  unter  der 
Annahme  longitudinaler  oder  transversaler  ebener  Wellen.  Die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  ersteren  ergiebt  sich  als  unab- 
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hängig  von  der  Rotationsgescbwindigkeit  der  Molecflle,  während 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transversalen  Wellen  die 
Rotationsgeschwindigkeit  enthält.  Durch  jene  Rotation  wird  die 
Dispersion  erklärt,  und  das  Fehlen  der  Dispersion  im  freien 
Aether  soll  davon  herrühren,  dass  dessen  Molecüle  nicht  rotiren. 
Endlich  soll  auch  bei  transversalen  ebenen  Wellen  die  räum- 
liche Dilatation  nicht  =  0  sein,  sondern  eine  periodische  Function 
der  Zeit  und  des  Ortes.  —  Alle  diese  Folgerungen  werden  jedoch 
mit  der  besprochenen  Hypothese,  die  uns  unhaltbar  erscheint, 
ungültig.  Wn. 

C.  Neumann.    Ueber  die  Aetherbewegung  in  Krystallen. 

Clebsch  ADD.  I.  325-358;  IL  182-186.  1869.  1870. 

Die  Anwendung  der  allgemeinen  Elasticitätsgleichungen  auf 
die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in  krystallinischen  Medien  er- 
giebt  bekanntlich,   dass   eine  longitudinale  und   zwei  nahezu 
transversale  Wellen  möglich  sind.    Dies  Resultat  weicht  von  der 
Erscheinung  in  sofern  ab,   als   die  longitudinale  Welle   sich  in 
keiner   Weise  nachweisen  .  lässt   und   die  beiden  transversalen 
Wellen  nach  den  Fresnel'schen  Gesetzen  genau  transversal  sein 
sollten.    Ein  mit  den  FresneFschen  Gesetzen  mehr  übereinstim- 
mendes Resultat  erhält  man,   wenn  man  zu  den  gewöhnlichen 
Annahmen  über  die  Elasticität  und  Dichtigkeit  des  Aethers  noch 
folgende  hinzugefügt:  Die  Dichtigkeit  des  Aethers  ist  zwar  sehr 
starken   Kräften   gegenüber   veränderlich,    hingegen   schwachen 
Kräften  gegenüber  so  gut  wie  unveränderlich,  so  dass  man  bei 
der  Vibrationsbewegung  den  Aether  als  ein  incompressibleä  Me- 
dium betrachten  kann.   Diese  Hypothese,  die  von  Hm  C.  Neumann 
in  seiner  Dissertation  [Explicare  tentatur,  quomodo  fiat,  ut  luds 
planum  polarisationis  per  vires  electricas  vel  magneticas  deeli- 
netur,  Halle  1858]  und  in  seiner  Schrift  „die  magnetische  Dre- 
hung der  Polarisationsebene'^   zuerst  aufgestellt  ist,   wird   auch 
der  gegenwärtigen  Arbeit  zu  Grunde  gelegt.    Durch  diese  Hypo- 
these werden  die  lougitudinalen  Wellen,  bei  denen  ja  stets  eine 
Aenderung  der  Aetherdichtigkeit  stattfindet,  ausgeschlossen;  die 
beiden  transversalen  Wellen  femer  ergeben  sich  als  genau  senk- 
recht zur  Normale  der  Wellenebene.  —  Die  Differentialgleichungen 
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für  die  Bewegung  des  Aethers  werden  unter  Zugrundelegung 
obiger  Hypothese: 

wozu  zwei  ähnliche  Gleichungen  für  die  Schwingungscomponenten 
e  und  to  kommen.  Die  drei  Gleichungen  enthalten  ausser  u,  v,  to 
noch  eine  vierte  Unbekannte  A;  es  kommt  aber  zu  den  drei 
Differentialgleichungen  noch  als  vierte  die  Bedingung  der  Incom- 
pressibilität  hinzu: 

du        de    .    dto  __  ^ 

öaj        öy         ö«   "~ 

Fttr  die  Componenten  der  zwischen  den  Molecttlen  wirkenden 
Anziehungskräfte  (X)  setzt  Herr  N.  unter  der  Voraussetzung, 
dass  nur  solche  Krystalle  betrachtet  werden,  die  durch  drei  auf 
einander  senkrechte  Ebenen  symmetrisch  theilbar  sind,  die  all- 
gemeinen Ausdrücke 

und  ähnlich  Air  Y  und  Z.  Integrirt  man  dann,  wie  gewöhnlich 
die  Differentialgleichungen  für  den  Fall  ebener  Wellen,  so  er- 
geben sich  zwei  genau  transversale  Wellen.  Fügt  man  noch  die 
Annahme  hinzu,  dass  die  Einwirkung  der  ponderablen  Molecüle 
auf  die  Aethertheilchen  (die  in  den  Ausdrücken  für  X  in  den 
CoeilGcienten  1^  enthalten  sind)  gleich  Null  ist,  so  sind  die  Yibra- 
tionsrichtungen  beider  Wellen  genau  auf  einander  senkrecht. 
Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  m  der  Wellen  ergiebt  sich 
eine  quadratische  Gleichung;  um  diese  auf  eine  einfache  Form 
zu  bringen,  werden  zwischen  den  sechs  Coefficienten  A^^,  A^,  etc. 
drei  Relationen  angenommen: 

An  +  A„  =  6Aj,  =  6c 
Aj3  +Ki  =6A3,  =66 
AM+A3a  =  6A„  =  6a. 

Die  Gleichung  für  m  nimmt  dann,  wenn  a,  /?,  y  die  Cosi* 


Digitized  by  VjOOQIC 


784  XL  Abschnitt.    Mathemaüsche  Physik. 

DOS    der  Winkel  bezeichnen,   die  die  Wellennonnale  mit  den 
Erystallaxen  bildet,  folgende  Fonn  an: 

o^~^-  +  -JL—+—C=—, 

wo  _ 

ist. 

Nimmt  man  dazu  die  Formeln,  die  die  Scbwingungsrichtungen 
der  beiden  Wellen  bestimmen,  so  stellen  diese  Formeln  genau 
die  FresneFschen  Gesetze  dar,  falls  man  nur  die  Vibrationsebene 
nnd  Polarisationsebene  als  identisch  nimmt,  und  falls  die  Coeffi- 
deuten  A,,  A„  h^,  einander  gleich  sind. 

Herr  N.  untersucht  dann  weiter  die  in  Bezug  auf  die  Coeffi- 
cienten  h^^,  A,,  etc.  gemachten  Annahmen  näher,  indem  er  auf 
die  Bildung  der  Differentialgleichungen  und  der  Ausdrficke  für 
Xy  F,  Z  zurtickgeht.  Wegen  der  Anziehung,  die  die  Aether- 
theilchen  durch  die  ponderablen  Molecttle  zu  erleiden  haben,  ist 
die  Dichtigkeit  und  damit  die  Coefficienten  A,  (die  bekanntlich 
gewisse  über  die  Aethertheikhen  auszudehnende  Summen  bedeuten) 
als  periodische  Functionen  des  Raumes  anzusehen.  Wegen  der 
angenommenen  Inconipressibilität  ist  jedoch  die  periodische  Aen- 
derung  der  Dichtigkeit  nur  sehr  gering,  und  man  kann  daher  an 
Stelle  der  periodischen  Functionen  A  ihre  Constanten  Mittelwerthe 
setzen.  Durch  Untersuchung  der  Verschiebungen,  welche  nöthig 
sind,  den  wirklichen  Zustand  des  Aethers  in  einen  absolut  gleich- 
förmigen tiberzuführen,  ergiebt  sich,  dass  zwischen  den  con- 
stanten  Mittel werthen  Relationen  stattfinden  müssen,  die  genau 
identisch  sind  mit  den  vorher  angenommenen  A,,  +A„  =  6A,,  etc. 
Ebenso  ergiebt  sich,  dass  die  constanten  Mittelwerthe  der  Coeffi- 
cienten ]^  ==  0  sind.  Dass  aber  die  Coefficienten  A,,  A,,  A,  ein- 
ander gleich  sind,  was  zur  völligen  Uebereinstimmung  der  Re- 
sultate mit  den  FresneVschen  Gesetzen  noth wendig  ist,  lässt  sich 
aus  den  Grnnddarstellungen  nicht  ableiten,  wenn  es  mit  den- 
selben auch  nicht  in  Widerspruch  zu  stehen  scheint. 

In  einem  Nachtrage  lässt  Herr  N.  die  Annahme  A,  =  A,  =  A,, 
die  sich  aus  den  Grund  Vorstellungen  nicht  ableiten  liess,  fallen 
und  setzt  an  d^ren  Stelle  die  Annahme: 
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Ä,  — Ä„  =  Ä,  — A3,  =A3— Ä,j. 
Diese  Annahme  wird,  wie  aus  der  Bildung  der  Summen  h  folgt, 
erfüllt,  wenn  die  Wirkung  zwischen  zwei  Aethertheilchen  entweder 
der  sechsten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist, 
oder  aus  zwei  Theilen  besteht,  einem  umgekehrt  proportional 
der  vierten,  dem  andern  umgekehrt  proportional  der  sechsten 
Potenz  der  Entfernung.  In  diesem  Falle  führen  die  Ausdrücke 
für  die  Schwingungsrichtung  genau  auf  die  Fresnerschen  Gesetze; 
die  Vibrationsrichtung  ist  dann  senkrecht  zur  Polarisations- 
richtung, während  bei  der  ersten  Annahme  beide  Richtungen 
zusammenfielen.  Wn. 

A.  Brill.     üeber  die  DifferentialgleichuTigen  für  Licht- 
schwingungen.    Olebsch  Ann.  I.  225-252.  1869. 

Der  Herr  Verfasser  behandelt  folgende  Frage:  Welches  ist 
die  allgemeinste  Form  der  Lösungen  der  Elasticitätsgleichungen, 
wenn  diese  Lösungen  Lichtschwingungen  von  gegebener  Wellen- 
länge entsprechen  sollen,  d.  b.  wenn  folgende  Bedingungen  er- 
füllt sein  sollen: 

1)  Die  Componenten  u,  v,  w  des  Schwingungsausschlags 
haben  die  Form: 

Si.e    ^    '        '' 
wo  i  eine  reelle  Function  der  Coordinaten  bedeutet^   die  auf 
einer  Wellenfläche  constant  ist,  Si  eine  reelle  Function  der  Coor- 
dinaten, T  eine  Constante. 

2)  Die  Componenten  parallel  dem  vom  Erschütterungspunkte 
aus  gezogenen  Badiusvector  sind  =  0. 

3)  Die  Schwingungen  erfolgen  ohne  räumliche  Dilatation; 
es  ist  also 

du    i    de        du>  _  ^ 
öx  "•"  öy  +  öa  -  "• 

Zur  Lösung  der  Aufgabe  wird  ein  System  orthogonaler  krumm- 
liniger Coordinaten  (g,  q^  ,  p,)  eingeführt,  und  zwar  besteht  eins  von 
den  drei  orthogonalen  Flächensjstemen  {q)  aus  concentrischen  Ku- 
geln. Sind  dann  (f,  F,  FKdie  Componenten  der  Schwingung  parallel 
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Q,  Q^J  Q^  (also  ü  parallel  dem  Radiusvector),  so  ist  nach  Bedin- 
gung 2)  {/  =  0,  während  die  anderen  Bedingungen  ftlr  V  und  W 
folgende  Werthe  ergeben: 

Hierin  ist  F  eine  Function  von  X  und  q  allein,  wenn  X  ausser 
Q  noch  Q^  und  q^  enthält;  enthält  X  nur  g,  so  ist  F  eine  belie- 
bige Function  von  p,  p,,  f^.    Ferner  sind  -j^  und   -^     die 

Bogenelemente  senkrecht  zn  jden  Flächen  g^  =  Const.  und  p,  = 
Const,  also: 

»:=(^)'+(t)'+(^)'- 

Aus  den  obigen  Ausdrücken  folgt,  dass  bei  einer  beliebig 
gestalteten  Wellenfläche  die  Schwingungen  längs  der  Elemente 
der  Durchschnittscurven  der  Wellenfläche  mit  den  concentrischen 
Kugeln  stattfinden. 

Es  werden  nun  die  isotropen,  die  einaxigen  und  zweiaxigen 
Medien  besonders  behandelt,  und  es  ergiebt  sich  dabei  das  Re- 
sultat, dass  in  isotropen  Medien  ftlr  Eugelwellen,  in  optisch  ein- 
axigen Medien  für  ellipsoidische  Wellen  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit eine  sehr  mannigfaltige  sein  kann^  während  Air 
die  Kugelwellen  in  optisch  einaxigen  und  für  die  Wellen  der 
FresneFschen  Wellenfläche  in  optisch  zweiaxigen  Medien  nur  eine 
gleichförmige  Geschwindigkeit  möglich  ist 

Für  isotrope  Medien  werden  die  Elasticitätsgleichungen 
auf  das  obige  System  orthogonaler  Coordinaten  transformirt,  und 
es  wird  die  Annahme  gemacht,  dass  die  Wellenflächen  concen- 
trische  Kugeln,  dass  also  X  nur  eine  Function  von  g  ist  Die 
Aufgabe  reducirt  sich  dann  auf  die  Integration  zweier  Differen- 
tialgleichungen, einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  für  Si  mit  den  unabhängigen  Variabein  Q^  und  g^  und 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  f&r  it, 
von  welcher  Grösse  X  abhängt  Die  Differentialgleichung  für  Si 
lässt  sich,  wenn  man  statt  g^^  g^  gewöhnliche  Polarcoordinaten 
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einfflhrt,  darch  eine  Beihe  integriren.    Die  Differentialgleicbang 
fllr  A  ist: 


w=<^+i)- 


ß  eine  willktlrlicbe  Constante,   T  eine  Constante,  die  Ton  den 
ElasticitätscoDStanten  abhängt. 

Ans  dem  Integral   dieser  Gleichung,    fttr  das  schon  Euler 
eine  Keihenentwickelung  gegeben  hat,   bestimmt  sich  die  Fort- 

pflanzungsgeschwindigkeity  welche  =  --r^  ist,  da  ^  =  Const.  eine 

Wellenfläobe: 


dg  _     4t«       fJQ 
dt  ~        X       J  ti*' 


Die  hierbei  auftretende  partielle  Differentialgleichung  für  Sl 
erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  des  Potentials  auf  die  Coor- 
dinaten  q,  q,,  p,  transformirt  und  die  Differentialquotienten  nach 
^  =  0  setzt.  Die  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  liefern 
gleichzeitig  eine  bemerkenswerthe  Klasse  von  Lösungen  der 
Differentialgleichung: 

d*a  _  . ,  /  ö*«        d'a        ö'o  \ 

Fflr  optisch  einaxige  Medien  sind  die  allgemeinsten 
Lösungen  der  Elasticit&tsgleichungen  in  gewöhnlichen  rechtwink- 
ligen Coordinaten: 

dS    ,     d'T 


dy        6z  dx  ' 
T  und  S  sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 
^_A. /^ö''',     ^'^    ,     d'T  \ 

dt'  -"  Vd^  +  ~dp~  +  ~dP~J' 
d's         d's  ,    .  /  d's   .  d's  \ 

-dr=^  -dx^  +  ''  yr3^+-d^)^ 

wo  a  und  b  die  Elasticitätsconstanten  sind.  Die  Schwingungen 
in  diesen  Medien  setzen  sich  somit  aus  zwei  Theilen  zusammen, 
deren  ein  von  S  abhangiger  Theil  den  Kugelwellen   entspricht. 
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Führt  man  für  diese  Polarcoordinaten  ein,  so  ergeben  sich  ftr  die 
Schwingangscomponenten  parallel  den  neuen  Coordinaten  Aus- 
drücke, durch  welche  sowohl  die  Schwingungsrichtung,  als  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eindeutig  bestimmt  sind;  letztere 
ist  zugleich  constant  =  b.  Der  zweite^  von  T  abhängige  Theil 
der  Lösung  führt  auf  ellipsoidische  Wellen,  für  die  ähnliche  Ge- 
setze gelten,  wie  für  die  Eugelwellen  in  isotropen  Medien. 

Für  optisch  zweiaxige  Medien  werden  als  Ooordinaten 
concentrische  Kugelflächen  q  =  Cdnst.  und  für  g^  und  p,  ellip- 
tische Kugelcoordinaten  eingeführt.  Die  Elasticitätsgleichungen 
werden  für  diesen  Fall  aus  dem  Hamilton'schen  Frincip  abge- 
leitet, 4ass  die  erste  Variation  des  Integrals 


ß 


dt(:U''T) 


verschwindet,  unter  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems 
verstanden.  Dabei  ist  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die 
zwischen  den  einzelnen  Theilchen  des  elastischen  Mediums  wir- 
kenden Kräfte  eine  Kräftefunction  V  besitzen.  Es  werden  die 
Ausdrücke  für  T  und  V  auf  das  neue  Coordinatensystem  trans- 
formirt  und  dann  aus  dem  Versehwinden  der  ersten  Variation 
des  Hamilton'schen  Integrals  für  die  Elasticitätsgleichungen  eine 
besondere  Form  aufgestellt,  aus  welcher  das  oben  angegebene 
Resultat  für  Wellen  der  Fresnerschen  Vellenfläche  folgt 

Wn. 

E.  Ketteler.  Ueber  den  Einfluss  der  ponderablen 
Molecüle  auf  die  Dispersion  des  Lichts  und  über  die 
Bedeutung  der   Constanten  in   der  Dispersionsformel. 

Berl.  Monat3b.  1870.  137.  Pogg.  Ann.  CXL.  1-53.  177-213.    1870. 

Der  Haupttheil  der  Arbeit  ist  rein  physikalisch;  es  soll  aus 
sämmtlichen  yorhandenen  Beobachtungen  eine  möglichst  voll- 
kommene empirische  Dispersionsformel  abgeleitet  werden.  Die 
Formel,  wenn  auch  empirisch,  ist  doch  von  grossem  theoretischem 
Interesse.    Sie  ist 
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wenn  n  der  Brechungsexponent,  /  die  innere  Wellenlänge  des 
betreffenden  Mediums,  jf,  A^  B,  C  dem  Medium  eigenthümliche 
Constante  sind.  Die  Formel  ist  von  A  ab  mit  den  ersten  Glie- 
dern der  von  Cauchy  theoretisch  abgeleiteten  Dispersionsformel 
identisch.  Das  erste  Glied  K-  /*,  welches  bei  Cauchy  fehlt,  muss, 
wie  der  Verfasser  aus  experimentellen  Daten  abgeleitet  hat,  noth- 
wendig  hinzugefügt  werden.  —  Der  zweite  Theil  der  Arbeit  giebt 
eine  formelle  Interpretation  der  Constanten,  die  von  rein  physi- 
kalischem Interesse  ist.  —  Der  dritte  Theil  endlich  ist  theore- 
tisch. Der  Verfasser  wiederholt  die  hauptsächlichsten  Entwicke- 
lungen  aus  Briefs:  „Essais  sur  la  th^orie  math^matique  de  la 
lumiöre"  (Paris  1869)  Buch  3.  Briot  nimmt  zur  Erklärung  der 
Dispersion  an,  durch  die  Anziehung  der  ponderablen  Molecüle 
sei  der  Aether  innerhalb  der  ponderablen  Körper  ungleichförmig 
vertheilt,  die  Aetherdichtigkeit  sei  daher  eine  periodische  Function 
des  Baumes.  Die  directe  Einwirkung  der  ponderablen  Molecüle 
auf  den  schwingenden  Aether  setzt  er  dagegen  =  0. 

Herr  K.  zeigt  nun,  dass,  wenn  man  diese  letztere  Kraft 
nicht  vernachlässigt,  aus  den  Briot'schen  Gleichungen  sieh  für 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  Formel  ergiebt,  die  der 
Form  nach  völlig  mit  der  obigen  empiiischen  übereinstimmt.  — 
Die  empirischen  Daten  der  vorliegenden  Arbeit  liefern  ein  reiches 
Material  zum  weiteren  Ausbau  der  Theorie.  Wn. 

Challis.     The  dispersion   of  liglit  on  the  hypothesis  of 

undulations.    Phil  Mag.  (4)  XXXVIII.  268-280.  1869. 

Csy. 

M.  KicoüR.    Sur  la  dispersion  de  la  lumifere.  c.  B.  LXIX. 

1231-1233.  1869.    C.  R.  LXX.  115-119.  1870. 

Ohne  Beweis  wird  für  die  Dispersion  des  Lichtes  folgende 
(theoretisch  abgeleitete)  Eormel  mitgetheilt: 
.     Ran        gan 

wö  B  den  Brechungsindex  für  Strahlen  von  der  Wellenlänge  l 
bedeutet;  a  und  q  sind  Constante,  die  von  der  Natur  des  Me- 
diums abhängen.  Wn. 

Forucbr.  d.  Math.  JI.   3.  53 
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P.  Glan.     Ueber  die  Absorption  des  Lichtes.    Pogg.  Add. 

CXLI.  58-83.  1870. 

Nach  einem  experimentellen  Theil  behandelt  der  Verfasser 
das  Problem  der  Absorption  des  Lichtes  auf  Grund  der  Annahme, 
dass  die  Aetherschwingungen  zum  Theil  an  die  Eörpermolecüle 
übertragen  werden.  Diese  Annahme  führt  auf  eine  ähnliche  Dif- 
ferentialgleichung, wie  sie  HelmhoUz  in  seiner  Abhandlung  fiber 
Gombinationstöne  aufgestellt  und  integrirt  hat. 

Ok. 

W.  Veltmann.     Fresnel's  Hypothese  !zur  Ei^klärung  der 
Aberrationserscheinungen.   Aatr.  Nachr.  LXXV.  145-160. 1870. 

W.  Veltmann.     Ueber  die  Fortpflanzung  des  Lichts  in 

bewegten  Medien.    Astr.  Nachr.  LXXVI.  127-144.    1870. 

Die  Erscheinungen  der  Aberration,  deren  Erklärung  durch 
die  Vibrationstheorie  Schwierigkeiten  macht  und  nur  unter  Zu- 
hülfenahme  gewisser  (von  Fresnel  zuerst  aufgestellter)  neuer 
Hypothesen  möglich  ist,  werden  hier  von  folgendem  Gesichts- 
punkte aus  behandelt.  Zwei  Medien,  in  welchen  eine  Wellen- 
bewegung des  Lichts  stattfindet,  bewegen  sich  mit  gemeinsamer 
Geschwindigkeit  parallel  ihrer  Trennungsfläche;  wie  wird  ein 
ursprünglich  zur  Trennungsfläche  senkrechter  Lichtstrahl  modi- 
ficirt?  Zur  Behandlung  dieser  Frage  wird  die  Vorstellung  m 
Grunde  gelegt,  dass  die  Vibrationen  des  Aethers  mit  dem 
Medium,  das  den  Aether  enthält,  ohne  ^sonstige  Veränderung 
fortbewegt  werden,  dass  die  Richtung  dieser  Fortbewegung  die- 
selbe wie  die  des  Mediums  ist,  aber  eine  andere  Geschwindig- 
keit besitzen  kann.  Unter  dieser  Annahme  trifit  der  ursprünglich 
senkrechte  Strahl  die  Trennungsfläche  schief.  Nimmt  man  weiter 
an,  dass  für  die  relativen  Strahlen  das  Snellius*sche  Brechungs- 
gesetz gilt,  so  lässt  sich  daraus  die  Geschwindigkeit  ablei- 
ten,  mit  der  die  Wellenbewegung  an  der  Translationsbewegung 

des  Mediums  theilnimmt,  =  c ^  c.    Hierin    ist    c   die    6e- 

9 
schwindigkeit  der  Translationsbewegung   des  Mediums ,  g  die 
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Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  im  leeren  Räume 
(freien  Äether),  t>  die  in  dem  betrachteten  Medium.  Die  Formel, 
welche  der  mathematische  Ausdruck  der  oben  erwähnten  Fresnel'- 
sehen  Hypothese  ist,  ist  nur  eine  angenäherte  und  gilt  nur, 
wenn  v  sehr  gross  gegen  c  ist  —  Es  wird  dann  dasselbe  Pro- 
blem behandelt  für  den  Fall  eines  die  Trennungsfläche  schief 
treffenden  Strahls,  falls  die  Translationsbewegung  in  der  Ein- 
fallsebene stattfindet.  Das  Resultat  ist  dasselbe  wie  vorher, 
d.  h.  soll  für  die  relativen  Strahlen  das  Brechungsgesetz  gelten, 
so  muss  die  Wellenbewegung  an  der  Translationsbewegung  theil- 
nehmen,  aber  nicht  mit  der  ganzen  Geschwindigkeit,  .sondern 
nur  mit  der  durch  die  obige  Formel  ausgedrückten.  Diese  For- 
mel ist  somit  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für, dass  die  relativen  Strahlen  das  Breehungsgesetz  befolgen; 
die  absoluten  Strahlen  befolgen  das  Brechungsgesetz  nicht.  — 
Das  Resultat  bleibt,  wie  in  der  zweiten  Arbeit  gezeigt  wird,  das- 
selbe, wenn  die  Richtung  der  Translationsbewegung  der  Medien 
auch  in  der  Einfallsebene  liegt. 

An  diese  Untersuchungen  schliessen  sich  Anwendungen  auf 
die  Brechung  an  Linsen  und  Prismen.  Referent  bemerkt  noch, 
dass  Herr  Klinkerfues  in  seiner  Schrift  „Die  Aberration  der  Fix- 
sterne" (Leipzig  1867)  eine  andere  Vorstellung  zu  Grunde  legt, 
indem  er  annimmt,  dass  für  die  Lage  des  geschlängelten  oder 
gebrochenen  Strahls  nur  diejenigen  translatorischen  Bewegungen 
des  Aethers  von  Einfluss  sind,  welche  die  Scheidewand  oder  die 
Dichtigkeit  des  Mittels  ändern.  Danach  würde  die  Beschaffen- 
heit des  Objectivs  eines  Fernrohrs  die  Aberrationsconstante  än- 
dern, was  nach  den  Fresnerschen  Formeln,  die  Herr  V.  behan- 
delt, nicht  der  Fall  ist.  Eine  Entscheidung  zwischen  *  beiden 
Ansichten  scheint  nur  die  Beobachtung  herbeiführen  zu  können. 

Wn. 

E.  Jochmann,  üeber  eine  von  Quincke  beobachtete  Klasse 
von    Beugungserscheinungen    und    über    die  Phasen- 
änderung   der  Lichtstrahlen    bei    totaler    und  metal- 
lischer Reflexion.    Pogg.  Ann.  CXXXVI.  561-588.  1869. 
Herr  Quincke  hat  die  Jnterferenzstreifen   beobachtet ,  die 

53* 
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entstehen,  wenn  Lichtstrahlen  an  der  Hypotenusenfläcbe  einet 
gleichschenklig-rechtwinkligen  Glasprismas  im  Innern  dea  Prismas 
so  reflectirt  werden,  dass  die  Reflexion  theils  an  Laft,  th«k 
an  Metall  (mit  dem  ein  Theil  der  Hypotennsenfläehe  belegt 
ist)  geschieht.  Jochmann  unterwirft  diese  Erscheinimg  der 
Rechnung,  indem  er  nach  dem  Huyghens'schen  Princip  den 
Schwingungszustand  irgend  eines  Punktes  auf  dem  Schirm,  aal 
welchem  die  Beugungserscheinung  beobachtet  wird,  dorch  die 
Summe  zweier  Doppelintegrale  darstellt.  Dieser  Ausdruck  wird 
dann  auf  zwei  bekannte  einfache  Integrale  redueirt,  die  auch  bei 
anderen  Beugungserscheinungen  eine  Rolle  spielen;  Fresnel  hat 
für  diese  Integrale,  die  nicht  in  endlicher  Form  berechnet  werdei 
können,  eine  Tabelle  mit  Hülfe  von  Näherungsformeln  entworfen. 
Aus  d^m  reducirten  Ausdruck  für  den  Schwingungszustand  wird 
die  Intensität  in  dem  beobachteten  Punkte  abgeleitet,  und  darans 
die  Stellen  der  Maxima  und  Minima  der  Intensität.  Um  die 
Werthe  der  letzteren  mit  den  beobachteten  Werthen  yergleiehen 
zu  können,  werden  endlich  aus  den  optischen  Constanten  des 
Prismas  und  der  Metallbelegung  die  Werthe  für  die  Amplituden 
des  an  Silber  und  an  Luft  reflectirten  Strahles,  sowie  der  Phasen- 
Unterschied  beider  Strahlen  berechnet.  Diese  Rechnung  wird 
zuerst  ausgeführt  mit  Hülfe  der  von  Cauchy  gegebenen  Re- 
flexionsformeln, dann  aber  auch  mit  .Hülfe  der  von  Neumann 
aufgestellten  Formeln.  Die  beiden  Resultate  stimmen  mit  den 
Beobachtungen  gut  überein.  Diese  geben  daher  keine  Entschei- 
dung darüber,  welche  von  den  beiden  Lichttheorien  den  Vorzug 
verdient,  d.  h.  ob  man  mit  Fresnel  und  Cauchy  annehmen  muss, 
dass  die  Schwingungen  des  polarisirten  Lichtes  senkrecht  zur 
Polarisationsebene,  oder  mit  Neumann,  dass  sie  in  der  Polalisa- 

tionsebene  stattfinden.  Wn. 

I 

E.  LoMMEL.    Die  Fraunhofer'schen  Beugungserscheinun- 
gen in  elementarer  Darstellung.    Schlömiich  z.  xiv.  14I. 

1869. 
Während   in   den   bekannten  Darstellungen  der  Beugungs- 
erscheinungen zunächst  der  Intensitätsausdruck  für  einen  beli^ 
bigen   Bildpunkt    durch    weitläufige   Summationen    oder    durch 
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Integralrechnung  aufgestellt  und  durch  dessen  Discussion  die 
Erscheinung  abgeleitet  wird,  verzichtet  die  vorliegende  synthe- 
tische Darstellung  auf  die  Herstellung  des  allgemeinen  Ausdrucks 
der  Intensität  und  betrachtet  die  geometrische  Seite  der  Erschei- 
nung, sowie  die  geometrischen  Grtlnde  für  das  Gesetz  der  Inten- 
sitätsvertheilung.  Diese  Darstellung  gewährt  einen  grösseren 
Einblick  in  die  Entstehung  der  Erscheinung  und  bildet  gewisser- 
maassen  eine  Ergänzung  der  analytischen  Darstellung.  Es  lässt 
sich  auf  diesem  Wege  sowohl  die  Construction  der  Beugungs- 
bilder für  die  wichtigsten  Fälle  ableiten,  als  auch  die  Intensität 
in  den  hauptsächlichsten  Punkten  des  Bildes.  Dem  Inhalte  nach 
giebt  die  vorliegende  Arbeit  hauptsächlich  eine  elementare  Dar- 
stellung der  Resultate,  die  Schwerd  in  seinem  bekannten  Werke 
über  die  Beugungserscheinungen,  analytisch  abgeleitet  hat.  Zum 
Schluss  wird  der  Satz  abgeleitet,  dass  der  Beugungswinkel  für 
einen  bestimmten  Bildpunkt  ein  Minimum  wird,  wenn  die  Nor- 
male des  Schirmes  denselben  halbirt. 

Wn. 

E.  LoMMEL.     Ueber    die    Anwendung    der   Besserschen 
Functionen  in  der  Theorie  der  Beugung.    Schiömilch  Z. 

XV.  141-169.    1870. 
Siehe  Abschn.  VII.  Cap.  2.  p,  258. 

A.  KuKz,      Berechnung     der     hyperbolischen     dunkeln 
Büschel  in  zweiaxigen  Krystallen.  Schiömilch  z.  XV.  209- 

215.    1870. 

Aus  dem  Schnitt  einer  gegebenen  Wellenebene  mit  der 
Fresnerschen  Elasticitätsfläche  wird  eine  quadratische  Gleichung 
aufgestellt  für  die  Vibrationsazimuthe  der  beiden  der  Wellen- 
fläche zugehörigen  Strahlen,  wobei  die  Krystallfläche  senkrecht 
zur  Mittellinie  der  optischen  Axen  angenommen  wird.  Die  bis- 
her innerhalb  des  Krystalls  betrachteten  Strahlen  erleiden  dann 
noch  eine  Brechung  in  die  Luft,  wobei  nur  nahezu«  senkrecht 
austretende  Strahlen  bertlcksichtigt  werden,  für  die  das  gewöhn- 
liche Brechungsgesetz  gilt.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  alle 
Strahlen,  die  einem  bestimmten  Vibrationsazimuthe  angehöfen. 
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auf  einer  Hyperbel  zu  liegen  scheikien,  deren  Gleichung  in  Polar- 
coordinaten  aufgestellt  wird.  Die  Hyperbel  ist  nur  nahezu  gleidi- 
seitig.  Es  folgen  dann  einige  Transformationen  der  Hyperbel- 
gleichung, sowie  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  fllr  den 
Scheitel  aller  Hyperbeln.  Endlich  werden  für  den  Salpeter  die 
Hyperbeln  wirklich  berechnet.  Wn. 

E.  Reusch.     Constructionen  zur  Lehre  von  den  Haupt- 
und   Brennpunkten   eines   Linsensystems.     Mit  Atlas. 

Leipzig  1870. 
Für  die  Art  und  Weise,  wie  Lichtstrahlen  beim  Durchgang 
durch  ein  System  von  Linsen  ihre  Richtung  ändern,  ist  zuerst 
von  Gauss  in  seinen  dioptrischen  Untersuchungen  durch  Einftlh- 
rung  der  „Hauptpunkte"  eine  einfache  geometrische  Darstellung 
gegeben.  Die  Resultate  der  Gauss'schen  Theorie  sind  dann  von 
Herrn  C.  Neumann  (die  Haupt-  und  Brenn-Punkte  eines  Linsen- 
systems, Leipzig  1866)  auch  auf  elementarem  Wege  entwickeh. 
An  die  Arbeit  von  C.  Neumann  anknüpfend,  giebt  Herr  Reusch 
für  eine  grosse  Zahl  hierher  gehöriger  Aufgaben  eine  graphische 
Behandlung  in  der  Art,  dass  er  mit  Beibehaltung  der  Axen- 
strecken  oder  Abscissen  die  zugehörigen  Ordinaten  [die  ja  für 
Strahlen,  welche  mit  der  Axe  kleine  Winkel  bilden,  nur  sehr 
kleine  Grössen  sind]  in  einem  sehr  vergrösserten  Massstabe  auf- 
trägt. In  der  so  erhaltenen  schematischen  Figur  sind  die  Axen- 
schnitte  von  Linien  identisch  mit  den  wirklichen  Axenschnitten 
des  Linsensystems;  parallele  Gerade  der  schematischen  Figur  ent- 
sprechen parallelen  Geraden  des  Systems  etc.  In  dieser  Art  wird 
zunächst  der  Fall  zweier  brechenden  Medien  behandelt,  die  längs 
einer  sphärischen  Fläche  zusammentreflFen,  und  dann  der  Weg 
eines  beliebigen  Strahls  durch  eine  Reihe  von  brechenden  Medien 
verfolgt,  wobei  sich  die  Hauptpunkte  in  jedem  Fall  in  einfacher 
Weise  ergeben.  Es  folgt  dann  die  Besprechung  der  eigentlichen 
Linsen  und  der  wichtigsten  dioptrischen  Instrumente.  Neben  den 
Constructibne^,  die  mit  grosser  Sorgfalt  ausgeführt  sind,  enthält 
die  Arbeit  auch  die  Aufstellung  der  Grundformeln  und  die  Be- 
rechnung der  Cardinalpunkte  für  gewisse  Hauptfälle. 


• 


Wa. 
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Kramm.     Ueber    die    Brechung    des    Lichtes    in    einem 
System  von  Flächen  zweiter  Ordnung.   Pr.  Marburg  1869. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  Gauss'schen  diop- 
trisehen  Untersuchungen  auf  den  Fall  ausgedehnt,  wo  die 
brechenden  Medien  statt  von  centrirten  Kugelflächen,  von  anderen 
Flächen  zweiter  Ordnung  begrenzt  werden.  Wie  bei  Gauss  die 
Mittelpunkte  sämmtlicher  Eugelflächen  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  so  werden  hier  di^  Hauptaxen  sämmtlicher  Flächen 
als  parallel  angenommen;  eine  der  Hauptaxen  fällt  bei  sämmt- 
liehen  Flächen  in  die  Axe  o?,  so  dass  die  Gleichung  einer  belie- 
bigen Fläche  (auf  den  Scheitel  als  Anfangspunkt  bezogen)  lautet 
ax^'\'bx+  c»'  +  dy'  4-  e  =  0. 

Die  Berechnung  der  Richtung  der  gebrochenen  Strahlen  ge- 
schieht sowohl  bei  einer  brechenden  Fläche,  als  bei  einem 
System  Schritt  flQr  Schritt  wie  bei  Gauss,  indem  nur  Strahlen 
betrachtet  werden,  die  mit  der  xAxe  sehr  kleine  Winkel  bilden. 
In  den  Resultaten  tritt  insofern  eine  Aenderung  gegen  die  Gauss- 
sehen  Resultate  ein,  dass  statt  des  Eugelradius  die  beiden  Haupt- 
krQmmungsradien  im  Scheitel  der  Fläche  in  die  beiden  Glei- 
chungen des  Strahls  eintreten.  Von  den  Resultaten  heben  wir 
folgende  hervor.  Die  Brechung  durch  das  System  kann  (Wie 
bei  Kugelflächen)  ersetzt  werden  durch  die  Brechung  an  einer 
einzigen  Fläche,  verbunden  mit  einer  Verschiebung  des  Strahls 
sich  selbst  parallel.  Ein  von  einem  Punkte  ausgehendes  Strahlen- 
bündel wird  durch  die  Brechung  so  modificirt,  dass  die  aus- 
tretenden Strahlen  zwei  den  Axen  y  und  &  parallele  Brennlinien 
bilden,  die  nicht  durch  denselben  Punkt  gehen.  Aehnliche  Mo- 
dificationen  erleidet  ein  Bündel  paralleler  Strahlen.  Schliess- 
lich werden  die  erhaltenen  Formeln  auf  Cylinderlinsen  ange- 
wandt, und  fUr  diese  die  Abstände  der  Brennlinien  vom  Scheitel 
berechnet.  Wn. 

KuDELKA.     Die  Gesetze  der  Lichtbrechung.    Granert  Arch. 

L.  18-56.  121-157.  241-278.    1869 
Von    dem   Snellius'schen   Breehungsgesetz    ausgehend    ent- 
wickelt der  Verfasser  auf  die  elementarste  und  breiteste  Weise 
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die  geometrischen  Erscheinungen  der  Lichtbrechung  fttr  eine  ebene 
Fläche,  ein  Prisma  und  eine  Eugelfläche.  In  mathematischer 
Beziehung  enthält  die  Arbeit  weder  dem  Inhalt  noch  der  Form 
nach  etwas  Neues;  in  physikalischer  Beziehung  enthält  sie  Un- 
wichtiges; indem  sie  die  Newton'sche  Farbentheorie  umstossen 
und  die  prismatischen  Farben  durch  reine  Contrastwirkungen 
erklären  will.  Wn. 

W.  Graffweg.  Ueber  Linsen,  welche  von  einem  ho- 
mogenes Licht  ausstrahlenden  Punkte  ein  mathema- 
tisch genaues  Bild  geben«    Schiömilch  z.  XV.  311-324.  1870. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Frage :  Welches  muss  die  Grenze 
zwischen  zwei  Medien  von  gegebener  optischer  Dichtigkeit  sein, 
damit  die  von  einem  Punkte  des  einen  Mediums  ausgehenden 
Strahlen  sich  nach  der  Brechung  in  einem  reellen  oder  virtuellen 
Punkte  vereinigen? 

Als  Eesultat  ergiebt  sich  eine  Rotationsfläche  mit  der  Me- 
ridiancuiTe 

mr  +  ns  =  Const, 
wo  r  und  s  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  von  dem 
leuchtenden  Punkte^  resp.  seinem  Bilde,  m  und  r  die  Brechungs- 
indices  beider  Medien  sind.    Ableitung  und  Discussion  des  Re- 
sultats bieten  nichts  Bemerkenswerthes.  Wil 

H.  Zinken,  gen.   Sommer.      Untersuchungen    über    die 

Dioptrik   der  Linsen-Systeme.  Braunschweig,  Vieweg  1870. 

Der  Verfasser  behandelt  im  ersten  Theile  als  Vorbereitung 
die  Theorie  der  Brechung  in  erweiterter  Gauss'scher  Methode, 
indem  er  auch  die  Glieder  der  sphärischen  Abweichung,  die 
Gauss  vernachlässigt  hatte,  berücksichtigt.  Im  zweiten  Theile 
wird  dann  das  Bild,  das  durch  ein  Linsensystem  entsteht,  einer 
eingehenden  Erörterung  unterworfen.  Der  dritte  Theil  behan- 
delt die  umgekehrte  Aufgabe,  die  Berechnung  eines  Systems, 
das  ein  gegebenes  Object  in  vorgeschriebener  Weise  abbilden 
soll,  und  bespricht  die  Mängel,  die  dabei  hervortreten.  Im  vier- 
ten Theile  endlich  wird  die  Lage  des  gebrochenen  Strahles  aus 
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der  des  einfallenden  genau  bestimmt,  d.  h.  mit  Berttoksichtigung 
auch  der  vorher  vernachlässigten  höheren  Glieder  der  sphärischen 
Centralabweichung  etc.,  und  dadurch  werden  Mittel  zur  Correction 
für  die  im  dritten  Theil  besprochene  Aufgabe  gewonnen. 

0. 

E.  Hill.     On  a  practical  method  of  finding  the  magni- 

fying  power  of  a  telesCOpe.    Meesenger  v.  84-85.  1869. 

Beweis,  dass  die  vergrössemde  Kraft  eines  Femrohrs  mit 
Ocular  gleich  ist  dem  Verhältniss  des  Objectivglases  zu  dem 
Durchmesser  des  deutlichen  Bildes,  welches  das  Ocular  giebt. 

Glr.  (0.) 

O.  AiRY.  To  find  the  condition  of  minimum  deviation 
of  a  ray  of  light  passing  througb.  a  prism  composed 
of    a    medium    denser    than    the    original    medium. 

MeBsenger  Y.  88-90.    1869. 

Ohne  Anwendung  der  Differentialrechnung. 

Glr.  (0.) 

W.  V.  Bezold.  Einige  analoge  Sätze  der  Photometrie 
und  Anziehungslehre.    Pogg.  Ann.  CXLL  91-94.   1870. 

Siehe  Abschn.  X.  Gap.  5.  p.  753. 


Capitel  3. 
Elektricität  und  Magnetismus. 

C.  Neumann.     Notizen    zu  einer  kürzlich  erschienenen 
Schrift    über     die    Principien    der    Elektrodynamik. 

Glebsch  Ann.  I.  317-329.    1869. 
Siehe  Fortschr.  d.  Math.  I.  p.  371. 
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W.  Weber,     lieber  einen  einfachen  Ausspruch  des  all- 
gemeinen   Grundgesetzes    der   elektrischen   Wirkung. 

Pogg.  Ann.  CXXXVI.  485-489.  1869. 
Die  Wirkung  zweier  elektrischer  Massen  auf  einander  hat 
nach  dem  Weber'schen  Gesetz  das  Potential: 

1   /rfr> 


^=^(*-^(S)- 


Nennt  man  „Anregung  'zur  Bewegung  bei  relativer  Buhe'^   den 

Ausdruck: ,   dagegen:    „relative  Bewegung   ohne  Anregung 

dr 
zur  Bewegung"  das  Quadrat  von:  —  =  c,   so  ist  das  Potential 

dr 
bei  einer  beliebigen  Geschwindigkeit:  -^   derjenige   Bruehtheil 

des  ersten  Grenzwerths: 

v(-7(^)")' 

der  an  dem  zweiten  fehlt,  da: 

Es  knüpfen  sich  hieran  noch  weitere  Speculationen,  die  in- 
dess  zu  neuen  Ergebnissen  nicht  führen  und,  wie  der  Verfasser 
selbst  zugiebt,  noch  nicht  geeignet  sind,  als  Grundlage  einer 
mathematischen  Theorie  der  bewegten  Elektricität  zu  dienen. 

Ok. 

J.  Stefan.    Ueber  die  Grundfonneln  der  Elektrodynamik. 

Wien  Ber.  LIX.  693-759.  1869.  Carl  Rep.  V.  57-59.  1869. 
Es  ist  bekannt,  dass  das  elektrodynamische  Ampäre'sche 
Grundgesetz  keineswegs  das  einzig  mögliche  ist,  welches  die 
elektrodynamischen  Bewegungserscheinungen  für  geschlossene 
Ströme  übereinstimmend  mit  der  Erfahrung  ergiebt  Schon 
Grassmann  (Pogg.  Ann.  LXIV)  hat  vor  längerer  Zeit  ein  zweites 
aufgestellt,  ohne  dass  bis  jetzt  eine  Entscheidung  zwischen  beiden 
getroffen  werden  konnte.  Stefan  hat  in  der  vorliegenden  Ab- 
handlung die  Frage  von  dem  allgemeinsten  Gesichtspunkt  auf- 
gefasst.    Sein  Zweck  ist,  alle  möglichen  Elementargesetze  auf- 
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Zustellen,  die  alle  fttr  geschlossene  Ströme  zu  demselben  Re- 
sultat führen.  Dabei  ist  zunächst  yon  den  bekannten  Ampöre- 
sehen  Voraussetzungen  diejenige  auszuscheiden,  die  nicht  als 
allgemein  aufzufassen  ist,  nämlich,  dass  die  Wirkung  zweier 
Elemente  dem  Princip  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  folgt. 
Dagegea  wird,  als  durch  die  Erfahrung  bewiesen,  beibehalten, 
dass  es  gestattet  ist,  für  die  Wirkung  eines  Elementes  auf  ein 
anderes  die  Summe  der  Wirkungen  von  3  rechtwinkligen  Com- 
ponenten  des  einen  auf  die  drei  rechtwinkligen  Componenten 
des  anderen,  zu  substituiren.  Bei  der  Entwickelung  dieser  Kräfte 
treten  4  unbekannte  Constanten  in  das  Resultat,  die  nur  einer 
Bedingungsgleichung  zu  genügen  brauchen,  während  eine  zweite 
dieser  Constanten  noch  bestimmt  wird  durch  eine  Wahl  für  die 
Einheit  der  Stromintensität. 

Zwei  der  4  Constanten  bleiben  also  stets  willkürlich,  und 
bei  den  einfachsten  Annahmen  für  dieselben  (nämlich  =  0),  ge- 
langt man  zu  7  verschiedenen  Elementargesetzen,  von  denen 
3  dem  Princip  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  genügen  (hier- 
unter das  Ampere  sehe),  4  dagegen  nicht  (hierunter  das  Grass- 
männ'sche). 

Im  weiteren  Verlauf  der  Arbeit  wird  gezeigt,  dass  keinerlei 
Versuche  mit  geschlossenen  Strömen  für  eines  dieser  Gesetze 
entscheiden  können.  Ok.  . 

Keynard.     Nouvelle    th^orie    des    actions    ^lectrodyna- 

miques.  Ann.  de  Ohem.  et  de  Phys.  (4)  XIX.  272-328.  1870. 

J.  Bertrand.  Rapport  sur  Eeyiiard,  vue  nouvelle  sur  la 
th^orie  des  actions  61ectrodynamique.   c.  R.  Lxviii.  1156. 

1869. 

Reynard  verwirft  ebenfalls  die  Ampire'sche  Hypothese  der 
Anwendbarkeit  des  Princips  von  Wirkung  und  Gegenwirkung 
auf  zwei  Stromelemente,  führt  dagegen  eine  andere,  ebenso 
wenig  bewiesene  ein.  Er  denkt  sich  nämlich  die  elektrodyna«- ' 
mische  Wirkung  übertragen  durch  ein  flüssiges  Medium.  Dann 
muss  die  Besuitante  senkrecht  gegen  das  angegriffene  Element 
stehen.    Hieraus  leitet  er  ein  neues  Grundgesetz  ab,  das  übrigens 
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jiur  eine  Reprodaction  des  Grassmann'schen  GesetzcB  ist    Da^ 
nach  ist  die  Wirkung  von  ds  auf  (W: 

, sin  u'  cos/ti , 

wo  &  der  Winkel  von  ds  mit  der  Verbindungslinie  r,  ft  dagegen 
der  Winkel  von  ds*  mit  der  durch  ds  und  r  gelegten  Ebene  ist 

Er  weist  ferner  die  Uebereinstimmung  der  aus  dem  Gesetze 
sich  ergebenden  Formeln  fttr  geschlossene  Ströme  mit  den  von 
Amp6re  gefundenen  nach  und  sucht  endlich  eine  spezielle  Vor- 
stellung von  der  UebertraguDg  durch  ^slb  flüssige  Medium  zu 
geben,  indem  er  eine  Fortpflanzung  durch  Wirbelbewegungen 
annimmt. 

Bertrand  macht  in  seinem  Bericht  über  diese  Arbeit  darauf 
aufmerksam,  dass  schon  Gauss  (t.  V.  p.  618)  eine  ähnliche  Um- 
wandlung des  Ampöre'schen  Gesetzes  vorgenommen  hat. 

Ök. 

H.Helmholtz.  Über  die  Bewegungsgleichungen  derElek- 
tricität  für  ruhende  Körpen  Borchardt  J.  LXXU.  57-129. 1870. 

Bei  der  Anwendung  der  aus  dem  Weber'schen  Grundgesetze 
abgeleiteten  Bewegungsgleichungen  der  elektrischen  Ströme  auf 
eine  neue  Aufgabe  der  Elektrodynamik  ergaben  sich  physikalisch 
unzulässige  Folgerungen.  Eine  genauere  Untersuchung  zeigte, 
„dass  der  Grund  davon  in  den  Principien  der  Theorie  stecke, 
dass  nämlich  nach  den  Folgerungen  aus  der  Weber'schen  Theorie 
das  Gleichgewicht  der  ruhenden  Elektricität  in  einem  leitenden 
E(5rper  labil  sei,  und  dass  deshalb  die  darauf  gegründete  Theorie 
die  Möglichkeit  von  elektrischen  Strömen  anzeige,  die  zu  immer 
grösser  werdenden  Werthen  der  Strömungsintensität  und  der 
elektrischen  Dichtigkeit  fortschritten.^'  Es  scheine  daher  das 
Weber'sche  Gesetz  ftlr  die  Wirkung  elektrischer  Theilchen  auf 
einander  unzulänglich  zu  sein;  ausserdem  widerspreche  es  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  insofern,  als 
zwei  elektrische  Theilchen,  die  sich  nach  dem  Gesetze  bewegen  und 
mit  endlicher  Geschwindigkeit  beginnen,  in  endlicher  Entfernung 
von  einander  unendliche  lebendige  Kraft  erreichen  und  also  eine 
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unendlieh  grosse  Arbeit  leisten  können.  Verfasser  geht  in  seinen 
Untersuchungen  über  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektricität 
von  einem  Ausdrucke  fttr  das  Potential  zweier  Stromelemente 
aus,  welcher  eine  unbekannte  Constante  x  enthält  und  welcher 
die  sämmtlichen  bisher  bekannten  Ausdrücke  fllr  das  Potential 
als  specielle  Fälle  in  sich  begreift. 

Bezeichnen  wir  mit  Ds  und  Da  die  Elemente  der  Länge 
zweier  linearen  Leiter  s  und  <y,  init  {Ds,  Da)  den  Winkel,  wel- 
chen die  Richtungen  beider  mit  einander  bilden,  mit  r  ihre  Ent- 
fernung, mit  t  die  Intensität  des  Stromes  in  s,  mitj  diejenige 
in  a,  so  ist  das  Potential  der  beiden  Stromelemente  gleich: 

-  i^'  —  [(*+*)  cos  {DSjDg)  +  (1  -Ä)  cos  (r,Ds)  cos  (r,Da)y 

'DsDa. 

Darin  ist  A^  eine  Constante,  deren  Grösse  von  dem  zur 
Messung  der  Stromstärke  gebrauchten  Maasse  abhängt.  Für  k=l 
geht  dieser  Ausdruck  in  den  von  F.  E.  Neumann  gebrauchten 
über,  für  k=0  in  den  von  Cl.  Maxwell,  für  ä=  — 1  in  den  von 
Weber, 

Der  zweite  Paragraph  der  Abhandlung  enthält  die  Ableitung 
des  elektro-dynamischen  Potentials  für  Ströme,  die  continuirlich 
im  Räume  verbreitet  sind,  sowie  Umformungen  der  gewonnenen 
Ausdrücke,  welche  den  von  KirchhoflF  in  einem  ähnlichen  Falle 
angewandten  Umformungen  analog  sind. 

Sind  u,  f>,  to  die  Componenten  der  elektrischen  Strömung 
in  der  Richtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  a;,  y,  ä,  so  kann 
man  die  Werthe  des  elektrodynamischen  Potentials,  welches  die 
sämmtlichen  vorhandenen  Ströme  in  Bezug  auf  die  Stromcom- 
ponenten  i«,  f>,  w  im  Stromelement  dxdydz  hervorbringen,   der 


Reihe  nach  mit 

-A'-U-u-dxdyds 

—  Ä*-r-vdxdyd» 

—  A*-W'tD-dxdydz 

bezeichnen. 

Ist  r'  =  (x-Ö*  +  (y-,7)'  +  (»-0',  80  ist 
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I+*    •«    ,  i—k    x-^ 


"-///{'- 


2       r    '      2         r» 

und  entsprechend  V  und  W  gleich  einem  ähnlichen  Ausdrucke. 
Unter  dem  Integralzeichen  sind  m,  c,  m?  als  Functionen  von  |,  17,  f 
zu  nehmen,  und  die  Integration  ist  über  alle  Stellen  des  Raumes, 
in  denen  elektrische  Strömungen  vorhanden  sind,  auszudehnen. 
Bezeichnet  man  mit  'P  den  folgenden  Ausdruck: 

80  können,  vorausgesetzt,  dass  'P  einen  endlichen  Werth  bat, 
was  immer  der  Fall  ist,  wenn  nur  endliche  elektrische  Massen 
mit  endlicher  Geschwindigkeit  bewegt  werden  und  diese  sich 
alle  in  endlicher  Entfernung  von  einander  befinden,  f/,  F,  W  auf 
folgende  Form  gebracht  werden: 


U  = 


-fff^äiH^ 


2        dx 
und  entsprechend  V  und  W, 

Es  wird  dann  bewiesen,  dass  sowohl  IP,  lA,  F,  TF,  als  auch  ihre 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  überall  stetig  sind,  mit 

eventueller  Ausnahme  solcher  Punkte,  in  denen  -^  unendlich  wird, 

wenn  <y?  die  Potentialfunction  der  freien  Elektricität  bezeichnet 
Als  charakteristische  Eigenschaften  der  Functionen  V^  F,  W  erge- 
ben sich  die  folgenden: 


und 


Entsprechend  lauten  die  Gleichungen  fllr  F  und  W. 

Bezeichnet  man  nun  den  Widerstand  eines  prismatischen 
Leiters  von  der  Einheit  der  Länge  und  der  Einheit  des  Quer- 
schnitts mit  X,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektri- 
cität mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  in  dem  Punkte  (^y»)  wir- 
kende elektromotorische  Kraft  zusammengesetzt  ist  aus  derjenigen, 
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die    von    der    elektrostatischen    Kraft    der    freien    Elektricitat 

herrührt  und  femer  aus  der  Inductionskraft,  die  in  der  Richtung 
der  xAxe  gleich  —  -4' -37-   J8t,  folgende: 

d(p        ^,  dU 

(3"-)    {««'  =  - -^-^-dT« 

dz  dt 

Hierin  sind  ü,  V,  W,  (p  zunächst  als  Integrale  gegeben. 
Führen  wir  diese  yier  Grössen  als  Unbekannte  ein,  so  nehmen 
die  Gleichungen  (3**)  die  Form  von  Differentialgleichungen  an. 

Für  solche  Theile  (S)  des  Raumes,  welche  leitend  sind  und 
auf  deren  Inneres  keine  anderen  Kräfte  wirken,  als  die  elektro- 
statischen und  die  iuducirten  elektromotorischen  Kräfte,  gelten 
die  Gleichungen  (3^),  die  mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Form  an- 
nehmen : 

a.)  .p-c.-.)Ä.i;i{^+..^je«. 

In  anderen  Theilen  (S,)  des  Raumes,  in  denen  die  elek- 
trischen Strömungen  als  vorgeschrieben  betrachtet  werden  können, 
und  in  denen  die  Werthe  von  U,  F,  W,  q>  etc.  mit  U^,  V^,  ff,, 
%  etc.  bezeichnet  werden  mögen,  ist 

(I\)     JU,-  (1-&)  ,.£^  =  -  4««.,  etc. 

.Im  ganzen  Baume  (S  +  S,)  gilt  die  Gleichung  (3") 

^"•■'     -d^-^-df^-dT-     ^^T' 

^"•^   dx  +^r+  dz  -   "  dl  • 

Die  Grenzbedingungen  an  mit  Elektricitat  belegten  Flftchen 
1^2  sind,  wenn  +  N  die  nach  aussen  gehende  Richtung  der  Nor« 
male  bezeichnet: 
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(in.)    ü~  r/,  =  F-  Fj  =  ir- if,  =  v-y,  =  0. 

riv^     ^P       dU^  _  dV       dV,  __  dW       dW,  _ 
^^'^     dN        dN  "  dN        dN   "   dN         dN   ~ 

In  unendlicher  Entfernung  von  den  Leitern  und  bewegten 
Massen  muss 

(V.)     l/=  F=IF=<p  =  0 
sein. 

Die  abgeleiteten  Bewegungsgleichungen  sind  im  Inneren  eines 
Leiters  von  gleichmässiger  Beschafifenheit  dieselben  wie  diejenigen 
fllr  verschwindend  kleine  Bewegungen  in  einem  der  Reibung  unter- 
worfenen Gase,  nur  mit  anderen  Grenzbedingungen.  Es  ent- 
sprechen dabei  die  elektromotorischen  Kräfte  den  Geschwindig- 
keiten des  Gases,  die  elektrostatische  Potentialfunction  den 
Druck-  und  Dichtigkeitsänderungen  des  Gases. 

Im  vierten  Paragraphen  wird  der  Beweis  geliefert,  dass, 
wenn  *  ^  0  ist  und  wenn  für  den  Anfang  der  Bewegung  die 
Werthe  von  U,  F,  W  gegeben  sind,  die  Gleichungen  I.  bis  V.  in 
Verbindung  mit  (3)  die  Bewegung  der  Elektricität  vollständig  be- 
stimmen, femer  dass  bei  negativen  Werthen  von  k  das  Gleich- 
gewicht der  ruhenden  Elektricität  in  leitenden  Körpern  ein  labiles 

ist,  und  dass  --p-,  u,  e,  to,  wenn  sie   nicht  von  vornherein  an 

einzelnen  Stellen  unendliche  Werthe  haben,  jedenfalls  mit  der 
Zeit  zu  unendlichen  Werthen  anwachsen  müssen. 

Dass  solche  unendlich  fortschreitenden  Störungen  des  elek- 
trischen Gleichgewichts  wirklich  zu  Stande  kommen  können  bei 
demjenigen  Methoden,  elektrische  Bewegung  hervorzurufen,  die 
uns  zu  Gebote  stehen,  wird  im  §  5  an  einem  Beispiel  gezeigt, 
welches  die  radialen  Bewegungen  der  Elektricität  in  einer  Kugel 
behandelt,  die  durch  Verengerung  und  Erweiterung  einer  äusse- 
ren concentrischen,  mit  Elektricität  geladenen  Kugelschale  her- 
vorgebracht werden. 

Dass  in  den  bisher  von  Kirchhoff,  Jochmann  und  Lorberg 
behandelten  elektrodynamischen  Problemen,  bei  denen  allen  die 
aus  dem  Weber'schen  Inductionsgesetze  abgeleiteten  Bewegungs- 
gleichungen  zu  Grunde  gelegt  wurden,  die  Unzulänglichkeit  jenes 
Grundgesetzes  nicht  zum  Vorschein  gekommen  ist,  liegt  darin^ 
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dass  bei  diesen  Problemen  der  Einfluss  der  Constante  k  ver- 
schwindet. Verfasser  untersucht  im  §  6  allgemein,  indem  er  in 
den  Bewegungsgleichungen  die  von  k  unabhängigen  Theile  von 
den  von  k  abhängigen  trennt^  den  Einfluss  dieser  Constante  auf 
etwaige  ausführbare  Versuche.  §  7  enthält  eine  Anwendung  der 
Bewegungsgleichungen  auf  das  Problem  der  Bewegung  der  Elek- 
tricitat in  einem  unendlich  langen  Cylinder  von  kreisförmiger 
BasiSy  ein  Problem,  das  in  der  Praxis  bei  der  Anwendung  eines 
sehr  langen  Drahtes  annähernd  eine  Verwendung  findet. 

Seit  Faraday's  Entdeckung,  dass  bei  weitem  die  meisten 
Stoffe  magnetisirbar  sind,  und  dass  auch  ein  der  magnetischen 
Polarisation  ähnlicher  Zustand  von  dielektrischer  Polarisation  in 
den  elektrischen  Isolatoren  vorkommt;  ist  es  nicht  mehr  gestattet, 
die  elektrostatischen  und  elektrodynamischen  Wirkungen  als  reine 
Wirkungen  in  die  Ferne  zu  betrachten.  Daher  wird  in  dem 
letzten  Thejle  der  Abhandlung  der  Einfluss  erörtert,  den  die 
zwischen  den  durchströmten  Leitern  liegenden  und  sie  umge- 
benden Isolatoren  haben  können^  da  etwaige  Veränderungen,  die 
in  ihnen  vorgehen,  auf  die  Ausbreitung  der  inducirenden  Wir- 
kungen gewiss  von  Einfluss  sein  werden.  In  Bezug  auf  die 
Durchfuhrung  dieses  Gedankens  im  Einzelnen  verweise  ich  auf 
die  Abhandlung.  Ht. 

J.  MoüTiER,  Sur  les  attractions  et  r^pulsions  des  corps 
^lectriques  au  point  de  vue  de  la  th^orie  m^canique 
de   r^lectricit^.    Ann.  de  Cb.  et  de  Ph.  (4)  XVI.  108-139.  1869. 

Nachdem  der  Verfasser  mehrere  neue  Versuche  besprochen 
hat,  die  Annahme  einer  Fernwirkung  elektrischer  Massen  zu 
umgehen  und  in  anderer  Weise  das  Coulomb'sche  Grundgesetz 
zu  erklären,,  bringt  er  selbst  folgende  Hypothese  mit  demselben 
Zweck.  Denkt  man  sich  den  Aether  eines  Körpers  zwischen 
seinen  Molecülen  durch  irgend  eine  Ursache  in  einen  Zustand 
von  Verdichtung  gebracht,  der  denjenigen  der  Umgebung  über- 
steigt, so  soll  dies  mit  einer  positiven  Elektrisiruüg  identisch  sein. 
Ebenso  umgekehrt.  —  Den  Ausgleich  mit  dem  umgebenden 
Mittel  denkt  sich  der  Verfasser  als  eine  Reihe  von  Stössen  der 

Forlsclir.  d.  Math.  U.   3.  54 
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ungleich  dichten  Aetherma8sen  und  wendet  daher  die  Gleichun- 
gen des  Stosses  elastischer  Körper  an. 

Für  zwei  kleine  Kugeln,  die  verschieden  oder  gleich  elektri- 
sirt  sind,  gelangt  man  zu  einem  Ausdruck  für  ihre  Anziehung 
oder  Abstossung,  die  identisch  mit  dem  Coulomb'schen  Gesetz  ist. 

Ok. 

P.  Frost.     Electro-Dynamics.  Quart,  j.  xl  47-57,  77-78.  m- 

144.  1870. 
Ausgehend  von  dem  Ampöre'schen  Gesetz  giebt  der  Ver- 
fasser eine  Ableitung  der  Formeln  für  die  Wirkung  unendlich 
kleiner  Ströme  auf  einander,  eines  Solenoids  auf  einen  Strom, 
und  endlich  den  Nachweis,  dass  es  gestattet  ist,  kleine  geschlos- 
sene Ströme  durch  Magnete  zu  ersetzen.  Ok. 

L.  Lorenz.     Zur  Moleculartheorie  der  Elektricitätslelii-e. 

Pogg.  Ann.  CXL.  644-647.     1870. 

Die  Arbeit  behandelt  die  Bestimmung  der  oberen  Grenze 
für  die  Anzahl  der  Molecüle,  die  in  einem  Milligramm  Wasser 
enthalten  sind.  Die  Zersetzung  des  Wassers  durch  den  elektri- 
schen Strom  dient  dabei  als  Ausgangspunkt.  Als  Resultat  findet 
sich  die  Anzahl  <  1360-  W.  Ok. 

J.   Seeger.     Ueber    die    Gleichgewiclitsvertheilung    der 
statischen    Elektricität    auf  drei    oder    vier   leitenden 

Kugeln.     Bonn.  1868. 

Die  Aufgabe,  die  Vertheilung  elektrischer  Massen  auf  zwei, 
sich  gegenseitig  inducirenden  Kugeln  zu  bestimmen,  ist  zuerst 
von  Poisson  gelöst  worden.  Nach  ihm  hat  man  diese  Aufgabe 
sehr  vereinfacht  durch  Anwendung  von  zwei  Methoden,  deren 
eine  die  „sphärische  Spiegelung"  ist,  während  die  andere,  von 
Murphy  zuerst  angewandte,  als  „abwechselnde  Influenz"  bezeich- 
net werden  kann.  Mit  Hülfe  dieser  beiden  Methoden  giebt  der 
Verfasser  zuerst  eine  Methode,  die  gegenseitige  Influenz  einer 
beliebigen  Anzahl  beliebig  mit  Elektricität  geladener  Flächen  zu 
bestimmen^  indem  er,  der  Beihe  nach,  je  eine  Fläche  auf  alle 
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übrigen  inducirend  wirken  lässt.  In  derselben  Weise  wird  die 
Aufgabe  dann  fttr  drei  und  fQr  vier  Kugeln  gelöst.  Bei  der  In* 
fluenz  zweier  Kugeln  auf  einander  kann  man  bekanntlich  die 
Wirkung  der  Kugeln  nach  Aussen  ersetzen  durch  zwei  Gruppen 
elektrischer  Punkte  auf  der  Centrale  der  beiden  Kugeln.  Dem 
entsprechend  findet  der  Verfasser,  dass  die  gegenseitige  Wirkung 
von  drei  Kugeln  ersetzt  werden  kann  durch  Gruppen  elektrischer 
Punkte,  welche  auf  den  Segmenten  von  Kreisen  liegen,  welche 
alle  als  gemeinsame  Ebene  die  Ebene  der  drei  Kugelmittelpunkte 
haben.  Bei  vier  Kugeln  findet  man,  dass  die  zu  snbstituirenden 
Punktgruppen  auf  Stücken  von  Kugelschalen  liegen  müssen. 

Die  Berechnung  dieser  Punktgruppen  lässt  sich  auf  ver- 
schiedene Weisen  durchführen.  Ok. 

J.  LoscHMiDT.     Ableitung  des  Potentials  bewegter  elek- 
trischer Massen   aus    dem   Potential   für   den  Kuhe- 

ZUStand.     ScUömilch  Z.  XIY.  141-147.    1869. 

Eine  Abhandlung  von  rein  physikalischem  Interesse.  Sie 
behandelt  die  Ableitung  des  Potentials  zweier  elektrischer  Massen 
aus  einer  allgemeinen  Hypothese  über  die  elektrische  Wirkung, 
(cf  Riemann.  Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik.  Pogg.  Ann. 
CXXXI.  237.)  Ht. 

P,  VoLPiCELLi.     Della  distribuzione  elettrica  sui  condut- 

tori  isolati.    Brioschi  Ann.  (2).  UI.  249-268.    1869. 

Die  vorliegende  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Theile.  In  dem 
ersten  wird  durch  einfache  Betrachtungen  nachgewiesen,  dass 
die  Yertheilung  der  Elektricitat,  die  man  einem  isolirten  Leiter 
mittheilt,  auf  demselben  stets  eine  constante  ist;  in  dem  zweiten 
Theile  wird  dieser  Beweis  auf  ein  System  von  isolirten  Leitern 
ausgedehnt,  also  gezeigt,  dass  die  elektrische  Yertheilung  auf 
einem  Leiter  auch  dann  eine  constante  ist,  wenn  derselbe  unter 
dem  Einflüsse  anderer  (natürlich  isolirter)  Leiter  steht,  von  denen 
jeder,  ebenso  vrie  er  selbst,  eine  beliebige  Menge  positiver  oder 
negativer  Elektricitat  loitgetheilt  erhalten  hat. 

54* 
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Die  analytischen  Entwickelungen,  grösstentheiU  Anwendun- 
gen bekannter  Sätze  ans  der  Potentialtheorie,  gewähren  Tom 
mathematischen  Standpunkte  aus  kein  hervorragendes  Interesse. 

HU 


Th.  Kötteritzsch.     üeber  die  Vertheilung  der  Elektri- 
cität  auf  Konduktoren.    Schiömiich  z.  xiv.  290-309.    1869. 

Eine  Fortsetzung  der  im  13.  Bde.  p.  120-147  dieser  Zeit- 
schrift abgedruckten  Abhandlung  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  378) 
ttber  die  Frage:  Wie  sind  elektrische  Massen  auf  der  Axe  eines 
Systems  von  Konduktoren  anzuordnen,  welche  von  Rotations- 
flächen mit  gemeinschaftlicher  Rotationsaxe  umschlossen  werden 
und  einander  nicht  einschliessen,  wenn  dieselben  zur  Ermittelung 
der  elektrischen  Dichtigkeit  auf  den  Konduktoren  benutzt  wer- 
den sollen? 

Es  hängt  die  Kenntniss  der  elektrischen  Dichtigkeit  an  irgend 
einer  Stelle  der  Oberfläche  eines  der  gegebenen  Konduktoren  ab 
von  der  Kenntniss  von  q  Functionen  W  (wenn  q  die  Anzahl  der 
Konduktoren  ist),  die  folgende  Eigenschaften  haben: 

1)  Sie  müssen  Functionen  einer  Variablen  fi  und  der  Ab- 
scisse  X  des  Punktes  (xy)  sein,  auf  welchen  das  Poten- 
tial der  zu  bestimmenden  elektrischen  Massenvertheilung 
ausgeübt  wird; 

2)  sie  werden  unendlich  für  jeden  reellen,  ganzzahligen 
Werth  von  ^; 

3)  sie  werden  Null  für  ju  =  +  oo ; 

4)  sie  sind  endlich  und  stetig  für  Werthe  von  ^,  die  nicht 
unter  den  Fall  (2)  gehören,  auch  wenn  fi  eine  komplexe 
Grösse  ist; 

5)  ihre  reellen  Theile  sind  grade,  ihre  imaginären  ungrade 
Functionen  von  fi; 

6)  sie  werden  unendlich,  sobald  ^  =  + 1  •  oo  4-  ^  wenn  /  eine 
endliche  Grösse  bedeutet; 

7)  sie  verschwinden  ftlr  x  (oder  y)  =  +  oo,  /*  endlich; 

8)  das  in  Bezug  auf  ^  von  ihnen  zwischen  den  Grenzen 
-j-oc  und  —00  genommene  Integra]  verschwindet  identiflch. 
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Es  geht  die  s^^  dieser  Functionen,  c«  TF«,  aus  dem  Aus- 
drucke 

dadurch  hervor,  dass  man  in  ihm  y  und  ^  mit  Httlfe  der  auf 
die  Meridiancurve  des  «*^"  Konduktors  bezüglichen  Gleichungen 

yf  =  q>',  (x) 

eliminirt,  femer  fp(^Q)  in  eine  für  das  Intervall  der  Integrations- 
grenzen 2hp  gültige  Fourier'sche  Reihe  entwickelt  und  in  dieser 
EntwickeluBg  statt  des  Stellenindex  n  die  komplexe  Variable  f« 
einführt 

Ftthrt  man  statt  der  Variablen  g  die  Variable  -^  p  ein 
und   entwickelt  fpQ-^o)  ^  «i^o  Fourier'sche  Reihe: 

worin 

bedeutet,  und  setzt  man 

und  berücksichtigt,  dass 

—TT 

ist,  je  nachdem  m'^n  oder  m  =  fi  ist,  so  wird  die  allgemeinste 
und  einfachste  Form^  die  die  Bedingungsform  zur  Bestimmung 
der  Function  Wt  annehmen  kann: 

In  Bezug  auf  die  letzte  Bestimmung  der  Function  W  oder^ 
was  schliesslich  dasselbe  ist,  der  Coefficienten  a^  aus  dieser 
Gleichung  verweise  ich  auf  die  Abhandlung  selbst.    Den  Schluss 
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der  letzteren  bildet  die  Anwendung  des  gewonnenen  allgemeinen 
Resultats  auf  zwei  Beispiele.  Ht. 

G,  Mehlbr.  Ueber  eine  mit  den  Kugel-  und  Cylinder- 
functionen  verwandte  Function  und  ihre  Anwendung 
in  der  Theorie  der  Electricitätsvertheilung.  Pr.  Elbing.  1870. 

Siehe  Abschn,  VII.  Cap.  2.  p.  263. 

J.  LoscHMiDT.  Die  Elektricitätsbe^^egung  im  galva- 
nischen Strome.    Schlömilch  Z.  XIV.  344-347.    1869. 

Die  Auffassung  der  galvanischen  Bewegung  als  eines  Doppel- 
stromes zweier  Flüssigkeiten  macht  es  wahrscheinlich,  dass  die 
Sätze  über  strömende  Elektricität  gewissen  Sätzen  der  Hydro- 
dynamik entsprechen.  Es  wird  der  Nachweis  geliefert,  dass  das 
Ohm'sche  Gesetz  demjenigen  hydrodynamischen  Gesetze  analog 
ist,  welches  in  einem  speziellen  Falle  das  Poiseuille'sche  G-esetz 
heisst;  ferner,  dass  die  Endgleichungen,  welche  Kirchhoff  (cf. 
Ueber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Drähten.  Pogg.  Ann. 
C.  1857  und:  Ueber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Leitern. 
Pogg.  Ann.  CIL  1857.)  für  die  Theorie  des  nicht  constanten  gal- 
vanischen Stromes  entwickelt  hat,  mit  denjenigen  hydrodyna- 
mischen Gleichungen,  welche  fllr  das  Strömen  einer  Flflssigkeit 
durch  ein  System  von  Bohren  bei  nicht  stationärer  Strömung 
gelten,  in  Uebereiustimmung  gebracht  werden  können. 

Ht 
« 
L.  BoLTZMANN.     Ueber  die  elektrodynamische  Wechsel- 
wirkung der  Theile    eines    elektrischen  Stromes   von 

veränderlicher  Gestalt.     Schlömilch  z.  XV.  16-32.  1870.   Wien. 
Ber.  LX.  G9-88.    1869. 

Eine  quantitative  Bestimmung  der  Wechselwirkung  der  Theile 
eines  elektrischen  Stromes  für  den  Fall^  dass  nicht  jeder  der- 
selben bereits  für  sich  einen  geschlossenen  Strom  bildet,  eine 
Fortsetzung  also  der  Weber'schen  Versuche  über  die  Wirkung 
fester  geschlossener  Ströme  auf  andere  feste  geschlossene  Ströme. 

Der  erste  Theil  der  Abhandlung  enthält  eine  Beschreibung 
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des  von  dem  Verfasser  angewandten  Ai)parates.  Es  stellt  der- 
selbe einen  Strom  von  unveränderlicher  Länge,  aber  veränder- 
licher Gestalt  dar,  indem  er  aus  geradlinigen  LeiterstUcken  zu- 
sammengesetzt ist,  die  einen  Rhombus  bilden,  dessen  Winkel 
veränderlich  sind. 

Der  zweite  Theil  enthält  eine  Berechnung  der  Gleich- 
gewichtsfigur des  Apparates,  d.  h.  eine  Berechnung  desjenigen 
Winkels,  den  der  Rhombus  enthalten  muss,  wenn  er  sich  in  allen 
seinen  Theilen  im  Gleichgewichte  befinden  soll  Die  Gleich- 
gewichtsgleichung wird  erhalten,  wenn  man  die  Wirkung  der 
Schwere,  die  Wirkung  des  Erdmagnetismus  auf  jedes  der  vier 
Leiterstticke  und  die  Wirkung  je  zweier  derselben  auf  einander 
berechnet  und  ihre  Summe  gleich  Null  setzt.  Es  ist  diese  Be- 
rechnung aber  bei  der  einfachen  Gestalt  jedes  einzelnen  Leiter- 
stttckes  eine  leichte  Anwendung  des  Biot-Savart'schen  und  der 
Ampöre'schen  Gesetze. 

Der  dritte  Theil  der  Abhandlung  enthält  eine  experimentelle 
Prüfung  des  gewonnenen  Resultates.  Ht 

C.  Neumann.     Ueber   die    oscillirende  Entladung  einer 
Franklin'schen  Tafel.    Gott.  Nachr.  17-26.    1869. 

Verfasser  geht  von  dem  Satze  aus:  (cf.  Gott.  Nachr.  1868. 
234.,  Fortschr.  d.M.  I.  371)  Bei  der  Bewegung  eines  beliebigen 
Punktsystems  wird  die  lebendige  Kraft,  vermehrt  um  das  sta- 
tische und  vermindert  um  das  motorische  Potential^  beständig 
ein  und  denselben  Werth  behalten,  d.  h.  es  wird  fUr  jedes  be- 
liebige Zeitelement  dt 

d  (T4-  U—V)  =  Const.  seiu. 

Befindet  sich  das  System  unter  der  Einwirkung  äusserer 
Kräfte,  so  ist  diese  Formel  zu  ersetzen  durch  die  allgemeinere: 

wenn  S  diejenige  Arbeitsmenge  bezeichnet,  welche  das  System 
in  Folge  jener  äusseren  Einwirkungen  während  der  Zeit  dt  con- 
sumirt. 

Dieser  allgemeine  Satz  wird  auf  die  oscillirende  Entladung 
einer   Leydener  Flasche  oder  Franklin'schen  Tafel   angewandt. 
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Das  Resultat  ist  eine  Differentialgleichung,  welche  bereits  von 
Thomson  (On  transient  electric  currents.  Philos.  Mag.  June  1853) 
und  von  KirehhoflF  (Zur  Theorie  der  Entladung  einer  Leydener 
Flasche.  Pogg.  Ann.  CXXI.  554)  entwickelt  worden  ist. 

Ht. 

R  Lorberg.  Zur  Theorie  der  Bewegung  der  Elektri- 
cität  in  nicht  linearen  Leitern,  Borchardt  J.  LKXI.  53-90. 
1870. 

Die  vorliegende  Abhandlung  besteht  im  Wesentlichen  aus 
zwei  Theilen. 

Der  erste  enthät  eine  Keproduction  und  Umformung  der  aus 
dem  Weber'schen  Grundgesetze  folgenden  KirchhoflTschen  Glei- 
chungen für  die  Bewegung  der  Elektricität,  welche  in  so  fem 
verallgemeinert  werden,  als  die  Elektricität  nicht  als  sich  selbst 
tiberlassen,  sondern  unter  Einwirkung  äusserer,  mit  der  Zeit  ver- 
änderlicher elektromotorischer  Kräfte  stehend  angenommen  wird. 

In  dem  zweiten  Theile  werden  die  allgemeinen  Gleichungen 
auf  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einer  Kugel  angewandt  und 
zwar  auf  die  in  derselben  unter  fortdauernder  Einwirkung  einer 
äusseren  elektromotorischen  Kraft  entstehenden  Induktionsstrome. 
Das  Verfahren,  welches  dabei  eingeschlagen  wird,  ist  im  Wesent- 
lichen dasjenige,  welches  Poisson  in  seiner  Theorie  math.  de  la 
chaleur  Cap.  XI.  anwendet.  Es  wird  dann  der  besondere  Fall 
untersucht,  in  welchem  die  äusseren  elektromotorischen  Kräfte 
Stromkräfte  sind,  deren  Resultante  in  jedem  Punkte  der  Ober- 
fläche parallel  ist.  Die  in  den  folgenden  Paragraphen  5,  6,  7 
behandelten  speciellen  Fälle  der  Strömung  ohne  Einwirkung  einer 
äusseren  elektromotorischen  Kraft,  ferner  der  der  Oberfläche 
parallelen  Strömung  nach  Eilöschen  der  äusseren  elektromoto- 
rischen Kraft  haben  wesentlich  auch  ein  physikalisches  Interesse, 
insofern  als  sie  die  Frage  nach  der  Dauer  der  elektrischen 
Nachwirkung  hervorrufen  und  beantworten. 

In  Bezug  auf  die  Integration  der  Differentialgleichungen  für 
jeden  der  behandelten  speciellen  Fälle  verweise  ich  auf  die  Ab- 
handlung selbst.  Ht. 
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Th.  du  Moncel.     Note  sur  les  accouplements  des  piles 
en  s^ries.     C  R.  LXIX.  668.  1869. 

Th.  du  Moncel.     Note    sur  le  maximum  de  force  des 
^ectroaimants.   c.  R.  LXix.  879-886.   1869. 

Zusätze  zu  früheren  Abhandlungen,  in  denen  der  Verfasser 
die  Fragen  behandelt  hat: 

1)  Wie  sind  die  Elemente  einer  galvanischen  Säule  zusam- 
menzusetzen, wenn  das  Maximum  der  Stromintensität 
erreicht  werden  soll? 

2)  Wie  muss  der  Widerstand  einer  Magnetisirungsspirale, 
relativ  zum  Widerstand  der  übrigen  Kette,  gewählt  werden, 
wenn  man  einen  möglichst  starken  Magnetismus  erreichen 
will?  Ok. 

E.  Betti.     Sopra   la  distribuzione    delle   correnti    elet- 
triche  in  uno  lastra  rettangolare.   Nuovo  Cimento  (2)  lll. 

1870. 
Zweck  dieser  Note  ist  die  Bestimmung  der  Art,  in  der  ein 
elektrischer  Strom  in  einer  rechteckigen  Platte  von  vollständig 
leitender  Masse  vertheilt  ist,  wenn  die  Pole  der  Kette  in  den  Hal- 
birungspunkten  zweier  gegenüberliegender  Seiten  liegen.  Der 
Herr  Verfasser  bestimmt  dazu  den  Charakter  der  Potentialfunction 
auf  dem  Umfang  und  im  Innern  der  Platte.  Diese  Function  ist 
der  reelle  Theil  einer  Function  mit  complexen  Variabein,  die 
gewissen  Bedingungen  genügt,  durch  welche  sie  im  ganzen  Recht- 
ecke völlig  bestimmt  ist.  Ist  6  die  Länge  der  Seiten,  in  denen 
die    Pole   sich    befinden,    a    die  Länge    der    beiden   anderen; 

h  K^ 

■o^—fT  das  Verhältniss  der  vollständigen  elliptischen  Integrale 

erster  Art,  die  k  zum  Modul  haben,   so  ist  die  gesuchte  Poten- 
tialfunction der  reelle  Theil  von  A\ogdu(z^k),  wo  A  constant, 

Jg.  (O.) 

G.  Kirchhoff.     Zur  Theorie  des  in  einem  Eisenkörper 
inducirten  Magnetismus.    Pogg.  Ann.  Suppl.  v.  1-15.   1870. 

Die  Arbeit  behandelt  2  interessante  elektromagnetische  Probleme: 
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1)  Ist  ein  geschlossener  Eisenring  von  einer  Magnetisirunga- 
spirale  umgeben,  so  übt  er  nach  Aussen  keine  magnetische 
Wirkung  aus.  Ist  aber  eine  zweite  Drahtspirale  um  den  Eisen- 
ring gelegt,  so  wird  in  derselben  beim  Schliessen  und  OeflFnen 
des  magnetisirenden  Stromes  ein  Inductionsstrom  erregt.  In 
einem  speziellen  Fall  kommt  man  zu  einem  sehr  einfachen 
Ausdruck  fllr  die  elektromotorische  Kraft  dieses  Inductions- 
stromes. 

2)  Fliesst  ein  elektrischer  Strom  durch  eine  Eisenmasse,  so 
bietet  die  Berechnung  der  magnetisirenden  Kraft  dieses  Stro- 
mes eine  gewisse  Schwierigkeit,  weil  es  für  dieselbe  kein  Po- 
tential giebt. 

Trotzdem  lässt  sich  das  gestellte  Problem  lösen  und  man 
gelangt  zu  einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Stromdichtig- 
keiten und  magnetischen  Momenten  irgend  eines  Punktes  der 
Eisenmasse.  Die  Resultate  werden  schliesslich  auf  einen  Eisen- 
cylinder  angewandt.  Ok. 

E.  Weyr.     üeber  die  Curve  der  grössten  und  kleinsten 
electromagnetischen  Wirkung.  Prag.  Ber.  1869.  59-63. 

Lässt  man  zwischen  zwei  Punkten  M^y  M^  einer  Curve  einen 
elektrischen  Strom  von  der  Intensität  Eins  fliessen,  so  übt  der- 
selbe auf  einen  Punkt  0  in  der  Ebene  der  Curve,  in  welchem 
die  magnetische  Masseneinheit  concentrirt  ist,  eine  Kraft  aus, 
deren  Richtung  normal  zu  der  Ebene  des  Stromes  ist. 

Der  Ausdruck  für  die  von  einem  Stromelement  auf  0  aus- 
geübte Kraft  ist,   wenn  q>  und  r  Polarcoordinaten  sind,    deren 

Pol  0  ist,  — ^.    Die    Gesammtwirkung    des    Stromes   auf   den 

Punkt  0  wird  also  durch  das  Integral  dargestellt 

r<p*  dq> 

Es  soll  nun  unter  allen  Curven  von  gegebener  Länge  L, 
welche  zwischen  den  beiden  festen  Punkten  M^  und  3/,  einge- 
schaltet werden  können,  diejenige  gefunden  werden,  für.  welche 
der   durchfliessende  Strom   auf  den  Punkt  0   die  grösste   oder 
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kleinste  Wirkung  austtbt.    Es  soll  also  diejenige  Gurve  bestimmt 
werden,  fttr  welche 

max. 


9i 

ist,  während 


"      J        r        Im"»- 


Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass 

ein  max.  oder  min.   werden   soll,    x  bedeutet   eine   Constante, 
deren  Bestimmung  aus  dem  Problem  selbst  hervorgeht.  Setzen  wir 

dr  "' 

—  *-  =  ? 
dtp  *' 

so  ist  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Curve: 

dtp  ' 

oder  entwickelt: 

X   _        dgp'  \d(p  /       

'^'    ['•+(^)T    ' 

oder  endlich,  wenn  wir  den  Krümmungsradius  der  üurye  mit  q 

bezeichnen: 

xp  =  r'. 

In  dieser  Form  stellt  die  Gleichung  den  merkwürdigen  Satz  dar, 

dass   der  Krümnrangshalbmesser   der  Curve   der  grössten   oder 

kleinsten  elektromagnetischen  Wirkung  in  jedem  Punkte   dem 

Cubus   des  Sadiusveetor   proportional  ist    Die  Integration   der 

Gleichung 
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aq> 
wird  ohne  Schwierigkeit  aasgeflihrt;  sie  liefert 

oder  mit  Hülfe  partieller  Integration 

dr 

Setzt  man  für  V  und  P^  die  betreffenden  Werthe  ein,  so  erhält 
man  leicht: 


n  dr 

'    er  —  X 


/rV 

cr  —  x 


Ht. 


E.  DU  Bois-Reymond.     Die  aperiodische  Bewegung  ge- 
dämpfter Magnete.    Berl.  Monataber.  1869.  807-852.    1870.  537. 

Die  Differentialgleichung: 

d*a?  dx 


dt*   ^'     dt 
liefert  bekanntlich,  je  nachdem 

eine  Exponentialfunction  oder  eine  trigonometrische  Function. 
Da  diese  Differentialgleichung  die  Schwingungen  eines  Hagnets 
bei  kleinen  Amplituden  darstellt,  so  lassen  sich  theoretisch  zwei 
verschiedenartige  Bewegungen  voraussehen:  die  gewöhnlichen 
Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage,  oder  die  aperiodische 
Bewegung,  d.  h.  nach  Verschwinden  einer  ablenkenden  Kraft  die 
asymptotische  Annäherung  an  die  Gleichgewichtslage.  Den 
letzteren  Fall  hat  der  Verfasser  experimentell  verwirklicht.  Er 
discutirt  ausserdem  die  Bewegungserscheinungen  ftlr  diesen  Fall 
unter  verschiedenen  Anfangszust&nden,  d.  h.  bei  verschiedenen 
Ablenkungen,  und  Anfangsgeschwindigkeiten,  aus  denen  die 
Constanten  des  Integrals  zu  bestimmen  sind. 

Eine  sehr  ausführliche  Erörterung  erfährt  die  folgende  Frage: 
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Denkt  man  sich  einen  aperiodisehen  Magnet  aus  einer  grossen 
Ablenkung  zurttckfallend,  wird  er  den  Nullpunkt  überschreiten 
oder  nicht?  Nachdem  bereits  in  der  ersten  Abhandlung  diese 
Frage  experimentell  und  theoretisch  dahin  entschieden  ist,  dass 
eine  Geschwindigkeit,  die  der  Magnet  allein  der  zurückftlhrenden 
Kraft  des  Erdmagnetismus  verdankt,  ihn  nie  über  denselben  hin- 
ausfahren kann,  wird  dasselbe  Problem  in  der  zweiten  Abhand- 
lung nochmals  und  allgemeiner  gelöst.  Es  wird  nämlich  zu- 
nächst die  Differentialgleichung  als  gtlltig  auch  noch  für  unend- 
lich grosse  «Werthe  von  x  und  t  vorausgesetzt  und  daraus  eine 
Anzahl  Beziehungen  hergeleitet  zwischen  der  Ablenkung  x,  der 

dx 
Geschwindigkeit  --^  und  der  Zeit  L  An  sich  giebt  diese  Be- 
trachtung Verhältnisse,  die  mit  den  Bedingungen  des  Versuchs 
nicht  übereinstimmen;  wohl  aber  ist  es  möglich,  denselben  inner- 
halb gewisser  Zeitgrenzen  zu  genügen.  Man  gelangt  durch  diese 
verallgemeinerte  Betrachtung  zu  denselben  Resultaten,  wie  in  der 
ersten  Abhandlung.  Ok. 

Linder.     Sur  le  magn^tisme  terrestre.     M6id.  de  Bordeaux 

VII.  XXXIX. 


Denkt  «man  sfch  an  irgend  einem  Beobachtungsort  die  Incli- 
nationsnadel  bis  zu  der  Ebene  des  Erdaequators  verlängert,  so 
entsteht  eine  Gurve  in  derselben,  wenn  die  Inclinationsnadel  ihre 
Richtung  verändert.  Nach  der  Angabe  des  Verfassers,  sollen 
diese  Gurven,  soweit  bis  jetzt  die  Beobachtungen  reichen,  annä- 
hernd Ellipsen  sein.  Auf  Grund  dieser  Bemerkung  sucht  er  den 
Erdmagnetismus  zu  erklären  durch  Annahme  zweier  magnetischer 
Pole  im  Innern  der  Erde^  welche  ebenfalls  Gurven  zweiten  Gra- 
des beschreiben,  und  deren  Verbindungslinie  beweglich  und  nicht 
parallel  der  Erdaxe  ist.  Bei  weiterem  Eingehen  auf  den  Ver- 
lauf der  Isoclinen  und  Isogonen  sieht  sich  der  Verfasser  indess 
gezwungen  noch  weitere  lokale  magnetische  Kräfte  anzunehmen, 
die  ihren  Sitz  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  haben. 

Ok. 
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R.  Most.  Ueber  die  Beziehung  der  Pole  zur  magne- 
tischen Vertheilungscurve.  Pogg.  Ann.  CXXXVL 137-140. 186». 

Methode,  die  Pole  eines  Magnets  durch  geometrische  Con- 
struction  zu  finden.  Ok. 

J.  Clerk  Maxwell.  On  reciprocal  diagrams  in  space. 
and  their  relation  to  Airj's  function  of  stress.  Pro«. 
of  S.  M.  S.  IL  58-60,    1869. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  5.  p.  621. 

Faye.  Sur  le  log  k  boussole  h,  propos  du  naufrage  du 
Glenorchy.    0.  E.  LXix.  779.  1869. 

Faye,     Seconde  Note  sur  le  log  k  boussole.    c.  R.  lxtx. 

841-845.    1869. 
Von  mathematischem  Interesse  ist  in  den  beiden  Noten  nur 
die  Bemerkung,  dass  die  durch  das  Eisen  der  Schiffe  yerursachte 
Störung  der  Declination  der  Gompassnadel  sich  durch  die  ersten 
Glieder 

l'-^=ao  +  a,8in(|-f^J-fa,sin2(|  +  ^)  +  ... 
einer  Fonrier'schen  Beihe  mit  hinreichender  Annäherung  dar- 
stellen lasse.  I  und  ^  sind  die  Ablesungen  ^m  Compasskreise, 
welche  der  wahren  und  der  gestörten  Richtung  der  Nadel  ent- 
sprechen, die  übrigen  Grössen  sind  Constanten,  welche  von  der 
Lage  des  Beobachtungsortes  und  dem  magnetischen  Zustande 
des  Eidens  im  Schiffe  abhängen.  B. 
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G.  Hoffmann.     Physikalische    Studien.     L    Ueber    die 
thermische  Molecularbewegung,  Pr.  Dresden.  I870. 

Historische   Besprechung    der  Arbeiten   von   Redtenbacher, 
Clausius  und  Fuschl  („Das  Strahlungsrermögen  der  Atome,  als 
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Grund   der  physikalischen   und  chemischen  Eigenschaften   der 
Körper.'O  Wn. 

W.  C.  WiTTWER.      Entwurf    einer    Theorie    der    Gase. 

Schlömilch  Z.  XIV.  81-96.  1869. 
Fortsetzung  der  Untersuchung  über  die  Consequenzen  der 
vom  Verfasser  im  Jahre  1868  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  349-350) 
aufgestellten  Hypothese  llber  die  Einwirkung  und  Anordnung  von 
Massentheilchen  und  Aethermolecülen ,  namentlich  in  Beziehung 
auf  Gase.    Mathematisches  Interesse  bietet  die  Arbeit  nicht. 

0. 

Chaucourtois.     De  Vinterpretation   des   imaginaires    en 
Physique  math^matique.     C.  R.  LXYiii.  127-131.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  den  Satz  auf:  Stellt  man  die  Geschwin- 
digkeit, die  ein  Körper  durch  die  Wirkung  der  Schwerkraft  er- 
langt, durch  reelle  Grössen  dar,  so  sind  die  das  plötzliche  Auf- 
hören der  Bewegung  begleitenden  Wärmeerscheinungen  durch 
imaginäre  Grössen  darzustellen;  und  für  diesen  Satz  wird  fol- 
gender Beweis  gegeben.  Es  sei  v  die  Geschwindigkeit,  m  die 
Masse  eines  fallenden  unelastischen  Körpers,  so  ist  mv^  die  le- 
bendige Kraft  der  Bewegung.  Hört  diese  Bewegung  plötzlich 
auf,  so  setzt  sich  die  lebendige  Kraft  in  Wärme  um.  Bei  der 
Wärmebewegung  sei  to  die  Geschwindigkeit  eines  MolecUls  jtt, 
80  ist  ^fito*  die  lebendige  Kraft  dieser  Bewegung.  Die  alge- 
braische Summe  der  beiden  lebendigen  Kräfte  soll  nun  gleich 
Null  sein,  woraus  fttr  w  ein  rein  imaginärer  Werth  folgt.  Diese 
Schlussfolge  scheint  auf  einem  Missverständniss  des  Satzes  von 
der  lebendigen  Kraft  zu  beruhen;  die  richtige  Anwendung  des 
Satzes  kann  höchstens  mv^  =  2!f^^^  ergeben. 

Was  der  Verfasser  sonst  über  die  Anwendung  des  Imagi- 
nären in  der  mathematischen  Physik  sagt,  so  mag  in  manchen 
Fragen  die  Einführung  des  Imaginären  von  formellem  Vortheil 
sein,  indem  dadurch  zwei  Gleichungen  in  eine  einzige  zu- 
sammengezogen werden  können.  Aber  Sätze  aufzustellen, 
wie  den  folgenden;   „Die  Imponderabilien  in  der  Physik  sind 
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das   Imaginäre  in   der  Mathematik**,   erscheint  mindestenfl  als 
zwecklos,  ^^* 

Colnet-d'Huart.     Memoire  sur  la  th^orie  math^matique 
de  la  chaleur  et  de  la  lumifere.    Luxembourg.    1870. 

Siehe  Abschnitt  XL,  Cap.  2.  p.  780. 

F.  Mohr.    Allgemeine  Theorie  der  Bewegung  und  Kraft, 
als  Grundlage  der  Physik  und  Chemie,  Branivschweig.  1869. 

Die  vorliegende  Darstellung  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung 
der  Kraft  und  seiner  Anwendungen  ist  durchaus  populär  gehalteo. 
Es  finden  sich  in  derselben  daher  keinerlei  mathematische  Aus- 
führungen, gegen  welche  der  Verfasser  mehrfach  ein  gewisses 
Misstrauen  an  den  Tag  legt.  Derselbe  befleissigt  sich  dagegen 
einer  originellen  Form  des  Ausdrucks,  wobei  es  an  einer  scharfen 
Kritik  anderer  Darstellungen  nicht  fehlt  Doch  müssen  wir  hin- 
zufügen, dass  auch  der  Herr  Verfasser  schwerlich  mit  allen  seinen 
Behauptungen  und  Definitionen  wird  auf  allgemeine  Zustimmung 
rechnen  können.  Ok. 

R.  Most.     Ein   einfacher   Beweis    des  zweiten  Wärme- 
gesetzes. Pogg.  Ann.  CXXXVI.  140-143.   1869. 

L.  BoLTZMANN.     Bemerkung    zu    der    Abhandlung   des 
Herrn  Most:  „Ein  Beweis  des  zweiten  Wärmegesetzes.'* 

Pogg.  Ann.  CXXXVII.  495-496.    1869. 

R.  Most.     Entgegnung  auf  die  Bemerkung  des  Herrn 

L.  Boltzmann.     Pogg.  Ann.  CXXXVllI.  566-570.  1869. 

L.  Boltzmann.     Erwiderung  an  Herrn  Most.   Pogg.  Ann. 

CXL.  635-644.  1870. 

Der  Versuch  Most's  einen  möglichst  einfachen  Beweis  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  liefern, 
hat  eine  Discnssion  zwischen  ihm  und  Boltzmann  hervorgerufen, 
die  in  den  angeftlhrten  Arbeiten  enthalten  ist  Most  siebt  die 
Wärme   als  ein  Product   zweien*  Variabein  an,    des  Volumens 
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(d.  h.  der  Anzahl  Volumeinheiten)  eines  einfachen  Gases  nnd 
der  absoluten  Temperatur  desselben  und  versucht  allein  vermit- 
telst dieser  Art  der  Darstellung  einen  Beweis  des  zweiten  Haupt- 
satzes zu  geben,  ohne  dazu  einer  weiteren  Hypothese  zu  bedürfen. 
Wir  glauben  indess  als  Resultat  der  Discussion  mit  Boltzmann 
annehmen  zu  müssen,  dass  der  fragliche  Beweis  nicht  geliefert 
ist,  und  dass  man  die  Ausführungen  Mosfs  höchstens  als  Ver- 
suche einer  Verdeutlichung  ansehen  darf,  die  aber  den  Satz 
selbst  als  bewiesen  voraussetzt.  Ok. 

A.  Kurz.  Notiz  zu  dem  Aufsatz:  Eine  Bestimmung 
der    specifischen  Wärme    der   Luft   von   Kohlrausch, 

Pogg.  Ann.  CXXXVIII.  335-336.    1869. 

L.  Boltzmann.     Ueber    die    von    Gasmassen    geleistete 

Arbeit.     Pogg.  Ann.  CXL.  254-263.    1870. 

A.  Kurz.  Ueber  die  7on  bewegten  Gasmassen  geleistete 
Arbeit,  resp.  Bemerkung  zum  Aufeatz  des  Dr.  Boltz- 
mann.    Pogg.  Ann.  CXLI.  159-160.    1870. 

Die  citirten  Arbeiten  knüpfen  an  eine  Experimentalunter- 
Buchung  von  Kohlrausch  über  das  Yerhältniss  der  specifischen 
Wärmen  der  Luft  an. 

Während  Kurz  die  Ansicht  aufstellt,  dass  beim  Verdünnen 
der  Luft  in  einer  Luftpumpe  von  der  Luft  im  Recipienten  keine 
Arbeit  geleistet  wird,  indem  dabei  der  Fall  des  Einströmens  der 
Luft  in  einen  leeren  Raum  vorliegt,  sucht  Boltzmann  durch  eine 
ausführliche  Rechnung  nachzuweisen,  dass  die  Drückverhältnisse 
in  der  eingeschlossenen  Luftmasse  bei  langsamer  Bewegung  des 
Kolbens  sich  annähernd  so  verhalten,  als  ob  die  Lufl  unmittel- 
bar von  dem  ersten  Gleichgewichtszustand  in  den  zweiten,  — 
den  verdünnten  — ,  übergegangen  wäre.  Jedenfalls  unterschei- 
det sich  der  Luftdruck  in  unmittelbarer  Nähe  des  Kolbens  immer 
nur  sehr  wenig  von  demjenigen  in  der  übrigen  Masse.  Die  Luft 
leistet  also  Arbeit  bei  der  Ausdehnung.  —  Der  angestellten  Rech- 
nung liegt  die  einfache  Differentialgleichung  des  Schalls  für  den 
Fall  einer  mit  Luft  erfüllten  Röhre  zu  Grunde. 

Fortscbr.  d.  Math.  fl.   3.  55 
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Die  Entgegnung  von  Kurz  bestreitet,  ohne  Angabe  von  Grün- 
den, die  Resultate  der  Boltzmann'sehen  Rechnung. 

Ok. 

J.  LoscHMiDT.     Der    zweite    Satz    der     mechanischen 

Wärmetheorie.    Wien.  Ber.  LIX.  395-412.  1869. 

Nachdem  der  Verfasser  eine  Reibe  von  Bedenken  gegen  den 
fraglichen  Satz  vorgebracht  hat,  sucht  er  zu  einer  neuen  Begrün- 
dung desselben  zu  gelangen.  Hierzu  wird  zunächst  der  Begriff 
der  Temperatur  fixirt.  Die  absolute  Temperatur  eines  Körpers, 
aufgefasst  als  mittlere  lebendige  Kraft  der  Molecüle  desselben, 
kann  in  doppelter  Weise  in  einen  mathematischen  Ausdruek  ge- 
bracht werden.    Entweder  ist: 

JV.-*    2     ' 

wo  iV  die  Anzahl  der  Molecüle  ist,  und  die  Summe  die  Gesammt- 
beit  aller  Molecüle  begreift;  oder  es  ist: 


wo  e  die  variable  Geschwindigkeit  eines  Atoms,  t^  und  t^  zwei 
Zeitmomente  sind.  Auf  Grund  dieser  letzten  Definition  und  mit 
einer  einfachen  Annahme  über  die  Art  der  Bewegung  der  Atome 
hat  schon  Boltzmann  einen  neuen  Beweis  des  zweiten  Haupt- 
satzes gegeben,  der  hier  reproducirt  wird. 

Im  zweiten  Theil   seiner  Arbeit   wendet  der  Verfasser   den 

« 

eben  bewiesenen  Satz  auf  eine  Salzlösung  an  und  sucht  zu  einem 
Ausdruck  zu  gelangen  für  die  Anziehung  zwischen  Wasser-  und 
Salz-Theilchen. 

Ok. 

Zech.     Einige  Notizen  (über  Wanne)    Carl  Rep.  vi.   389- 

390.    1870. 
Kurzer  Beweis   des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen 
Wärmetheorie  in  seiner  einfachsten  Form, 

Ok, 
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K.  PüSCHL.     lieber  W&nnemenge  und  Temperatur  der 

Körper.     Wien.  Ber.  LXII.  171-197.    Carl  Bep.  VI.   363386.    1870. 

Die  Arbeit  soll  einen  neuen  Beitrag  zu  der  Frage  geben: 
Ist  die  Wärme  anzusehen  als  Bewegungszustand  der  Atome  eines 
Körpers  oder  des  Aethers  zwischen  denselben?  Der  Verfasser 
kommt  durch  eine  Reihe  sehr  gewagter  Hypothesen  zu  dem  Be- 
sultate,  dass  man  im  Allgemeinen  beide  BewegungszustänJe  an- 
zunehmen habe,  dass  speciell  bei  permanenten  Gasten  die  leben- 
dige Kraft  des  Aethers  grösser  sei  als  diejenige  der  Atome. 

Ok. 

M.  Zanotti.     Lezioni    sulla    termodinamia.     Battagiini  G. 

VII.  160-173;  VII  351-368;  Vm  60-83.    1869.  1870. 

GrundzUge  der  mechanischen  Wärmetheorie  mit  Anwendun- 
gen auf  die  Gase  und  Dämpfe.  Ok. 

ß.  Olausius.     Ueber    einen    auf  die    Wärme    anwend- 
baren mechanisclien  Satz.     Pogg.  Aud.  cxli.  124-131.  c.  R 

LXX.  1314-1319.  Carl  Rep.  VI.  197.  1870. 
Sind  bei  der  Bewegung  eines  Systems  von  Punkten^  das 
von  beliebigen  Kräften  angegriffen  wird,  die  Bedingungen  er- 
fbllt:  dass  die  Bahnen  der  einzelnen  Punkte  innerhalb  eines  be- 
grenzten Raumes,  die  Geschwindigkeiten  innerhalb  endlicher 
Grenzen  bleiben,  so  lässt  sich  mit  Hülfe  einfacher  Transforma- 
tionen der  Grundgleichungen  der  Mechanik  der  Satz  beweisen: 

Die  linke  Seite  giebt  die  mittlere  lebendige  Kraft  des  Systems 
ftir  einen  gewissen  Zeitabschnitt  von  0  bis  t.  Die  rechte  Seite 
giebt  ftlr  dieselbe  Zeit  den  mittleren  Werth  des  Ausdrucks: 

Führt  man  für  diesen  Mittelwerth  den  Namen  „Virial'*  ein,  so 
lautet  der  gefundene  Satz: 

„Die  mittlere  lebendige  Kraft  des  Systems  ist  gleich  dem 
ViriaV', 

55* 
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Indem  der  Verfasser  auf  die  Aehnlichkeit  mit  dem  bekann- 
ten Satz: 

d  C^i  fwf?')  =  —  2;  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz} 

aufmerksam  macht,  sucht  er  auch  fGlr  diesen  einen  analogen, 
sprachlichen  Ausdruck  zu  gewinnen.  Ist  der  Ausdruck  rechter 
Hand  ein  vollständiges  Differential,  so  kann  man  beiderseits  inte- 
griren.  Nennt  man  dann  die  rechts  erhaltene  Function  von 
Xj  y,  z:  „Ergal",  so  lautet  der  Satz: 

„Die  Summe  aus  der  lebendigen  Kraft  und  dem  Ergal  ist 
constant".  * 

Ein  spezieller  Fall  des  Ergais  ist  das  Potential.  —  Die  Be- 
wegung der  Atome,  die  man  Wärme  nennt,  muss,  wie  sie  auch 
sonst  beschaffen  sein  mag,  jedenfalls  den  anfangs  gestellten  Be- 
dingungen genügen.  Der  Satz  gilt  also  für  dieselbe.  Wie  nun 
der  zuletzt  genannte  Satz  durchaus  analog  dem  ersten  Hauptsatz 
der  mechanischen  Wärmetheorie  ist,  so  stellt  sieh  der  erste  dem 
zweiten  Hauptsatz  zur  Seite.  Ok. 

J.  MoüTiER,     Sur  la  d^tente  des  gaz.  C.  B.  LXix.  1137.  1869. 

Dehnt  ein  Gas  sich  aus,  ohne  dass  es  Wärme  empfängt 
oder  abgiebt,  so  müssen  Volumen  und  Druck  durch  die  Relation 
verbunden  sein: 

p .  0«  =  Const, 

wo  m  der  Quotient  der  specifischen  Wärmen  bei  constantem 
Druck  und  constantem  Volumen  ist.  Nach  einer  kurzen  Ableitung 
dieses  Gesetzes  geht  der  Verfasser  zu  einer  Vergleichung  des- 
selben mit  einer  experimentellen  Arbeit  von  Cazin  über. 

Ok. 

G.  R.  Dahlander.    De  Tefifet  m^canique  exerc^e  par  la 
vapeur  d'eau  satur^e   pendant  la  d^tente,     Ann.  de  CL 

et  de  Ph.  (4)  XVI.  134-142.    1869. 
Ausgehend  von  einer,  von  Clausius  aufgestellten  Formel  fftr 
die  vom  Wasserdampf  bei  seiner  Ausdehnung  geleistete  Arbeit 
berechnet  der  Verfasser  eine  umfassende  Tabelle  für  diese  Ar- 
Ifeit  unter  verschiedenen  Pruck-  und  Temperatur-Verhältnissen. 

Ok, 
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Gr.  R.  Dahl ANDER.  Nagra  undersökningar,  beträffande 
den  mekaniska  värmetheorien.  öfvers  af  Förh.  Stockh.  1870. 
457-469.  941-951. 

Der  Aufsatz  behandelt  die  geometrische  DarstelluDg  der  ther- 
mischen ZustandsänderuDgen  eines  Körpers,  dessen  Dimensionen 
entweder  unendlich  klein,  oder  dessen  Theile  in  gleichem  Zu- 
stande gedacht  werden.  Ein  Punkt  0,  dessen  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  v  (Volumen  der  Gewichtseinheit),  p  (Druck)  und  T  (abso- 
lute Temperatur)  sind,  bestimmt  einen  Zustand^  und  eine  Rela- 
tion zwischen  ihnen,  sofern  eine  solche  existirt,  eine  Fl&che,  die 
sich  die  Zustandsfläche  nennen  lässt    . 

Ein  unendlich  kleines  Wärmeincrement,  Ueberschuss  der  auf- 
genommenen über  die  abgegebene  Wärme,  hat  zunächst  die  Form 

dQ=:cdT+ldv. 
Gebt  man  auf  ein   neues  Coordinatensystem    der  x,  y,  x>  über, 
dessen  Anfangspunkt  in  0  liegt,  und  wo  die  Coordinate  s  in  der 
Richtung  der  Flächennormale   als  unendlich  klein  zweiter  Ord- 
nung nicht  in  Rechnung  kommt,  so  wird  der  Ausdruck 

dQ  =Mx-^Ny. 

Setzt  man  nun 
a;  =  ÖÄCOSfi;  y  =  ÖÄsiuf«;  Jl!f  =  esinv;  JV=ecosr, 
so  wird 

dQ  =  psinwÖÄ  {ja  =  fji-\-v). 
Zur  Richtung  der  x  nimmt  man  am  besten  die  der  Tangente  der 
adiabatischen  Curve.  Die  gleiche  Form  lässt  sich  herstellen  für 
den  Ausdruck  der  inneren  Wärmeänderung,  wo  nur  l  —  Ap  an 
die  Stelle  von  /  tritt,  unter  A  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeits- 
einheit verstanden.  Beschreibt  man  dann  auf  der  Bertihrungs- 
ebene  zwei  gleiche  Kreise,  die  einander,  und  zwischen  sich  die 
adiabatische  Curve  berühren,  und  zwei  andere  ebenso  zu  beiden 
Seiten  der  isodynamischen  Curve,  so  drückt  jede  Sehne  des 
einen  oder  anderen  Kreispaares  von  0  aus  gezogen,  nach  Rich- 
tung und  relativer  Grösse  beziehungsweise  die  totale  oder  innere 
Wärmeänderung  aus.    Ferner  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  totale  Wärmemenge,  die  bei  einer  Zustandsänderung 
mehr    aufgenommen   als    abgegeben    ^vird,   ist   äquivalent  der 
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Arbeitsleistung  einer  Kraft  -j-  in  der  Bertlhrungsebene  normal 

zur  adiabatischen  Curve,  welche  den  dem  Zustande  entsprechen- 
den Punkt  längs  der  die  Aenderung  darstellenden  Bahn  ffthrt 
Das  Analoge  gilt  von  der  inneren  Wärme,  die  bei  einer  Aende- 
rung erzeugt  wird,  wo  dann  g  seinen  neuen  Werth  annimmt. 

H. 

F.  Massieü.  Sur  les  fonctions  caract^ristiques  des  di- 
vers fluides.      C.  R.  LXIX.  858.  1067.  1869. 

Eeech,  ;6quations  fondamentales  dans  la  th^orie  m^- 
nique  de  la  chaleur.    C  R.  LXIX.  913.  1869. 

J.  Bertrand.  Eapport  sur  un  memoire  de  Mr.  Massieu: 
„Sur  les  fonctions  caract^ristiques  des  divers  fluides 
et  sur  la  th^orie  des  vapeurs".    C.  R.  LXXI.  257-260.  1870. 

Durch  einfache  Transformation  der  beiden  Hauptgleichungen 
der  mechanischen  Wärmetheorie  gelangt  Massieu  zu  einer  Function 
zweier  Variabein  ^,  —  er  nennt  sie  charakteristische  Function  — , 
deren  Differential  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist: 

Die  beiden  unabhängigen  Variabein  sind  hier  Temperatur  und 
Volumen  des  in  Frage  kommenden  Körpers.  T  ist  die  absolute 
Temperatur,  A  das  mechanische  Wärmeäquivalent,  U  endlich  eine 
Function  zweier  Variabein  (z.  B.  auch  von  v  und  <)»  die  man 
auch  Wirkungsfunction  (Kirchhoff)  oder  mechanische  Energie 
(W.  Thomson)  genannt  hat.  —  Alle  in  Bezug  auf  Zustands-  oder 
Wärme-Äenderungen  wesentlichen  Grössen  eines  Körpers  lass^ 
sich  vermittelst  dieser  Function  W  berechnen. 

Man  erhälf  eine  andere  charakteristische  Function,  wenn  man 
p  und  t  als  unabhängige  Variabein  nimmt. 

Die  fraglichen  Functionen  lassen  sich  bestimmen  ftlr  Gase, 
gesättigte  und  Überhitzte  Dämpfe.  Bei  den  letztgenannten  Kör- 
pern treten  als  Constanten  in  die  Functionen: 
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1)  die  specifische  Wärme  der  Flttssigkeit, 

2)  die  specifische  Wärme  des  Dampfes  bei  constantem  Druck, 

3)  die  Verdampfungswärme,  welche  alle  durch  den  Versuch 
gegeben  sein  müssen. 

Anknüpfend  an  die  Arbeiten  von  Massieu  weist  Reech  auf 
sein  Werk  hin  (Theorie  des  machines  motrices  et  des  effets  mS- 
caniques  de  la  chaleur),  das  dieselben  Resultate  geben  soll,  und 
zeigt  dies  an  den  Hauptgleichungen  desselben. 

Ok. 

T.  HoPKiNSON.     On  a  proposition  in  thermo-dynamics. 

MesBODger  Y.  162-163. 
Neuer  Beweis  der  Gleichung 

^^     .  ^       ^ 


*  f  Glr.  (0.) 

F.  Lippich.    Ueber  die  Breite  der  Spectrallinien.   Pogg. 

Ann.  CXXXIX.  465-479.  1870. 
Nähert  sich  ein  leuchtender  Punkt  dem  Beobachter,  so  wird 
bekanntlich  die  Wellenlänge  des  ausgesandten  Lichts  verkürzt, 
und  die  Farbe  demgemäss  verändert.  Der  Verfasser  benutzt 
diese  Thatsache,  um  die  Veränderungen  zu  erklären,  die  das 
Spectrum  eines  glühenden  Gases  durch  Erhöhung  des  Druckes 
oder  der  Temperatur  erfährt.  Er  sieht  dabei  die  einzelnen  in 
linearer  Bewegung  befindlichen  Molecüle  des  Gases  als  die  leuch- 
tenden Funkte  an,  und  findet  durch  Rechnung  die  Aenderungen 
der  Intensität  eines  hellen  Streifens  im  Spectrum,  die  eine  Folge 
dieser  Bewegungen  sind.  Als  Resultat  ergiebt  sich  besonders 
eine  Verbreiterung  der  Streifen  bei  erhöhter  Temperatur,  wie  sie 
durch  Versuche  nachgewiesen  ist.  Ok. 

E.  Mulder.     Geschwindigkeit    der    Molecularbewegung 
und  des  Schalles  in  Gasen.   Pogg.  Ann.  CXL.  288297.  1870 

Der  Verfasser  sucht  eine  Beziehung  zwischen  der  Schall- 
geschwindigkeit in  einein  Oase  und  der  auf  Grund  der  Bewe- 
gungstheorie der  Gase  berechneten  Geschwindigkeit  der  Molecüle. 
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Da  ein  innerer  Zusammenhang  zwischen  beiden  sich  aas  der 
Abhandlung  nicht  ergiebt,  so  glauben  wir  die  empirischen  For- 
meln, die  er  aufstellt,  übergehen  zu  können. 

Ok. 

F,  Zöllner.     Ueber  die  Natur  und  physische  Beschaf- 
fenheit der  Sonne.     Pogg.  Ann.  OXLL  353-375.    1870. 

Der  Verfasser  untersucht  die  an  der  Sonnenoberfläche  auf- 
tretenden Druck-  und  Temperatur- Verhältnisse,  auf  Grund  einer 
besonderen  Vorstellung,  die  er  sich  Über  die  Protuberanzen  ge- 
bildet hat.  Er  sieht  dieselben  an  als  glühende  Wasserstoffmassen, 
die  in  Folge  grosser  Druckverschiedenheit  aus  engen  Oeffnungen 
der  Sonnenoberfläche  hervordringen.  Hierauf  können  die  Be- 
wegungsgleichungen der  mechanischen  Wärmetheorie  angewandt 
werden.  Eine  Discussion  der  erhaltenen  Besultate  scheint  hier 
nicht  am  Orte  zu  sein.  Ok. 

C.  Neumann.      Ueber    die     mechanische    Energie     der 

Schwefelsäure.     Leipz.  Ber.  XXL  213-221.     1869. 

Im  Anschluss  an  die  neuesten  experimentellen  Arbeiten 
J.  Thomson*s  über  chemische  Wärmewirkungen  stellt  der  Ver- 
fasser zunächst  eine  Formel  auf  für  die  Wärmeentwickelung  bei 
einer  Mischung  von  Schwefelsäure  und  Wasser;  sodann  mit  Be- 
zugnahme auf  die  Abhandlung  KirchhoflTs  (Pogg.  Ann.  CIIL) 
eine  Formel  für  die  mechanische  Energie  eines  Gemisches  von 
Schwefelsäure  und  Wasser,  wenn  die  Energieen  der  Bestand- 
theile  bekannt  sind.  Die  Definition  der  Energie  einer  Function 
zweier  Variabein  findet  man  in  der  Arbeit  Kirchhoffs  oder  auch 
Clausius'  (Pogg.  Ann.  CXVL).  Ok. 

K.  VON  DER  MChll.    Ueber  den  stationären  Temperatur- 
zustand.     Clebsch  Ann.  IL  643-649.  1870. 

Ausgehend  von  der  Fourierschen  partiellen  Differentialglei- 
chung für  geleitete  Wärme,  beweist  der  Verfasser  die  beiden 
Sätze: 
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1)  Bleibt  die  Temperatur  der  Umgebung  eines  Körpers  un- 
g^ndert,  so  wird,  welches  auch  sein  Anfangszustand  gewesen 
ist,  die  Temperatur  des  Korpers  nach  sehr  langer  Zeit  sta- 
tionär, d.  h.  von  der  Zeit  unabhängig. 

2)  Auch  wenn  die  Temperatur  der  Umgebung  mit  der  Zeit 
veränderlich  ist,  so  wird  die  Temperatur  eines  Körpers  nach 
langer  Zeit  zwar  nicht  stationär,  aber  doch  von  seinem  An- 
fangszustand unabhängig  werden. 

Ok. 

J.  BoussiNESQ.  Etüde  sur  las  surfaces  isothermes  et 
sur  les  courants  de  chaleur  dans  les  milieux  homo- 
gfenes,  chauflFes    en    un  de  leurs  points.    Liouviile  J.  (2) 

XIV.  265-297.    1869. 

J.  BoüssiNESQ.  Construction  g^n^rale  des  courants  de 
chaleur  en  un  point  quelconque  d'un  milieu  ather- 
mane,  homogene  ou  höt^rogfene.   0.  R.  Lxix  329-333. 1869. 

Ueber  einen  Auszug  der  vorliegenden  ausführlichen  Arbeit 
ist  schon  berichtet  worden  (siehe  Fortschr.  d.  M.  L  380).  Die 
Aufgabe,  mit  der  sich  der  Verfasser  beschäftigt;  ist  die  Construc- 
tion der  Flächen  gleicher  Temperatur  und  der  Curven  der  ge- 
leiteten Wärme  in  einem  krystalliniscben  Medium^  das  in  einem 
Punkt  erwärmt  ist.  Er  löst  diese  Aufgabe  mit  Hülfe  zweier  El- 
lipsoide :  des  Lamä'schen  Hauptellipsoids  und  des  von  ihm  selbst 
zuerst  benannten  EUipsoids  der  linearen  Leitungsfähigkeit 

So  breitet  sich  in  einem  unbegrenzten  Medium,  das  in  einem 
Punkt  auf  höherer  Temperatur  erhalten  wird,  die  Wärme  in 
Spiralen  aus,  die  auf  Kegeln  liegen,  deren  Spitzen  in  dem  er- 
wärmten Punkt  sich  befinden.  Die  Directrix  jedes  Kegels  ist 
einfach  mit  Hülfe  der  beiden  Ellipsoide  zu  finden. 

Die  Flächen  gleicher  Temperatur  sind  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  mit  dem  Hauptellipsoid.  Ausser  dem  unbegrenzten  Me- 
dium werden  noch  die  besonderen  Fälle  der  Ausbreitung  der 
Wärme  in  dünnen  Cylindern  und  in  dünnen,  ebenen  Platten 
erörtert.  Ok. 
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E.  Mathieü.  Memoire  sur  le  mouvement  de  la  tem- 
p^rature  dans  le  corps  renfenn^  entre  deux  cylindres 
circulaires  excentriques  et  dans  des  cylindres  lemnis- 

Catiques.    Liouville  J.  (2)  XIV.  65-102.  0.  R.  LXVIII.  590-592.  1869. 

'  Es  wird  stets  voraasgesetzt,  dass  in  der  Richtung  der  Seite 
der  Gylinder  keine  Bewegung  stattfindet^  so  dass  die  Betrach- 
tung sich  auf  deren  Basis  in  der  Ebene  der  xy  reducirt  Be- 
zeichnet e  die  Temperatur  im  Punkte  (xy),  so  ist  deren  Verän- 
derung bestimmt  durch 

d'v        d'v   _      de 
und  zwar  lässt  sich  f>  aus  Particularlösungen  von  der  Form 


fj  =  t«c  —     , 
k 


zusammensetzen,  wo 


'dx^  +  'a^^"'^''' 

Sind  die  Basen  der  den  Körper  von  aussen  und  innen  be- 
grenzenden Cylinder  zwei  excentrische  Kreise,  so  lassen  sich 
für  x,  y  durch  die  Substitution 

e^  —  c"""  2c  sin/? 


^  —  ^    ^a    I    ^-o_9n/.o/?'    V  — 


e«  +  c-«  — 2cos/?'  ^      c«  +  6-«  — 2C0S/J 

immer  zwei  Parameter  «,  ß  einführen,  der  Art,  dass  die  Curven- 
systeme  a=const,  /S=const.  sich  rechtwinklig  schneiden,  und 
die  Grenzkreise  dem  ersteren  System  angehören.  Es  werden 
zwei  Fälle  der  Grenzbestimmung  in  Betracht  gezogen:  1)  wo  die 
Temperatur  an  beiden  Grenzen  constant  und  gleich  erhalten 
wird;  2)  wo  die  Wärme  in  ein  Medium  von  constanter  Tempe- 
ratur ausstrahlt.  Die  Lösung  geschiebt  durch  Reihenentwicke- 
lung nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  von  ß  und 
nach  Potenzen  der  Grösse  a  —  a,  wo  a  den  grössten  Werth  von  a 
bezeichnet.  Es  folgt  die  Anwendung  auf  den  vollen  Cylinder 
ffir  den  Fall  constanter  Temperatur  an  der  Oberfläche. 

Sind  die  Basen  der  Cylinder  Lemniscaten,  so  gelangt  man 
durch  Einführung  der  zwei  Parameter: 
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ß=BiQig  — ^[ h  arc  tg  — ^ 

za  zwei  orthogonalen  Systemen  von  Curven  a  =  const.  nnd 
ß  =  const,  deren  ersteres  für  zwei  Werthe  von  a  in  die  Grenz- 
linien übergeht,  letzteres  Hyperbeln  bildet. 

Mit  den  genannten  zwei  Fällen  der  Begrenzung  wird,  wie 
der  Verfasser  im  G.  R.  hervorhebt,  der  Kreis  derjenigen  Figuren 
überschritten,  deren  Berechnung  an  dem  Umstände  eine  Erleich- 
terung geniesst,  dass  die  einfache  Particularlösung  in  Factoren 
zerfällt,  deren  jeder  nur  von  einer  Coordinate  abhängt,  wie  es 
beim  EUipsoid  und  dem  elliptischen  Cylinder  nach  LamS's  Be- 
rechnung stattfindet.  H. 

E.  Stahlberger.  Ueber  die  Berechnung  der  mittleren 
Tagestemperatur  aus  der  höchsten  und  tiefsten  Tem- 
peratur.    Schlömilcli  Z.  XV.  475-479.    1870. 

Die  an  sich  unbestimmte  Aufgabe  wird  durch  folgende  An- 
nahmen zu  einer  bestimmten  gemacht.  Die  Temperaturcurve 
(die  Zeit  als  Abscisse,  die  Temperatur  als  Ordinate  genommen) 
besitzt  bei  normalem  Verlauf  zwischen  zwei  auf  einander  folgen- 
den Minimis  von  gleicher  Grösse  ein  Maximum  und  zwei  das- 
selbe einschliessende  Wendepunkte.  Die  vier  so  entstehenden 
Stücke  der  Curve  gehören  Sinuscurven  an  von  der  Form  y=^ 
a- sin  wo:,  welche  in  jenen  ausgezeichneten  Punkten  mit  der  Tem- 
peraturcurve gemeinschaftliche  Tangenten  haben.  Die  aus  diesen 
Annahmen  resultirende  Formel  filr  die  mittlere  Temperatur  ent- 
hält ausser  der  höchsten  und  niedrigsten  Tagestemperatur  nur 
noch  das  den  beiden  Wendepunkten  entsprechende  Zeitintervall. 

B. 

H.  Resal.  Caicul  des  ^paisseurs  des  fonds  plats  et 
bomb^s  des  chaudiöres  cylindriques.     0.  R  Lxvm.  175- 

176.    1869. 
Auszug  aus  einer  Arbeit  mathematischen  Inhalts.    Derselbe 
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giebt  indess  nur  die  Resultate,  nicht  den  Weg,  auf  dem  sie  ge- 
wonnen sind,  an.  0. 

W.  J.  M.  Rankine.     On  the  thermodynamic  tlieory   of 
waves    of    finite     longitudinal    disturbance.    Trans,  of 

London,    CLX.  277-288.    1870, 

Cly. 

W.  J.  M.  Rankine.     On   the  thermal  energy  of  mole- 

Cular  VOrtices.     Trans,  of  Edinb.  XXV.  (II.)  557-566.    1869. 

In  einer  vor  der  Eöngl.  Ges.  zu  Edinburgh  im  Jahre  1850 
gelesenen  Abhandlung  über  die  mechanische  Wirkung  der  Wärme 
(Trans.  XX.)  hat  der  Verfasser  gezeigt,  dass  wenn  merkbare 
oder  thermometrische  Wärme  in  der  Bewegung  melecularer  Wir- 
bel besteht,  welche  auf  besondere  Weise  mit  oscillatorischen 
Bewegungen  combinirt  werden,  unter  dieser  Annahme  die  Prin- 
cipien  der  Thermodynamik  und  verschiedene  Beziehungen  zwischen 
Wärme  und  Elasticität  durch  Anwendung  der  Gesetze  der  Dyna- 
mik gewonnen  werden.  Der  Gegenstand  der  vorliegenden  Ar- 
beit ist  nun  zu  zeigen,  wie  die  allgemeine  Gleichung  der  Thermo- 
dynamik und  andere  Sätze  aus  der  Hypothese  von  den  mole- 
cularen  Wirbeln  abgeleitet  werden,  und  zwar  frei  von  speciellen 
Voraussetzungen  über  Gestalt  und  Anordnung  der  Wirbel  und 
über  die  Eigenschaften  der  Materie  in  denselben.  Das  Resultat 
ist:  „Thermometrische  Wärme  besteht  in  einer  Bewegung  der 
Theilchen  der  Körper  in  Strömen,  die  mit  constanter  oder  pe- 
riodisch fluctuirender  Geschwindigkeit  circuliren."  Dies  hat  zur 
Folge,  dass  die  zwischen  den  Theilchen  wirkenden  Kräfte  diese 
Bewegung  fortzupflanzen  vermögen. 

'     Cly.  (M.) 
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Geodäsie  und  Astronomie. 

Capitel  1. 

Geodäsie. 

ß.  Wolf.    Handbuch  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 

und  Astronomie,    Zürich.  L  Bd.  1869-1870. 

Der  Verfasser  hat  die  der  praktischen  Geometrie  verwandten 
Kapitel  XXI:  „Die  Messungen  mit  Kette,  Kreuzscheibe  und 
Messtisch"  und  XXII:  „Die  Messungen  mit  Theodolith,  Spiegel- 
sextant und  Nivellirinstrument'^  in  den  ersten  Band  aufgenommen, 
und  es  wird  die  ausschliesslich  die  Erdmessung  behandelnde 
Geodäsie  im  II.  Bande  folgen.  Das  vorgehende  Kapitel  XX. 
enthält  „die  Methode  der  kleinsten  Quadrate*'.  Auch  diese  drei 
Abschnitte  enthalten,  sowie  das  Buch  überhaupt,  zahlreiche  lite- 
rarisch-historische Notizen.  M. 

C.  M.  Baüernpeind.     Elemente  der  Vermessungskunde. 

Stuttgart.    1869. 

Die  mathematischen  Abschnitte  dieses  ungemein  reichhal- 
tigen Lehrbuches  sind  durchgehends  möglichst  elementar  ge- 
halten und  Überall  so  weit  gef&hrt,  als  es  anging,  ohne  auf  das 
Gebiet  der  höheren  Geodäsie  überzugreifen.  Dagegen  wird  man 
von  den  für  technische  und  staatswirthschaftliche  Vermessungen 
nothwendigen  Theorien  und  Methoden  wohl  kaum  etwas  Wesent- 
liches vermissen, 

B. 
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H,  DoERGENS.  Theorie  und  Praxis  der  geographischen 
Kartennetze.  Theil  I.  Die  perspectivischen  Projec- 
tionen.    Berlin  1870. 

Der  vorliegende  erste  Theil  des  Werkes  giebt  theoretische 
Auseinandersetzungeii  über  die  orthographische  and  stereogra- 
phische  Projection.  Des  Weiteren  werden  die  Projectionen  von 
de  la  Hire,  Parent,  Lowry  und  James  besprochen  nebst  Anwen> 
düng  auf  das  Eartenzeichnen.    Die  Methode  ist  analytisch. 

0. 

A,  Grunert.  Theorie  des  Polarplanimeters  in  strenger 
elementar-mathematischer  Entwickelung.    Grunert  Arch. 

LI  385-422.    1870. 
Die  hier  entwickelte  Theorie  ist  dieselbe,  wie  die  von  dem 
Erfinder  des  Instrumentes,  Prof.  Amsler,  gegebene,   nur  ist  sie 
mit  der  bekannten  Gründlichkeit  des  Herrn  Verfassers   darch- 
gefbhrt.  B. 

LüDDE.    Die    Sonne    im    Dienste    der   Kartographie. 

Berlin,  Peiser  1869. 

H.  ELSCfflNG.  Kurzgefasste  Anleitung  zum  barometri- 
schen Nivelliren.    Salzburg,  Olamer.    1869. 

F.  BouRNiER.     Formule  de  nivellement  trigonomArique. 

Bull,  d.  1.  S.  Vaud.  X.  231.  1869. 

Ch.  Wiener.  Die  Berechnung  der  Veränderungen  in 
einem  veränderlichen  Dreiecksnetze.    Schlömiioh  z.  XIV. 

62-65.    1869. 
Entwickelang  von  Differentialformeln   ßlr  die  Aendeningen 
der  Bestimmungsstücke  eines  ebenen  Dreiecksnetzes,  wenn  in 
demselben  einzelne  Netzpunkte  kleine  Verschiebungen  erleiden. 

B. 

E.  Helmert.  Beiträge  zur  Theorie  der  Ausgleichung  tri- 
gonometrischer Netze.    Sohlömilch  Z.  XIV.  174-208.    1869. 

I.   Directe  Aasgleichung  trigonometrischer  Netze. 
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Die  Coordinaten  der  Stationen  eines  trigonometrifiehen  Netzes 
werden  gewöhnlich  erst  nach  erfolgter  Ausgleichung  seiner  Seiten 
und  Winkel  ermittelt.  Der  Verfasser  dieser  Beiträge  macht  nun 
darauf  aufmerksam,  dass  es  von  Yortheil  sein  kann,  mit  Vermei- 
dung dieses  Umweges  die  Coordinaten  der  Netzpunkte  direct  aus- 
zugleichen, wenn  sehr  viel  mehr  Richtungen  eingeschnitten  werden^ 
als  zur  Construction  des  Netzes  nothwendig  und  hinreichend  sind. 
Denn  bei  dem  gewöhnlichen  Verfahren  wächst  die  Anzahl  der 
schliesslich  aufzulösenden  Gleichungen  mit  jeder  neu  hinzutre- 
tenden fiberschUssigen  Richtung,  während  sie  bei  der  directen 
Ausgleichung  der  Coordinaten  nur  von  der  Anzahl  der  Nets&- 
pnnkte  abhängt  und  ein  Minimum  ist. 

Der  Verfasser  entwickelt  dem  entsprechend  zunächst  unter 
Voraussetzung  von  Polarcoordinaten  die  Formeln  fttr  die  directe 
Ausgleichung  eiijes  Netzes,  welches  auf  einer  Eugeloberfläche 
liegt  ^  und  erläutert  die  Vorschriften  fttr  eine  tabellarische  An* 
Ordnung  der  ganzen  Rechnung  an  einem  fingirten  Beispiel.  Hieran 
schliessen  sich  Vorschriften  ttber  die  beste  Art  und  Weise,  vor- 
handene Basismessungen  in  die  Ausgleichung  hineinzuziehen, 
ferner  Formeln  für  die  Uebertragung  eines  sphäroidischen  Netzes 
von  massigen  Dimensionen  auf  die  Kugeloberfläche,  und  end- 
lich Bemerkungen  über  das  Aneinanderschliessen  von  Einzel- 
netzen. 

II.  lieber  die  Ausgleichun^smethode  von  Schleiermacher  und 
Untersuchung  ihrer  Anwendbarkeit  auf  Richtungsbeobachtungen. 

Der  Verfasser  sucht  nach  einer  kurzen  Auseinandersetzung 
der  genannten  Methode  die  Ansicht  zu  begründen,  dass  sie  auf 
Richtungsbeobachtungen  angewendet  gegen  andere  Methoden 
zurückstehe. 

III.  Einige  allgemeine  Bemerkungen  zu  der  Ausgleichung 
von  Richtungsbeobachtungen. 

Die  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  die  Art  und  Weise^  wie 
man  am  richtigsten  die  relative  Grösse  der  eigentlichen  Beobach- 
tungsfehler und  der  Theilfehler  des  Instruments  bei  der  Aus- 
gleichung der  einzelnen  auf  einer  Station  eingeschnittenen  Gyri 
berücksichtigt,  B. 
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A,  Schell.     Ueber    die    Genauigkeit    der    Winkelglei- 
chung  des    Stampfer'schen    Nivellirinstrumentes. 
Schlömilcli  Z.  XIV.  329337.    1869. 

Bei  diesem  Nivellirinstrumente  werden  die  Yerticalwinkel 
nicht  an  einem  getheilten  Kreise,  sondern  durch  die  Umdrehun- 
gen einer  Micrometerschranbe  gemessen.  Der  Ausdruck  f&r  den 
Winkelweith  der  Drehung  hat  die  Form 
An  +  Bn^  +  Cn\ 
wo  A,  Bj  C  die  Constanten,  n  die  Schraubenumdrehungen  be- 
zeichnen. Die  von  Stampfer  eingeführte  Vernachlässigung  des 
kubischen  Gliedes  in  jenem  Ausdruck  ist  mehrfach  als  zu  un- 
genau angegriffen  worden.  Vorliegende  Mittheilung  führt  nun 
den  Nachweis,  dass  die  Parabel  y  =  aa;  +  &a?'  bei  passender 
Wahl  von  a  und  b  sich  der  Curve  dritten  Grades  y  =  ila?  +  Ar' 
-f  Cx^  mit  einer  für  die  Praxis  genügenden  Schärfe  anschmiegt, 
indem  die  Differenz  beider  Ausdrücke  für  die  Winkelgleichung 
innerhalb  eines  beträchtlichen  Intervalles  von  n  im  Maximum 
nur  eine  Bogensecunde  erreicht.  B. 

C.  Bremiker.     Studien     über    höhere    Oeodäsie.    Berlin. 

WeidmaDQ.    1869. 

Die  aus  astronomischen  Beobachtungen  sich  ergebenden 
Sichtungen  des  Bleilothes  sind  wegen  der  unregelmässigen  Gre- 
stalt  der  Erde  im  Allgemeinen  etwas  verschieden  von  den  unter 
Annahme  eines  bestimmten  Erdsphäroids  berechneten.  Diese 
Abweichungen  sind  die  sogenannten  Lothstörungen.  Der  Ver- 
fasser definirt  nun  als  oscillirendes  Sphäroid  dasjenige,  bei  wel- 
chem die  Quadratsumme  der  übrigbleibenden  Lothstörungen  ein 
Minimum  wird,  und  schlägt  zur  Ermittelung  desselben  folgenden 
Weg  vor. 

Es  seien  für  eine  Reihe  von  Punkten  die  Längen,  Polhöhon 
und  Azimuthe  gewisser  gegebener  Richtungen  auf  astronomischem 
Wege  bestimmt,  ferner  seien  diese  Punkte  durch  ein  Dreiecks- 
netz mit  einander  verbunden,  und  durch  Ausgleichungsrechnungen 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Seiten  und  Winkel  des  Netz^ 
ermittelt,  endlich  berechne  man,  von  den  astronomischen  Coor- 
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dinaten  einer  Station  ausgehend  unter  Zugrundelegung  eines  an- 
genäherten Sphaeroids  die  Längen,  Polhöhen  und  Azimuthe  der 
übrigen  Stationen  aus  den  Seiten  und  Winkeln  jenes  Netzes. 
Die  Unterschiede,  welche  dann  zwischen  den  so  erhaltenen  geo- 
dätischen Goordinaten  übrig  bleiben,  sind  dann  gleich  bekannten 
linearen  Functionen  der  Lothstörungen  auf  den  einzelnen  Sta- 
tionen, sowie  der  Gorrectionen  für  die  grosse  Halbaxe  und  die 
Abplattung  des  angenommenen  Sphäroids.  Die  Bedingung  des 
Minimums  liefert  schliesslich  die  nöthige  Anzahl  von  Gleichungen 
zur  Ermittelung  aller  jener  als  unabhängig  von  einander  anzu« 
sehenden  Unbekannten. 

Der  bei  Weitem  grössere  Theil  der  „Studien**  ist  der  Ent- 
wickelung  und  Erläuterung  von  Rechnungsvorschriften  für  die 
bei  obigem  Verfahren  nothwendige  Bestimmung  der  geodätischen 
Längen,  Polhöhen  und  Azimuthe  gewidmet.  Der  Verfasser  ver- 
meidet dabei  vollständig  die  Anwendung  der  geodätischen  Linie, 
weil  dieselbe  zu  complicirten  Formeln  führe  und  mit  den  geo- 
dätischen Operationen  gar  nichts  zu  thun  habe;  er  operirt  viel- 
mehr nur  mit  den  von  Verticalschnitten  und  den  zugehörigen 
Sehnen  gebildeten  Dreiecken,  und  wo  bei  den  elliptischen  Bogen 
der  Verticalschnitte  zwischen  zwei  Stationen  eine  Rectification 
nöthig  wird,  genügt  es,  jene  Bogen  unter  Zuhülfenahme  ihres 
mittleren  Krümmungshalbmessers  als  einfache  Kreisbogen  zu  be- 
handeln. 

Die  so  entwickelten  Rechnungsvorschriften  lassen  an  Schärfe 
und  Bequemlichkeit,  namentlich  bei  kleinen  Dreiecken,  kaum 
etwas  zu  wünschen  übrig,  besonders  da  fast  sämmtliche  Rech- 
nungen directe  sind  und  auf  geschlossenen  Ausdrücken  beruhen. 
Zwei  als  -Anhang  beigefügte  Tafeln  dienen  zur  bequemeren  Er- 
mittelung der  reducirten  Breite  und  des  Krümmungshalbmessers 
für  einen  beliebigen  Normalschnitt. 

Zum  Schluss  muss  Referent  noch  auf  einen  kleinen  Irrthum 
in  den  „Studien**  aufmerksam  machen,  der  jedoch  glücklicher- 
weise ohne  wesentlichen  Einfluss  ist.  Der  Verfasser  schlägt 
nämlich  vor,  auf  dem  Sphäroid  statt  der  geodätischen  Linie  die 
Feldlinie  einzufahren.    Dieselbe  ist  dadurch  definirt,   dass  fQr 
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jeden  ihrer  Punkte  die  zugehörige  Flächennormale  von  der  Sehne 
zwischen  den  beiden  Endpunkten  der  Gurve  geschnitten  wird. 
Es  wird  dabei  die  Ansicht  ausgesprochen,  dass  die  durch  die 
Normale  und  Sehne  bestimmte  Ebene  die  Curve  bertthre  und 
dass  die  Seiten-  und  Winkelmessungen  des  Geodäten  dieser 
Curve  angehören.  Der  Irrthum  liegt  hier  auf  der  Hand.  Merk- 
würdiger Weise  hat  ein  analytischer  Beweis,  der  zur  Begrün- 
dung dieser  Ansicht  versucht  wird,  (pag.  63-65)  den  Verfasser 
nicht  zur  Aufdeckung  des  Fehlers  gef&hrt.  B. 

A.  Sonderhof.  Die  geodätischen  Correctionen  der  auf 
dem  Sphäroid   beobachteten  Horizontalwinkel.    Grunert 

Arch.  LI.  20-41.    1870. 

A,  Sonderhof.     Nachtrag    zu    der    Abhandlung:     Die 

geodätischen  Con^ectionen   etc.    Grunert  Arch.  Li.  42-45.  187a 

Die  für  die  genannten  Correctionen  entwickelten  Formehi 
sind  im  Wesentlichen  Di£ferentialformeln  und  betreffen  die  Be- 
duction  der  gemessenen  Azimuthe,  geodätischen  Linien  und  Pol- 
.  höhen  auf  die  analogen  Grössen  des  als  Grundfläche  angenom- 
menen Sphäroids.  Daran  schliessen  sich  Erörterungen  über  die 
gegenseitige  Lage  einer  geodätischen  Linie  und  der  zu  ihren 
Endpunkten  gehörigen  Verticalschnitte,  sowie  über  den  Einflusa 
der  verticalen  und  horizontalen  Strahlenbrechung.  Es  läuft  dabei 
der  Irrthum  mit  unter,  dass  eine  geodätische  Linie  zwischen  den 
Vertiealschnitten  ihrer  Endpunkte  liegen  mflsse,  was  bekanntlich 
selbst  für  beliebig  kleine  Entfernungen  nicht  immer  der  Fall  ist. 

B. 

R.  Heger.  Bemerkung  zu  der  Bestimmung  der  Abplat- 
tungsgrenzen fiir  das  Erdsphäroid  (-qT^Tiiiid-^isK-)  aus 
der  Nutation.    Schlömilch  z.  XV.  293-296.    1870. 

Laplace  hat  in  der  Möcanique  Celeste,  Buch  V.  Satz  14  die 
Formel 

2C-A-B  __      0,00519323 
C  "  /+/?.  0,748493 
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abgeleitet,  wo  ß  eine  Gonstante,  die  aus  den  Bewegungen  und 
der  Masse  des  Mondes  zu  berechnen  ist,  C,  A  und  B  die  Träg- 
heitsmomente der  Erde  für  die  Rotationsaxe,  resp.  zwei  äquato- 
riale Axen  sind.  Es  ergeben  sich  aus  dem  Verhältniss  der  Träg- 
heitsmomente nun  zwei  Grenzen   für  die  Abplattung   der  Erde, 

1  1 

nämlich  ^^,  wenn  die  Erde  homogen,   und   ^=rr,    wenn    die 

Masse  im  Mittelpunkt  concentrirt  gedacht  wird.  Die  obere  der 
auf  diese  Weise  aus  der  Nutation  abgeleiteten  Grenzen  ist  nun 
schon  kleiner  als  die  geodätisch  bestimmte.  Da  die  Erde  der 
Voraussetzung  der  Homogenität  durchaus  nicht  entspricht,  son- 
dern sich  der  Voraussetzung  fllr  den  kleineren  Werth  nähert, 
so  scheint  es,  als  müsse  dieser  astronomisch  bestimmte  Werth 
sich  beträchtlich  von  dem  geodätisch  bestimmten  entfernen.  Dies 
ist  aber  nicht  der  Fiall,  weil,    wie  durch  Berechnung    der   drei 

2Q ^ JJ 

Trägheitsmomente  nachgewiesen  wird,  das  Verhältniss j^ 

constant  ist  f&r  alle  congruenten  Rotationsellipsoide,  die  aus  ähn- 
lichen homogenen  Schichten  bestehen,  wie  sich  auch  die  Dichte 
von  Schicht  zu  Schicht  ändert.  Die  Annahme  von  homogenen 
Schichten  entspricht  dem  wirklichen  Zustande  der  Erde  sehr  nahe, 

so  dass  der  daraus  abgeleitete  Werth  ^^  als  nahezu  richtig 

angesehen  werden  kann.  q 

W.  Jordan.     Bemerkung   zu    der    zweiten   Gauss'schen 
Auflösung  der  Hauptaufgabe    der  höheren  Geodäsie. 

Astr.  Nachr.  LXXVI.  304-312.    1870. 

OausB  hat  zu  der  Aufgabe,  aus  den  Goordinaten  und  dem 
Azimuthe  in  dem  einen  Endpunkte  einer  geodätischen  Linie  von 
gegebener  Länge  die  entsprechenden  Grössen  für  den  anderen 
Endpunkt  und  den  Längenunterschied  zu  finden,  eine  indirecte 
Lösung  gegeben,  deren  bequeme  Anwendung  wesentlich  auf  der 
Benutzung  mehrerer  von  Gauss  gegebenen  HUlfstafeln  beruht. 
Diese  Tafeln  gelten  jedoch  nur  für  eine  bestimmte  Excentricität 
der  Meridianellipse.    In  dem  vorliegenden  Aufsatz  ist  nun  ein^ 
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Gorrectionstafel   entwickelt,   mit  deren  Hülfe  jene  Gauss'sehen 
Tafeln  auch  für  andere  Excentricitäten  brauchbar  bleiben. 

B. 

J.  Weingarten,     üeber   eine   geodätische   Aufgabe. 

Astr.  Nachr.  LXXIIL  65-76.     1869. 

Wenn  ds*  =  Edp^+2Tdpdq  +  Gdq*  der  Ausdruck  för  das 
Linienelement  auf  einer  krummen  Oberfläche  ist,  so  lassen  sich 
unzählig  viele  Ausdrücke  bilden,  die  aus  den  £,  F,  G  und  ihren 
Ableitungen  zusammengesetzt  sind  und  in  demselben  Punkte  der 
Fläche  denselben  Werth  annehmen,^  welche  Form  des  Linien- 
elements man  auch  zu  Grunde  legen  mag.  Der  Verfasser  nennt 
solche  Ausdrücke  Inflectenten  und  betont  dabei  zugleich  die 
Forderung,  dass  in  einer  allgemeinen  Theorie  der  geodätischen 
Dreiecke,  welche  einzig  und  allein  die  Eenntniss  der  allen  auf 
einander  abwickelbaren  Flächen  gemeinsamen  Coefficienten£«F,Cr 
voraussetzt,  sämmtliche  Stücke  durch  Inflectenten  auszudrücken 
seien.  Die  von  Gauss  gegebenen  Ausdrücke  für  die  Reduction 
der  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  ABC  auf  die  eines  ebenen 
Dreiecks  von  denselben  Seiten  entsprechen  in  den  Gliedern  erster 
bis  dritter  Ordnung  bereits  dieser  Forderung.  Im  zweiten  Ab- 
schnitt der  vorliegenden  Abhandlung  wird  nun  ein  Gleiches  für 
die  Glieder  vierter  Ordnung  geleistet,  und  zwar  mit  Hülfe  des 
Erttmmungsroaasses  k  und  von  vier,  aus  k  und  den  £,  F,  G  zu- 
sammengesetzten Inflectenten  h^J^,J^yJ^.  Die  bis  auf  Grössen 
vierter  Ordnung  (incl.)  richtige  Formel  für  jene  Winkelreduction 
enthält  ausser  den  Seiten  und  dem  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
nur  noch  die  Werthe,  welche  ä,  A,  Jj,  J,,  J^  in  den  Punkten  A,  B,  C 
annehmen. 

Im  dritten  Abschnitt  sind  die  Entwickelungen  fllr  den  Fall 
einer  Rotationsfläche  um  eine  Ordnung  weiter  geAlhrt  Es  treten 
hierbei  wesentliche  Erleichterungen  ein,  weil  die  ä,  J„  J„  J,  nur 
von  k  abhängen.  Der  vierte  Abschnitt  enthält  die  Anwendung 
der  allgemeinen  Formeln  auf  das  Rotationsellipsoid  und  ausser- 
dem eine  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  (excl.)  genaue  Formel 
für  die  Reduction  der  Winkel  eines  sphäroidischen  Dreiecks  auf 
die  eines  sphärischen  Dreiecks  von  denselben  Seiten.         B. 
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P.  A.  Hansen.  Reflexionen  über  die  Reduction  der 
Winkel  eines  sphäroidischen  Dreiecks  von  kleinen 
Seiten  auf  die  Winkel  des  ebenen  oder  sphärischen 
Dreiecks  von  denselben  Seiten.    Leipz.  Ber.  1869.  138-145. 

J.  Weingarten.  Ueber  die  Reduction  der  Winkel  eines 
sphäroidischen  Dreiecks    auf   die    eines   ebenen   oder 

sphärischen.      Astr.  Nachr.  LXXV.  91-96.    1869. 

Die  in  dem  vorhergehenden  Referat  besprochene  Abhand- 
lung enthält  von  dem  Gesichtspunkt  der  darin  aufgestellten  For- 
derung aus  eine  ungünstige  Kritik  der  „Geodätischen  Unter- 
suchungen I"  von  Hansen,  (Leipz.  Abh.  Bd.  VIII),  welche  zu 
einer  längeren  Polemik  zwischen  beiden  Gelehrten  geführt  hat. 
Dieselbe  dreht  sich  im  Wesentlichen  darum,  dass  Weingarten 
an  der  von  ihm  aufgestellten  Forderung  festhält,  während  Hansen 
die  grössere  numerische  Genauigkeit  urgirt,  welche  nach  einer 
Reihe  von  Zahlenbeispielen  zu  urtheilen  seine  Formel  gegenüber 
der  von  Weingarten  besitzt,  selbst  wenn  man  in  letzterer  einen 
von  Hansen  vermutheten  und  später  von  Weingarten  berichtigten 
Druckfehler  berücksichtigt.  (S.  Vierteljahrsschrift  der  Astr.  Ges. 
1870  p.  235.) 

Die  Besprechung  einiger  neuen  Formeln  in  den  „Reflexio- 
nen etc.'^  unterdrücken  wir  hier,  da  dieselbe  in  dem  Beferat 
über  eine  grössere  Arbeit  von  Hansen  (Leipz.  Abb.  IX.  1871) 
eine  Stelle  finden  wird.  B. 

W.  Jordan.  Ueber  die  Bestimmung  der  Genauigkeit 
mehrfach  wiederholter  Beobachtungen  einer  Unbe- 
kannten.    Astr.  Nachr.  LXXIV.  209-226.    1869. 

Der  Verfasser  leitet  zunächst  folgenden  Satz  ab :  Die  Wahr- 
scheinlichkeit^ dass  die  Differenz  zwischen  zwei  Beobachtungen 
einer  Grösse  mit  den  Genauigkeiten  h  und  A'  den  Werth  d  be- 
sitzt, ist  gleich  der  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  d  fUr  eine 
einzige  Beobachtung  mit  der  Genauigkeit 

hV 
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Die  |m(m— 1)  Differenzen  zwischen  m  gegebenen  Beobachtungen 
werden  dann  wie  die  Fehler  von  eben  so  vielen  von  einander 
unabhängigen  Beobachtungen  behandelt,  und  ftlr  die  wahrschein- 
lichen Fehler  etc.  Ausdrücke  entwickelt,  deren  Unsicherheit 
}/jmmal  geringer  ausfällt,  als  bei  dem  gewöhnlichen  Verfahren. 
Der  hierbei  nicht  berücksichtigte  Umstand,  dass  jene  DiflFerenzen 
nicht  von  einander  unabhängig  sind,  ist,  so  lange  es  sich  um 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  handelt,  ohne  Einfiuss  auf 
den  Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers,  dagegen  bedürfte  sein 
Einfiuss  auf  die  Unsicherheit  dieses  Fehlers  wohl  noch  einer 
näheren  Untersuchung.  B. 

E.  Beltrami.     Intoruo  ad  un  nuovo  elemento  introdotto 
dal  Sig.  Christoffel  nella  teoria  delle  superficie.    Rend. 

d.  Istr.  Lomb.  (2.)  IL  1869. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3  A.  p.  551. 

G.  Darboux.     Sur  une   s^rie   de   lignes  analogues   aux 

lignes   göodesiques.  Ann.  de  rfic.  Norm.  VII.  175-180.     187a 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3  A.  p.  548. 

Anonymus.      Note  On  geodesics.     Messenger  v.  87,  88.    1869. 

Der  Verfasser  macht  von  der  Deformation  der  Flächen  Ge- 
brauch um  einige  Sätze  über  geodätische  Linien  zu  beweisen. 
Die  gegebene  Fläche  wird  auf  eine  Rotationsfläche  so  abgewickelt, 
dass  ein  gegebener  Punkt  0  der  Fläche  mit  einem  Vertex  der 
Rotationsfläche  und  eine  gegebene  geodätische  Linie  OP  mit 
einem  Meridian  zusammenfällt.  Es  folgt  z.  B. :  Sind  OP  und  OP» 
zwei  aufeinander  folgende  geodätische  Linien  von  gleicher  Lange 
OP  =  OFj  so  ist  die  Linie  PP'  senkrecht  zu  beiden. 

He. 

U.  DiNi.     Sopra  alcune  formola  di  trigonometria  sferoi- 

dica.     Ann.  d.  ün.  Tose.  1870. 

Indem  der  Verfasser  von  der  Gleichung   der  geodätischen 
Linie  auf  dem  Rotationsellipsoid  ausgeht,  entwickelt  er  in  einfacher 
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Weise  die  Formel,  die  von  Delambre  und  anderen  französischen 
Ingenieurgeographen  zur  Berechnung  der  geographischen  Coor- 
dinaten  der  Ecken  eines  geodätischen  Netzes  und  der  Länge 
eines  Meridianbogens  zwischen  den  Parallelen  der  äussersten 
Punkte  der  Seiten  eines  Netzes  benutzt  ist,  und  stellt  noch  einige 
andere  dahin  gehörige  Formeln  auf.  Jg.  (0.) 

B.  V.  Prondzynski.  lieber  die  Anzahl  der  Winkel-  und 
Sinus-Gleichungen  bei  Ausgleichung  trigonometrischer 
Dreiecksnetze.     Astr.  Nachr.  LXXV.  87-90.    1869. 

Die  bei  der  Ausgleichung  eines  Dreiecksnetzes  auftretenden 
Bedingungsgleichungen  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  von  denen  die 
eine  nur  die  Winkel,  die  andere  nur  die  Sinus  derselben  enthält. 
Diese  Gleichungen  sind  nun  nicht  von  einander  unabhängig, 
sondern  eine  bestimmte  Anzahl  derselben  ist  eine  Folge  aller 
übrigen.  Der  vorliegende  Aufsatz  enthält  nun  eine  Formel  für 
die  Anzahl  der  bei  der  Ausgleichung  noch  nothwendigen  Sinus- 
gleichungen, wenn  man  von  den  Winkelgleichungen  die  grösst- 
mögliche  Anzahl  benutzt,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  weil  die 
letztere  Art  von  Gleichungen  einfachere  Goefficienten  besitzt  als 
die  erstere.  B. 

G.  Zachariä.  Den  danske  Gradmaaling  l^te  Bind.  Ud- 
givet    af  C.  G.  Andrae,    Kjöbenhavn    1867.     Tychsen 

Tidsskr.  (2)  V.  79-96.  1869. 
Es  wird  eine  Inhaltsübersicht  des  in  der  üeberschrift  citir- 
ten  Werkes  gegeben  und  gezeigt,  welche  Fortschritte  die  Wissen- 
schaft demselben  verdankt.  Der  Scbluss  ist  folgender :  ,,Aus  der 
oben  gegebenen  Entwickelung  sieht  man,  dass  das  erwähnte 
Werk  nicht  nur  etwas  Neues  bringt  bei  fast  allen  behandelten 
Problemen,  sondern  dass  dies  Neue  auch  eine  Bereicherung  der 
geodätischen  Wissenschaft  ist.  —  In  dieser  Wissenschaft  reprä- 
sentirt  „den  danske  Gradmaaling"  einen  wirklichen  Fortschritt." 

Hn.  (Wn.) 
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Astronomie. 

C.  White.    Elements  of  theoretical  astronomy.  London  1869. 

Hekrmann.    Kritik   Newton'scher    Astronomie.     Rostock, 

stiller.    1870. 

Cheyne.     An  elementary  treatise  on  the  planetary  theory. 

London,  Macmillan.  1870. 
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J.  LüROTH.     Bemerkung  Ober  die  Bestimmung  des  wahr- 
scheinlichen Fehlers.    Aetr.  Nachr.  LXXIÜ.  187-189.    1869. 

Die  Bestimmung  des  Verhältnisses  zwischen  dem  wahren 
Werthe  des  wahrscheinlichen  Fehlers  eines  aus  Beobachtungen 
ermittelten  Unbekannten  und  zwischen  dem  aus  den  wahrschein- 
lichen Beobachtungsfehlern  berechneten  Werthe  ist  von  Peters 
in  Astr.  Nachr.  XLVL  gegeben  worden.  Vorliegende  ,, Bemer- 
kung'^ dehnt  die  dort  entwickelten  Relationen  auf  den  Fall  von 
beliebig  vielen  Unbekannten  aus.  B. 

A.  Cayley.     Note    on    Lambert's    theorem    of  elliptic 

motion.    Not.  of  Astr.  S.  XXIX.  318-320.    1869. 

Wie  in  der  Theoria  motus  p.  120  bemerkt  ist,  herrscht, 
wenn  nur  q,  g^,  Cy  a  (die  beiden  Radien,  die  Sehne  und  die 
grosse  Axe)  gegeben  sind,  eine  Zweideutigkeit  in  Bezug  auf  den 
Bogen  X)  die  in  dem  Theorem  auftritt;  es  sind  nämlich  zwei 
Bahnen  durch  diese  Daten  bestimmt,  und  beide  Werthe  von  x 
entsprechen  diesen  Bahnen.  Aber  diese  Zweideutigkeit  herrscht 
nichts  wenn  die  Bahn  gegeben  ist,  und  der  Verfasser  zeigt,  wie 
man  die  richtigen  Werthe  von  x  durch  eine  einfache  Relation 
auswählen  kann,  die  von  der  Lage  des  zweiten  Focus  abhängt 

Cly.  (M.) 
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A.  Cayley.     Note  on  the  problem  of  the  determination 
of  a  planet's  orbit  from  three  observations.  Not.  ofAstr. 

S.  XXIX.  257-259.    1869. 
Auseinandersetzang  des  Princips  der  Lösung^  die  in  der 
Theoria  motuB  gegeben  ist.  *        Cly.  (H.) 

A.  Cayley.     On   the    determination    öf  the  orbit   of  a 
planet  from  three  observations.     Mem.  ofAstr.  s.  xxxviii. 

17-111.    1870. 

Das  Problem  ist  vom  geometrischen  G^Bichtspunkte  behan- 
delt. Die  Bahn  ist  ein  Kegelschnitt,  in  dessen  Brennpunkt  die 
Sonne  steht;  und  jede  Beobachtung  zeigt,  dass  der  Planet  zur 
Zeit  derselben  auf  einer  gegebenen  Linie  sich  befindet.  Man 
hat  also  einen  gegebenen  Punkt  S,  den  Focus,  und  drei  gege- 
bene Linien,  „Strahlen".  Wäre  die  Ebene  der  Bahn  bekannt, 
so  würden  ihre  Durchschnitte  mit  den  drei  Strahlen  die  drei 
Lagen  des  Planeten  bestimmen ;  wir  würden  also  den  Focus  und 
drei  Punkte  der  Bahn  haben,  oder,  was  dasselbe  ist,  drei  Radii 
vectoren,  einen  „Trivector*^  Geometrisch  giebt  es  hier  vier 
Kegelschnitte,  aber  nur  einer  von  ihnen  kann  die  Bahn  sein; 
die  Bahn  ist  so  eindeutig  bestimmt  durch  einen  gegebenen  Tri- 
yector.  Die  Aufgabe  besteht  also  darin,  eine  solche  Bahnebene 
zu  finden,  dass  in  der  durch  einen  Trivector  bestimmten  Bahn 
die  Durchgangszeiten  die  beobachteten  Werthe  haben;  oder  (was 
dasselbe  ist),  dass  die  Bahnflächen  dividirt  durch  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  resp.  Parametern  gegebene  Werthe  haben.  Statt 
der  Bahnebene  betrachtet  der  Verfasser  die  Bahnaxe  (d.  h.  die 
normal  zur  Bahnebene  durch  S  gehende  Linie),  oder  noch  pas- 
sender den  Bahnpol  oder  den  Durchschnitt  der  Axe  mit  einer 
um  S  beschriebenen  Kugel.  Einer  gegebenen  Lage  des  Bahn- 
pols entspricht  dann  (wie  oben)  eine  gegebene  Bahn;  und  es 
ist  die  Aufgabe,  die  Lage  des  Bahnpoles  so  zu  finden,  dass  in 
der  zugehörigen  Bahn  die  Durchgangszeiten  bestimmte  Werthe 
haben.  Die  gesuchte  Lage  mag  als  Durchschnitt  zweier  sphä- 
rischen Curven  erhalten  werden,  wovon  die  eine  der  Ort  derje- 
nigen Lage   ist,   für  welche  die  Durchgangszeit  zwischen  dem 
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ersten  und  zweiten  Punkt  der  Bahn  einen  gegebenen  Werth  hat; 
die  andere  der  Ort  derjenigen  Lagen,  filr  welche  die  Durch- 
gangszeit zwischen  dem  zweiten  und  dritten  Punkt  einen  gege- 
benen Werth  hat;  und  in  Verbindung  damit  mögen  andere  iso- 
parametrische  Oerter  des  Bahnpoles  betrachtet  werden,  z.  B.  die 
iseccentrischen  Linien,  oder  die  Oeiier,  für  welche  die  Excentri- 
cität  einen  gegebenen  Werth  hat.  Unter  diesem  Gesichtspunkt 
wird  das  Problem  behandelt;  es  handelt  sicli  nämlich  nun  um 
die  Discussion  der  Configuration  und  dieser  Oerter.  Die  Strahlen 
sind  in  dem  ersten  Beispiel  irgend  drei  gegebene  Linien;  in  der 
weiteren  Discussion  der  sphärischen  Curven,  die  kaum  anders 
als  numerisch  durchgeführt  werden  kann,  beschränkt  der  Ver- 
fasser sich  selbst  auf  den  Fall  einer  besonderen  symmetrischen 
Lage  der  drei  Strahlen;  er  nimmt  nämlich  Linien,  die  einen 
Winkel  von  60°  mit  einer  durch  S  gehenden  festen  Ebene  bilden 
und  deren  Projectionen  auf  diese  Ebene  ein  gleichseitiges  Dreieck 
mit  dem  Mittelpunkt  S  bilden,  und  so,  dass  jeder  Strahl  die  Ebene 
im  Mittelpunkt  der  entsprechenden  Seite  des  Dreiecks  schneidet. 

Cly.  (M.) 

0.  PuscHL.     Ueber  eine  kosmische  Anziehung,   welche 
die  Sonne  durch  ihre  Strahlen  ausübt.   Wien.  Ber.  LXI, 
IL  299-319.    1870. 
Die  Wärmemenge,   welche  ein  Himmelskörper  in  der  Zeit- 
einheit von  der  Sonne  erhält,  ist  einer  bestimmten  mechanischen 
Arbeit  äquivalent.     Der  Herr  Verfasser  sucht  nun  zu  dedueiren, 
dass  bei  einer  wirklichen  Umsetzung  der  Wärme  in  Arbeit  letztere 
in  einem  Druck  oder  Zug  bestehen  müsse,  je  nachdem  man  von 
der   Emissions-  oder  Undulationstheorie   ausgehe.     Die   Bestim- 
mung der  numerischen  Werthe  zeigt  hierbei,    dass  jener  Druck 
oder  Zug  bei  sehr  kleinen  Köi-pern  merklich  sein  kann,  dagegen 
bei  den  bekannten  Planctenmassen  neben  der  Gravitation  völlig 
verschwindet,  B. 

4 

Th,  V.  Oppolzer.    Ueber  die  Bestimmung  einer  Kometen- 
bahn.  (IL  Abhandlung.)    Wien.  Ber.  LXI.  917-944.    1870. 
Diese  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  gleichnamigen  Abband- 
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long  desselben  Verfassers,  über  welche  im  ersten  Bande  dieses 
Jahrbuchs  p.  400  referirt  worden  ist.  In  §  1  werden  die  Grenzen 
für  die  Anwendbarkeit  der  Olbers'schen  Methode  genauer  untersucht 
und  ein  Kriterium  entwickelt,  um  in  jedem  einzelnen  Falle  ent- 
scheiden zu  können,  ob  das  gewöhnliche  Verfahren  noch  zulässig 
ist,  oder  ob  man  die  genauere  Methode  des  Verfassers  anwenden 
muss.  §  2  und  ff.  enthalten  sehr  wesentliche  Abkürzungen  der 
von  dem  Verfasser  in  der  ersten  Abhandlung  gegebenen  Rech- 
nungsvorschriften. Das  zur  Erläuterung  beigefügte  und  der 
Praxis  entlehnte  Zablenbeispiel  ist  so  beschaffen,  dass  eine  Bahn- 
bestimmung nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  fast  unthunlich 
sein  würde.  B. 

F.  TiETjEN.  üeber  die  Unsicherheit  einer  ßahnbestim- 
mung  aus  di-ei  Beobachtungen,  wenn  dieselben  geo- 
centrisch  nahe  in  einem  grössten  Kreise  liegen. 
Astr.  Nachr.  LXXIII.  353-364.    1869. 

Bekanntlich  beruht  die  Bestimmung  einer  Planetenbahn  aus 
drei  Beobachtungen  darauf,  dass  man  aus  dem  Flächensatze  mit 
Vernachlässigung  der  Grössen  von  der  dritten  Ordnung  der 
Beobachtungszeiten  eine  Gleichung  herleitet,  welche  als  Unbe- 
kannte die  Entfernungen  des  Planeten  von  Sonne  und  Erde  ftlr 
die  mittlere  Beobachtung  enthält.  Die  Bahnbestimmung  auf 
Grund  dieser  Gleichung  wird  aber  illusorisch,  sobald  die  drei 
beobachteten  Oerter  geocentrisch  nahe  in  einem  grössten  Kreise 
liegen.  Die  nähere  Untersuchung  dieses  Falles  lässt  sich  nun 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  durchführen,  wenn  man,  wie  der 
Herr  Verfasser  es  thut,  sämmtliche  Grössen  auf  ein  rechtwink- 
liges, durch  die  Sonne  gelegtes  Axensystem  bezieht,  dessen 
xy-Ehene  den  ersten  und  dritten  geocentrischen  Planetenort  ent- 
hält. Die  auf  diese  Weise  entwickelten  Formeln  gestatten  fast 
unmittelbar,  den  störenden  Einfluss  jenes  Ausnahmefalles,  sowie 
die  näheren  Bedingungen  für  das  Eintreten  desselben  zu  ermit- 
teln. Es  ergiebt  sich  u.  A.  dabei,  dass  dieser  Fall  nahezu  statt- 
findet, sobald  die  Zeit,  zu  welcher  sich  die  Sonne  im  Durch- 
schnitte jener  xy-Ebene  mit  der  Ecliptik  befindet,  übereinstimmt 
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mit  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  drei  Beobachtongszeiten, 
dass  ferner  bei  freier  Wahl  der  mittleren  Beobachtung  Gleich- 
heit der  Zwischenzeiten  das  Günstigste  ist.  B. 

MiCHAL.     Application  de  la  g^om^trie  analytique   k  la 
dötermination    des  orbites  des  planstes.    C.  R.  LXvnL 

176-180.  1869. 
Neu  ist  in  dieser  Arbeit  nur  die  Bestimmung  von  Knoten 
und  Neigung  einer  Planetenbahn  aus  neunzehn  vollständigen 
Beobachtungen  und  zwar  in  der  Art^  dass  die  aufzulösenden 
Gleichungen  sämmtlich  linear  sind  und  keine  anderen^  als  die 
elementaren  Hülfsmittel  der  analytischen  Geometrie  zur  Anwen- 
dung kommen.  Wenn  man  nämlich  die  sieben  Coefficienten  in 
der  Gleichung  der  Bahneböne  und  der  Projectiön  des  Bahnkegel- 
schnitts auf  die  Ekliptik  als  Unbekannte  einführt  und  die  recht- 
winkligen Goordinaten  des  Planeten  mit  Hülfe  der  beobachteten 
Länge  und  Breite  eliminirt,  so  lässt  sich  das  Resultat  der  Elimi- 
nation als  eine  lineare  Gleichung  mit  neunzehn  Unbekannten 
hinschreiben,  welche  aus  jenen  sieben  rational  zusammenge- 
setzt sind. 

Die  daran  sich  schliessende  Ermittelung  der  heliocentrischen 
Goordinaten  und  der  Bahnelemente  aus  Knoten  und  Neigung  ist 
ebenfalls  elementar  gehalten,  giebt  aber  nur  bereits  Bekanntes. 

B. 

S.  Newcomb.  Aper9U  d'une  möthode  directe  et  facile 
pour  eflfectuer  le  d^veloppement  de  la  fonction  per- 
turbatrice  et  de  ses  coefficients  difiEdrentiels.  0.  B  LXX. 
385-388.    1870. 

Bei  den  bisher  üblichen  Methoden,  die  Störungsfunction  R 
nach  Potenzen  der  Excentricitäten  e  und  e*,  sowie  des  Sinus  der 
halben  gegenseitigen  Neigung  der  Bahnen  zu  entwickeln,  ist  es 
sehr  lästig,  dass  durch  die  Differentiationen  von  A,  welche  zur 
Aufstellung  der  Störungsgleichungen  nothwendig  sind,  die  höch- 
sten Potenzen  jener  Grössen  sich  um  eine  oder  mehrere  Ord- 
nungen erniedrigen  können.    Man  wird  dadurch  gezwungen,  die 
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Entwiekelung  von  A  bis  zu  einer  höheren  Ordnung  fortzusetzen, 
als  man  überhaupt  bei  den  Störungen  berttcksiehtigen  will. 
Herr  N.  leitet  nun,  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,  eine  Recur- 
sionsformel  ab,  vermöge  deren  man  bei  der  Entwickelung  von  R 
keine  höheren  Potenzen  der  Excentricität  mitzunehmen  hat,  als 
man  in  den  Störungen  beibehalten  will.  Durch  diese  Formel 
wird  nämlich  der  Coefficient  von  e'"  «"•  dargestellt  als  eine  li- 
neare Function  der  Coefficienten  von  niedrigerer  Dimension; 
dieselben  sind  mit  Factoren  multiplicirt,  welche  in  einfacher 
Weise  von  den  Coefficienten  der  Entwickelung  der  wahren  Ano- 
malie und  des  log.  rad.  vect.  nach  Potenzen  der  Excentricität 
abhängen.  Zu  gleicher  Zeit  liefert  die  Methode  der  Herleitung 
dieser  Formel  eine  einfache  Prttfungsgleichung  für  die  Richtig- 
keit aller  berechneten  Coefficienten.  B. 

J.  BouRGET.     Sur  le    döveloppement   alg^brique  de    la 
fonction  perturbatrice.    C.  R.  Lxx.  507-509.    1870. 

Kurze  Andeutungen  über  ein  Verfahren,  die  Störungsfunction 
analytisch  zu  entwickeln^  bei  welchem  die  Besserschen  Trans- 
cendenten  eingeführt  werden  und  die  Entwickelung  nach  Po- 
tenzen des  Sinus  der  halben  gegenseitigen  Neigung,  sowie  der 
Tangenten  der  halben  Excentricitätswinkel  fortschreitet 

B. 

E.  Kayser.    Untersuchung  des  Mondes  hinsichtlich  fi(ei- 
ner  ellipsoidischen  Gestalt.  Astr.  Nachr.  LXXIII.  225:240.  1869. 

Bekanntlich  hat  Hansen  aus  seinen  Untersuchungen  ttber 
die  Bewegung  des  Mondes  den  Schluss  gezogen,  dass  die  Ober- 
fläche desselben  ein  verlängertes  Ellipsoid  sei,  dessen  grössere 
Axe  stets  nach  der  Erde  gerichtet  ist,  während  jene  Verlänge- 
rung etwa  0>034  beträgt  Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  nun 
die  Aufgabe,  den  Werth  der  Verlängerung  direct  aus  Messungen 
der  grössten  Breite  einer  erleuchteten  Mondsichel  abzuleiten. 
Die  Werthe  der  Sichelbreiten  sind  nämlich  um  durchschnittlich 
noch  sehr  wohl  messbare  Grössen  von  einander  verschieden,  je 
naebdem  man  bei  ihrer  Berechnung  die  spb|p8che  oder  die  ellip* 
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soidische  Gestalt  des  Mondes  voraussetzt.  Es  handelt  sieh  also 
bei  der  Lösung  der  genannten  Aufgabe  nur  darum,  die  Sichel- 
breite  als  Function  des  Mond-  und  Sonnenortes,  der  Libration 
und  der  unbekannten  Verlängerung  des  Mondellipsoids  auszu- 
drücken, um  aus  directen  Messungen  der  Sicbelbreite  einen 
Werth  für  jene  Verlängerung  zu  finden.  Die  Schwierigkeiten, 
welche  hierbei  einer  strengen  Lösung  des  Problems  en^egen- 
stehen,  werden  von  dem  Verfasser  dadurch  umgangen,  daas  er 
die  Breite  der  Sichel  in  derjenigen  Ebene  berechnet,  welche 
durch  den  Beobachter ,  den  scheinbaren  Mondmittelpunkt,  und 
den  Durchschnitt  des  Mondäquators  mit  der  äusseren  Lichtgrenze 
der  Sichel  gelegt  ist.  Dies  Verfahren  ist  für  numerische  Rech- 
nung hinreichend  genau  und  führt  zu  hinreichend  bequemen  For- 
meln. Die  danach  ausgeführte  Berechnung  der  vom  Verfasser 
angestellten  Messungen  liefert,  sehr  nahe  übereinstimmend  mit 
Hausen,  ftlr  die  Veriängerung  den  Werth  0-0329. 

B. 

W.  LiGOWSKi.  Ueber  die  Reduction  der  Monddistanzen  mit 
Anwendung  vierstelliger  Logarithmen  ohne  Benutzung. 

von   Hülfötafeln.     Grunert  Arch.  LI.  374-380.    1870. 

Die  halbe  Reduction  x  der  beobachteten  Distanz  wird  durch 
Auflösung  einer  Gleichung  von  der  Form 

xÄn(d  —  x)  =  A  +  B  —  C 
gefunden,  d  ist  die  beobachtete  Distanz;  A^  B,  C  enthalten 
ausser  den  direct  gemessenen  Grössen  und  ihren  Correctionen 
für  Refraction  etc.  noch  den  Azimuthaiunterschied  beider  Ge- 
stirne. Zur  Auflösung  jener  Gleichung  genügen  in  der  Regel 
zwei  Annäherungen.  B. 

Ch.  Simon.     Memoire  sur  la  rotation  de  la  lune.  Ann.  de 

Vkc.  Norm.  VI.  69-85.    1869. 
Der  Verfasser  stellt  in  dieser  zweiten  Abhandlung  (die  erste 
findet  sich  im  dritten  Bande  desselben  Journals)   die  Anfangs- 
bedingungen auf,  denen  der  Mond,  abgesehen  von  allen  Hypo- 
thesen, genfigen  muss,  damit  seine  Rotationsbewegung  unseren 
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Beobachtungen  entsprechen,  und  unterHucht  dann,  ob  dieselben 
sich  im  Einklang  mit  der  Laplace'schen  Hypothese  befinden. 

0. 

V.  PüiSEUX.  Sur  racceldration  seculaire  du  mouvement 
de  la  Lune.   c.  R.  LXix.  1287.   1869. 

Ch.  Delaunay.  Rapport  sur  un  travail  de  Mr.  Puiseux 
ayant  pour  titre  „Mdmoire  sur  l'acceldratioii  seculaire  du 
mouvement  de  la  Lune".  C.  R.  LXX.  in.   1870. 

Enthalten  eine  vorläufige  Mittheilung  und  einen  Bericht  über 
die  nachstehende  grössere  Arbeit: 

V.  Puiseux.  Memoire  sur  Taccöleration  söculaire  du 
mouvement  de  la  Lune.  Liouviiie  J.  (2)  xv.  o-iie.    1870. 

Die  mittlere  Länge  des  Mondes  als  Function  der  Zeit  aus- 
gedrückt, hat  die  Form  4  +  ß/  +  O'  +  •  •  • ,  wo  C  den  Coefficienten 
der  secularen  Beschleunigung  der  Mondbewegung  bedeutet.  Der 
aus  den  alten  Finsternissbeobachtungen  hervorgehende  Werth 
von  C  auf  das  Jahrhundert  als  Zeiteinheit  bezogen,  beträgt  etwa 
12",  der  theoretische  Werth  dagegen,  welchen  man  durch  Be- 
rücksichtigung der  secularen  Aenderung  der  Erdbahnexcentricität 
erhält,  steigt  nur  auf  6,1"  und  man  hat,  um  diese  Differenz  zu 
erklären,  seine  Zuflucht  zu  allerlei  Raisonnements  über  den 
etwaigen  störenden  Einfluss  der  die  Erde  umgebenden  Fluth- 
welle  genommen.  In  Bezug  auf  den  Einfluss  der  secularen 
Aenderung  in  der  Lage  der  Ekliptik  hatte  man  sich  bisher  bei 
dem  von  Laplace,  Poisson  und  Plana  gefundenen  Resultat  beru- 
higt, dass  bei  dem  von  diesen  Schriftstellern  erlangten*  Grade 
der  Annäherung  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptik 
einen  constanten  mittleren  Werth  besitze,  und  dass  man  daher 
in  der  Mondtheorie  die  Ekliptik  als  eine  feste  Ebene  betrachten 
könne.  In  der  vorliegenden  Arbeit  stellt  sich  nun  der  Verfasser 
die  Aufgabe,  den  Einfluss  der  secularen  Aenderung  in  der  Lage 
der  Ekliptik  erschöpfender  als  dies  bisher  geschehen,  zu  ent- 
wickeln, um  so  zu  einem  sicheren  Urtheil  über  die  Zulässigkeit 
anderer  Hypothesen  zu   gelangen.    Die  Arbeit  gliedert  sich  in 
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drei  Abschnitte.  Der  erste  reproducirt  der  Vollständigkeit  halber 
die  hierher  gehörige  Untersuchung  von  Poisson.  Im  zweiten 
Abschnitt  wird  zunächst  die  Storungsfunction  vollständiger  als 
frtiher  entwickelt,  und  die  Störungsgleichungen  nach  Analogie 
des  von  Delaunay  in  seiner  Mondtheorie  benutzten  Verfahrens 
f&r  den  Fall  integurt,  dass  man  in  der  Storungsfunction  alle 
periodischen  Glieder  unterdrückt;  mit  Ausnahme  deijenigen, 
welche  von  den  Enotenlängen  der  Mondbahn  und  der  Ekliptik 
in  Bezug  auf  eine  feste  Ebene  abhängen.  Der  dritte  und  bei 
Weitem  umfangreichste  Abschnitt  endlich  enthält  die  Integration 
der  Störungsgleichungen  unter  Berücksichtigung  der  vorher  unter- 
druckten Glieder.  Das  Resultat  der  äusserst  mühsamen  und 
langwierigen  Rechnung  ist  folgendes:  die  seculare  Aendemng 
in  der  Lage  der  Ekliptik  erzeugt  in  der  mittleren  Länge  des 
Mondes  Glieder  mit  /',  <'  und  <*;  die  Glieder  mit  «*  zerstören 
sich  bei  dem  von  Puiseux  erreichten  Grade  der  Annäherung 
gegenseitig,  die  Glieder  mit  f'  sind  für  historische  Zeiten  völlig 
unmerklich,  die  Glieder  mit  i^  haben  einen  merklichen  Coeffi- 
cienten,  der  jedoch  fUr  die  Epoche  der  alten  Finsternissbeobach- 
tungen eine  Verminderung  des  Coefficienten  C  um  0,08"  ergiebt, 
statt  denselben  umU''  bis  6''  zu  vermehren,  wie  es  für  einen 
vollständigen  Einklang  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  noth- 
wendig  wäre.  B. 

H.  Gylden.     Ueber  eine  Methode,  die  Störungen   eines 
Kometen  vermittelst  rasch  convergirender  Ausdrücke 

darzustellen.   Bull,  de  st.  Pfetersb.  XIV.  195-231.    1869. 

Vorliegende  Arbeit  enthält  eine  Anwendung  der  elliptischen 
Functionen  auf  die  Entwickelung  der  Ausdrtlcke,  welche  Hansen 
in  seinem  ^M^moire  sur  le  caicul  des  pertubations  qu^^prouvent 
les  comötes^  gegeben  hat.  Hansen  drttckt  nämlich  daselbst  die 
gegenseitige  Entfernung  J  des  störenden  und  des  gestörten  Kör- 
pers durch  die  mittlere  Anomalie  &  des  ersteren  und  durch  eine 
besondere  Variable,  die  partielle  Anomalie,  aus,  welche  in  ver- 
schiedenen, willkürlich  zu  wählenden  Abschnitten  der  Eometen- 
bahn  in  verschiedener  Weiße  von  dem  Orte  des  Kometen  abhängt 
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Dadurch  wird  in  dem  Ausdrucke  für  A^  in  Bezug  auf  den  Ko- 
'  meten  eine  beliebig  starke  Gonvergenz  erzielt,  während  der  von 
dem  Kometen  unabhängige  Theil  sich  auf  die  Form 

[l  +  AcosCc'  +  F)]  (l  +  ff) 

bringen  lässt,  wo  G  eine  kleine  Grösse  bedeutet.  Die  Haupt- 
schwierigkeit besteht  nun  in  der  Entwiekelung  der  negativen 
Potenzen  des  ersten  Factors,  weil  bei  grosser  Annäherung  der 
beiden  Körper  f  sehr  nahe  gleich  1  wird.  Herr  6.  erzielt  nun 
auch  hier  convergentere  Ausdrücke  durch  die  Substitution 

*'  =  T+f '  y  («'  +  ^)  =  a«^  -^.  "»od-  *• 

Ebenso  lässt  sich  die  Convergenz  in  Bezug  auf  den  Kometen 
noch  steigern,   wenn  man  für  die  partielle  Anomalie  desselben 

eine  am  einfährt.    In  diesem  Falle  lässt  sich,   wenn  die 

TT 

Excentricität  des  störenden  Planeten  sehr  klein  ist,  der  Ort  des- 
selben durch  rasch  convergirende  Reihen  darstellen,  welche  von 
eben  jenem  u>  und  von  einem  Winkel  abhängen,  der  während 
desselben  Umlaufs  des  Kometen  constant  bleibt,  dagegen  ftr 
verschiedene  Umläufe  verschiedene  Werthe  annimmt. 

B. 

E.  Weiss.    Beiträge  zur  Kenntniss  der  Sternschnuppen. 

Astr.  Nachr.  LXXVI.  193-220.    1870. 

Der  mathematische  Theil  dieser  Arbeit  enthält  eine  Methode 
zur  Höhenbestimmung  der  Sternschnuppen,  welche  auf  Folgen- 
dem beruht.  Zunächst  wird  jede  beobachtete  Flugbahn  so  corri- 
girt,  dass  sie  rückwärts  verlängert  durch  den  als  bekannt  ange- 
nommenen Radiationspunkt  geht.  Dies  wird  durch  eine  kleine 
Drehung  der  Flugbahn  um  ihren  Mittelpunkt  erreicht.  Als  wahrer 
Ort  der  Sternschnuppe  wird  dann  der  Durchschnitt  der  beiden 
Ebenen  angesehen,  welche  durch  jeden  Beobachtungsort  und  die 
zugehörige  comgirte  Flugbahn  gelegt  werden  können. 

B. 

Fortschr.  d.  Math.  II.   3.  57 
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W.  Klinkerfües.  Einige  Bemerkungen  betreflFend  die  Be- 
rechnung von  Kometenbahnen,     Astr.  Nachr.  LXXV.  sv 

86.    1869. 
Es  seien  a,  a',  o"  die  geocentrischen  Rectascensionen,  J,  d', 
d"  die  Deolinationen  eines  Kometen,  A'  und  D'  die  Reetascension 
und  Declination  der  Sonne  für  die  mittlere  Beobachtung,  ferner 
sei  i4o  *^  ^®^  Gleichung 

tg  (^0  -  -^^)  si«  (^  +  ^'0  =  cotg  .^^  sin  (cT'^  a) 

bestimmt,  dann  ist  der  Ausdruck 

cotgD^   cotg  D'  cos  (A'  >-  4)  —  cotg  3  cos  (a  —  ^4,)       _ 
cotg  5'  '  cotg  5'  cos  (a'  —  i4  J  —  cotg  d  cos  (a  —  i*©) 

wo  r*  und  Ä'  die  Radii  vectores  des  Kometen  und  der  Erde  für  die 

mittlere  Beobachtung  bedeuten,   stets  positiv.    Man  kann   daher 

durch  eine  einfache  Rechnung  von  vornherein  entscheiden,   ob 

r'>oder<Ä'. 

B. 

E.  Kayser,     Die  Gleichungen    einer  Kometenbahn. 

Pr.  Erftirt.    1869. 

F.  Minding.  Ueber  eine  bei  Beobachtung  der  Stern- 
schnuppen vorkonfimende  Aufgabe  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung.   Bull,  de  St.  Petereb.  XIII.  203-208.    1869. 

Siehe  Abschn.  IV,  p.  117. 

A.  Cayley.  Sur  la  construction  graphique  de  la  courbe 
d'ombre    ou    de    p6nombre    pendant    la    duröe    d'une 

^clipse   de   soleil.    Nouv.  Ann.  (2)  IX.  289-291.     1870. 

Laguerre.     Note  sur  Tarticle  pr^cddant.  Nouv.  Ann.  (2)  ix 

291-293.    1870. 

In  der  erstgenannten  Mittheilung  wird  der  Nachweis  gef&hrt, 
dass  die  stereographische  Projection  der  Gurve  des  Kern-  oder 
Halbschattens  bei  einer  Sonnenfinsterniss  sich  darstellen  lässt 
als  die  Enveloppe  aller  Kreise,  welche  einen  festen  Kreis  ortho- 
gonal schneiden,  während  der  Mittelpunkt  auf  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  liegt. 
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Die  Note  von  L«  enthält  erstlieh  die  Bemerkung,  dass  der 
obige  Satz  schon  1862  von  Moutard  ausgesprochen  sei,  sodann 
einen  Beweis  desselben,  der  unmittelbar  für  die  Durchschnitts- 
curve  einer  Kugel  mit  einer  beliebigen  Fläche  zweiter  Ordnung 
gültig  ist.  B. 

A.  Cayley.    On  the  graphical  construction  of  the  umbral 
or  penunabral    curve    at  any  instant   during   a  solar 

eclipse.      Not.  of  Astr.  S.  XXX.  162-164.    1870. 

Die  Schatten-  oder  Halbschatten-Curve  ist  der  Durchschnitt 
einer  Engel  mit  einem  geraden  Kegel.  Es  wird  gezeigt,  dass 
die  stereographische  Projection  construirt  werden  kann  als  En- 
Tcloppe  eines  variablen  Kreises,  der  sein  Centrum  auf  einem  ge- 
gebenen Kugelschnitt  hat  und  einen  gegebenen  Kreis  unter  rech- 
tem Winkel  schneidet^  in  der  That  Herrn  Casey's  Construction 
der  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung.    S.  d.  vorsteh.  Referat. 

Cry.  (M.) 

A.  Cayley.    On  the  geometrical  theory  of  solar  eclipses. 

Not.  of  Astr.  S.  XXX.  166-168.    1870. 
Analytische   Herleitung   und  Discussion   der  Fundamental- 
gleichung. Cly.  (M.) 

Anonymus.      Eclipses.      Messenger  V.  168-169.    1870. 

Elementarer  Beweis,  dass  in  einem  Jahre  sieben  Finsternisse 
stattfinden  können,  und  zwar  fünf  Mond-  und  zwei  Sonnen-Finster- 
nisse oder  vier  Sonnen-  und  drei  Mond-Finsternisse. 

Glr.  (0.) 

W.  L.  DicKiNSON.     On  three  occultations  of  Saturn  by 

the  moon.     Proc.  of  Manchester  IX.  149-150.    1869/70 

Csy. 

W.  L.  DicKiNSON.     On  the  eclipse  of  the  sun  Decem- 

ber  21-22.    1870.     Proc.  of  Manchester  IX.  158-159.    1869/70. 

Csy. 
57* 
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W.  G.  Penny.     On    the   rotatory   motion    of   heavenly 

bodies.    Trans,  of  Dublin  X.  111.    189-220.    1869. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  untersucht:  1)  ob  die  stö- 
renden Kräfte,  welche  auf  die  Himmelskörper  wirken,  einen 
dauernden  Einfluss  auf  die  Rotation  derselben  ausftben  können; 
2)  wenn  eine  solche  Wirkung  stattfindet,  unter  welchen  Um- 
ständen sie  aufhören  wird,  d.  h.  welches  die  Bedingungen  sind, 
unter  welchen  die  Körper  mit  nur  periodischen  Aendemngen 
permanent  rotiren  können.  Csy.  (O.) 

0.  Flammamon.     Loi   du    mouvement    de  rotation    des 

planstes.     0.  R.  LXX.  804-808.    1870. 

G.  QüESNEViLLE.  Remarque  relative  ä  une  Note  de 
Mr.  Flammarion  sur  la  loi  du  mouvement  de  rotation 
des  planstes.    C.  R  LXX.  845-846.    1870. 

C.  Flammarion.  Reponse  k  une  objeetion  relative  k  la 
loi  du  mouvement  de  rotation  des  planstes.  0.  R.  Lxx. 

922-923.  1870. 
In  der  ersten  Note  sucht  Herr  Fl.  das  Gesetz  nachzuweisen, 
dass  die  Dichtigkeit  eines  Planeten  proportional  sei  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Yerhältniss  der  Schwerkraft  zur  Schwungkraft 
unter  dem  Aequator.  Hr.  Qu.  zeigt  indessen,  dass  die  ungefähre 
Uebereinstimmung,  welche  in  den  von  Hr.  Fl.  benutzten  Zahlen 
stattfindet,  viel  geringer  wird,  wenn  man  die  numerischen  Werthe 
aus  dem  neuesten  Annuaire  du  bureau  des  longitudes  nimmt, 
dass  ferner  die  aus  jenem  Gesetz  unmittelbar  folgende  Propor- 
tionalität zwischen  den  Dichtigkeiten  und  den  Quadraten  der 
Rotationszeiten  in  Wirklichkeit  nicht  einmal  angenähert  stattfin- 
det. Die  „Reponse . . ."  von  Hr.  Fl.  enthält  nichts  Wesentliches, 
wodurch  jene  Einwürfe  entkräftet  werden.  B. 

BüzzETTi.     La  rotazione  della  terra.    Miiano,  Treves  1870. 

Bach..  Du  passage  de  V^nus  sur  le  disque  du  soleil 
en    1874,    et  du    calcul   de  la   parallaxe   du   soleil. 

Ann.  de  rfic.  Norm.  VI.  289-347.    1869. 
Von  rein  astronomischem  Interesse.  0. 
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L.  Matthiessen.     üeber    die   scheinbare  und    absolute 
Grösse  der  Sonne.  .  Schiömiich  z.  xiv.  525-531.    1869. 

Enthält  Reflexionen  über  die  Vergrösserung,  welche  der 
scheinbare  Sonnenhalbmesser  in  Folge  einer  von  der  Sonnen- 
atmosphäre  herrührenden  Refraction  erfahren  muss. 

B. 

L,  J.  Gruey.     Recherches  sur  la  flexion   de  la  lunette 

m^ridienne.     Ann.  de  rÄc.  Norm.  VII.  211-246.    1870 

0. 

W.  Veltmann.     Fresnel's  Hypothese  zur  Erklärung  der 
Aberrationserscheinungen.  Astr.  Nachr.  LXXV.  145-160.  1870. 

Siehe  Abschn.  XI.  Cap.  2.  p.  790. 

W.  H.  Besant.    Mathematical  notes.  Quart.  J.  xi.  38-42. 1870. 

In  der  zweiten  Note  wird  auf  eine  Unvollkommenheit  in 
den  gewöhnlichen  Erklärungen  der  Aberration  aufmerksam  ge- 
macht. Mz. 

H.  KiNKELiN.     Die  Berechnung  des  christlichen  Oster- 
festes.    Schlömüch  Z.  XV.  217-228.    1870. 

Eine  Übersichtliehe  Herleitung  der  von  Gauss  aufgestellten 
einfachen  Vorschriften  für  die  Berechnung  des  Osterfestes. 

B. 
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A.  Farnocchio.    Corso  elementare  completo  di  matema- 

tiche  pure.       Roma.  Aureli,  1868/69.    4  Vol.  in  8'. 

P.  N.  Manqini.     Kritik  des  Werkes.    Boncompagni  Bull,  a 

279-282.    1869. 
Bd.  I.   Arithmetik  und  Algebra.    Bd.  11.   Ebene  und  räum- 
liche Geometrie  nebst  Trigonometrie.    Bd.  III.  Analytische  Geo- 
metrie.   Bd.  IV.   Infinitesimal-ßechnung.  O. 

A.  S.  GuLDBERG,     Matematikens    Betydning  og    anven- 

delse«     Fem  populaere  Foredrag.    Christiania  1870. 

In  dieser  kleinen  Schrift  will  der  Verfasser  den  Werth  und 
die  Anwendbarkeit  der  Mathematik  zeigen.  Die  Schrift  zerfällt 
in  fllnf  Vorlesungen :  1)  „die  Zahl**.  2)  „Reflexionen  über  die 
physikalischen  Wissenschaften  im  Allgemeinen;  über  die  musi- 
kalischen Töne*^;  3)  ^Bestimmung  der  Entfernung  und  Grösse 
der  Himmelskörper".  4)  „Ueber  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  ihre  Anwendung  auf  Hazardspiele".  5)  „Ueber  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und  ihre  Anwendung  auf  Statistik".  Hinzu- 
gefllgt  ist  noch  eine  Uebersetzung  von  Pascals:  „R^flexions  sur 
la  g6om6trie  en  gön^ral".  Hn.  (Wn.) 

F.  Henrich.     Lehrbuch    der    Arithmetik    und    Algebi-a, 

WieBbaden,  Limbarth.    1870. 
Das  vorliegende  Lehrbuch  unterscheidet   sich  von  anderen 
derartigen  Büchern  nur  durch  die  Definition  der  „Zahl",  die  der 
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Yerfasser  adoptirt   hat.     Er   sagt:   „Jede  Zahl  ist   eine,   nach 
einer  gewissen  Einheit  gemessene  gerade  Linie^. 

0. 

A.  ScHLiMBACH.      Die    politische   Arithmetik    und    ihre 

Herleitung.    Pr.  Prankfort  a.M.  1869. 

Der  Verfasser  berechnet  fllr  zwei  Beispiele  (Russische  Eisen- 
bahnanleihe und  Braunschweigische  Prämienanleihe)  den  that- 
sächlichen  Procentsatz.  0. 

A.  d'Abbadie.     Sur  la  division  d^cimale  de  l'angle  et  du 

temps. '  C.  R  LXX.  1111-1115.    1870. 

R.  Wolf,     Observations   relatives    k    la    division    d^ci- 
male     des    angles    et    du    temps    propos^    par    Mr. 

d'Abbadie.    C.  R.  LXX.  1221.  (nebst  Erwiderung  d'Abbadie's)  1870. 

YvoN  ViLLARCEAU.     Remarques  relatives   k  la   division 
d^cimale  des  angles  et  du  temps.   0.  R.  LXX.  1233-1236. 

1870. 

J.  HoüEL.     Sur  la  choix  de  l'unit^  angulaire.  C.  R.  LXX. 

1387-1390.  (nebst  Erwiderung  Villarceau's.)  1870. 

Im  ersten  Artikel  explicirt  und  motivirt  d'Abbadie  die  Deci- 
maltheilung  der  Winkel  und  der  Zeit,  welche  vom  Quadranten 
des  Kreises  und  des  Tages  als  EinEeiten  ausgeht,  und  empfiehlt 
die  Benennungen  prime,  grade,  quarte,  quinte,  sixte  für  lOtel, 
lOOtel,  lOOOOtel,  etc.  derselben.  Für  die  Decimaltheilung  spricht 
die  augenfällige  Erleichterung  des  Rechnens  und  die  Vermei- 
dung von  Rechenfehlern.  Gegen  den  Einwand,  dass  dieselbe 
nicht  mit  der  Einrichtung  der  vorhandenen  Instrumente  stimmen 
würde,  wird  mit  Recht  geltend  gemacht,  dass  die  Arbeit  der 
Reduction  der  Beobachtungszahlen  nebst  der  rückgängigen  ver- 
schwindend gering  ist  im  Vergleich  mit  der  grossen  Arbeits- 
ersparung  in  längeren  Rechnungen;  gegen  den  Einwand  der 
Anhänglichkeit  an  das  Bestehende  der  Umstand,  dass  nur  eine 
geringe  Anzahl  Gelehrter  mit  der  Theilung  des  Winkels  ernstlich 
zu  thun   hat,    deren  Vorgang   die   Menge  willig   folgen   wird. 
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Einem  weiteren  Einwand  hinsichtlich  der  Neaconstruetion  der 
Tafeln  wird  entgegengehalten,  wie  oft  ohnedies  solche  nothwen- 
dig  gewesen  sind.  Ps  folgt  der  Nachweis,  dass  die  Decimal- 
einheiten  mit  den  Bedürfnissen  gut  harmoniren;  schliesslich  diQ 
Mahnung,  dass  Frankreich  sich  nicht  seine  alte  Superiorität  durch 
Zögern  entgehen  lasse. 

Wolf  erklärt  den  ganzen  Kreis  und  den  ganzen  Tag  fUr  die 
natürlichen  Einheiten;  das  Viertel  sei  willkürlich.  D'Abbadie 
entgegnet,  dass  der  Quadrant  stets  als  Winkeleinheit  gegolten 
habe  und  bei  der  Aufsuchung  des  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  in  den 
Tafeln  sich  allein  als  praktisch  erweise. 

Villarceau  citirt  seine  frühere  Erklärung  (1864),  nach  wel- 
cher er  den  Aufschub  des  Ueberganges  zur  Decimaltheilung  gern 
sah,  damit  man  nicht  voreilig  die  Quadranten  zur  Einheit  nehme. 
Der  ganze  Tag  empfehle  sich,  1)  weil  dann  die  Angaben  der 
Zeiten  und  Rectascensionen  zusammenstimmten,  2)  weil  man  bei 
Aufsuchung  von  Winkeln,  in  denen  mehrere  Perioden  enthalten 
sind,  immer  die  ganzen  Perioden  zu  streichen,  also  wie  bei  Lo- 
garithmen dann  immer  nur  mit  dem  Bruch  zu  operiren  habe. 
Ueberhaupt  verdienten  in  der  Anordnung  die  Astronomen  einen 
Vorzug.  Er  fligt  jetzt  mit  Adoption  von  Wolfs  Erklärung  gegen 
d'Abbadie  hinzu:  schon  der  Name  Quadrant  zeige,  dass  derselbe 
nicht  als  Ganzes  aufgefasst  worden  sei.  Dass  erst  die  volle  Pe- 
riode ein  natürliches  Ganze  -darstelle ,  sehe  man  am  besten  an 
einer  um  einen  Endpunkt  rotirenden  Geraden.  Diese  Einheit 
könne  füglich  tour  heissen  und  mit  r  (für  2n)  bezeichnet  werden. 
Er  erwähnt,  (was  d'Abbadie  vergessen  hat,  flir  sich  geltend  zu 
machen,  da  es  doch  bei  numerischer  Rechnung  das  wichtigste 
Moment  ist),  dass  der  Quadrant  den  Umfang  der  absoluten 
Werthe  der  Functionen  darstellt,  jedoch  ohne  dem  Umstände 
Bedeutung  zuzuschreiben. 

Hoüel  schliesst  sich  d'Abbadie's  Erklärung  an,  unterscheidet 
(leider)  das  Interesse  der  Astronomen  von  dem  der  übrigen  Ma- 
thematiker, indem  er  ihnen  überlassen  will  besondere  Tafeln  für 
eigenen  Gebrauch  zu  haben,  hebt  die  umfangreiche  und  in  der 
Praxis  viel  bewährte  Anwendung  des  Quadranten  für  jede  Art 
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periodischer  Transcendenten  hervor ,  legt  dar,  wie  bei  Decimal- 
theilang  des  Quadranten  nur  mit  dem  Bruch  gerechnet  werde, 
die  Ganzen  erst  diakritische  Bedeutung  für  das  Resultat  haben 
wie  beim  Logarithmus,  zeigt  die  Unbequemlichkeit  der  öfteren 
Subtraction  von  0,26;  0,5;  0,75,  welche  eintritt,  wenn  der  Um- 
kreis Einheit  ist,  und  geht  mit  einigen  Betrachtungen  auf  den 
Umfang  der  Tafeln  ein. 

Villarceau  hält  seine  Ansicht  aufrecht,  ohne  Neues  vorzu- 
bringen. H. 

J.  Thoület.  Sur  les  formules  et  les  calculs  qui  ont 
servi  ä  construire  la  grande  carte  gnoraonique  de 
l'Europe  et  des  contr^es  adjacentes.  C.  R.  LXVIII.  380. 1869. 

Enthält  zwei  ohne  Beweis  mitgetheilte  Formeln,  welche  bei 
der  Gonstruction  der  genannten  Karte  benutzt  worden  sind. 

B. 

Bammert.   Aufgaben  aus  der  mathematischen  Geographie. 

Pr.  Ehingen.    1870. 

Die  Aufgaben,  Anwendungen  der  sphärischen  Trigonometrie, 
beziehen  sich  auf  die  tägliche  Bewegung  der  Erde  und  auf  Mond- 
und  Sonnenfinsternisse.    Sie  sind  für  Schulen  wohl  zu  empfehlen. 

0. 

G.  Emsmann.      Sechszehn   mathematisch  -  physikalische 

Probleme.     Leipzig  1869. 

Es  werden  folgende  Abschnitte  der  Physik  in  eleoientarer 
Weise  behandelt:  Thermometer-Correction,  specifische  und  latente 
Wärme,  Declination  der  Magnetnadel,  das  Ohm'sche  Gesetz  und 
die  Gonstanten  galvanischer  Rheomotoren,  die  Minimal- Ablenkung 
beim  Prisma,  der  Brechungsexponent,  Discussion  der  Formel  für 
Hohlspiegel  und  Linsen,  Newton'sche  Ringe,  Dämmerung,  das 
Kräfteparallelepiped,  das  physische  Pendel,  die  Verminderung 
der  Schwere  durch  die  Erdrotation,  das  specifische  Gewicht  einer 
Mischung,  das  barometrische  Höhenmessen,  die  Grösse  der  Ver- 
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dünnung  durch  die  Luftpumpe.    In  einem  Anhange  ist  eine  An- 
zahl Uebungsaufgaben  fttr  Schttler  hinzugefügt 

Wn. 

Schenk,     60  geometrisclie  Aufgaben.  Pr.  oimütz.  1869. 

Einige  Aufgaben  über  Anwendung  der  Algebra  und  Trigo- 
nometrie zur  Lösung  und  Gonstruction  geometrischer  Au%aben 
für  Schüler  der  oberen  Klassen.  M. 

C.  Bruhns.    Neues  logarithmisch-trigonometrisches  Hand- 
buch auf  7    Decimalen.     Leipzig,  Tauchnitz.    1870. 

Die  vorliegenden  Tafeln,  in  deutscher,  französischer,  engli- 
scher und  italienischer  Ausgabe  gleichzeitig  erschienen,  enthalten 
die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  100,000  und  der  trigono- 
metiischen  Functionen  bis  zu  6^  vonSecunde  zuSecunde,  von  da 
ab  von  10  zu  10  Secunden.  Eine  wesentliche  Verbesserung 
gegen  die  Tafeln  von  Bremiker  ist,  dass  für  die  etwaige  Be- 
nutzung von  nur  sechs  Decimalen  ein  Zeichen  gegeben  ist, 
ob  die  fllnf  der  letzten  Decimale  mit  oder  ohne  Erhöhung  fort- 
zulassen ist.  O. 

O.  ScHLöMiLCH.     Fünfstellige   logarithmisch -trigonome- 
trische Tafeln.     Braunschweig,  Vieweg.    1869. 

A.  M.  Nell.    Fünfstellige  Logarithmen  der  Zahlen  und 
der  trioronometrischen  Functionen.    Darmstadt,  Diehl.  1870. 

G.  Luvini.     Tavole  di  logaritmi  asetti  decimale.     Torino 

Arnoldi.    1870. 

Th,  Wittstein.     Fünfstellige   logarithmisch -trigonome- 
trische Tafeln.    Hannover.    1870. 

S.  Stampfer.      liOgarithmisch  -  trigonometrische    Tafeln. 

Wien,  Gerold.     1870. 

F.  G.  Gauss.     Fünfstellige    vollständige  logarithmiscbe 

und  trigonometrische  Tafeln.    Berlin,  Rancb.    1870. 
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H.  Schober.      Logaritmisch  -  trigonometrische   Tafeln. 

stattgart,  Lindemann.    1869. 

F.  DoMEE.  Nautische  astronomisch -logarithmische  Ta- 
feln.     Berlin,  Decker.    1869. 

E.  LüRTZ.  Berechnung  der  Logarithmen  der  natür- 
lichen Zahlen  und  der  trigonometrischen  Functionen. 

Fr.  Kronstadt  in  Siebenbürgen.    1869. 

Sammlung  von  Hülfstafeln  der  Kgl.  Sternwarte  in  Berlin. 

Berlin,  Ddmmler.    1869. 

A.  B.  Butterbeck.    Zeitberechnungstafeln.  Gieesen,  Ricker. 

1870. 

J.  W.  L.  Glaisher.  Tables  of  the  numerical  values  of 
the  sine -integral,  cosine-integi-al,  and  exponential- 
integl-al.   Trans,  of  London.    CLX.  367-388.    1870. 

Die  Tafeln  I— IV  enthalten  Si(x),  Ci(ix),  £i(rr),  Ei  (-a?) 
von  a?  =  0--l  in  Intenfallen  von  0,01  auf  18  Decimalstellen  mit 
DiflTerenzen  dritter  Ordnung.  Die  Tafeln  V— VIII  dasselbe  von 
x  =  l'"b  in  Intervallen  von  0,1  auf  11  Decimalstellen  mit  Dif- 
ferenzen dritter  Ordnung.  Tafel  IX  dasselbe  von  a?  =  5--15 
mit  Intervallen  von  1  auf  11  Stellen.  Tafel  X  enthält  Si  (a:), 
CiCx)  von»  =  20. -.100  mit  Intervallen  von  5,  von  a?  =  100..  200 
nait  Intervallen  von  10,  von  a?  =  200- ••  1000  mit  Intervallen  von 
100,  und  für  einzelne  höhere  Werthe  von  x,  auf  7  Decimalstellen. 
Tafel  XI  giebt  die  Maxima  und  Minima  von  Si  Qc)  auf  7  Stellen ; 
Tafel  XII  dasselbe  für  Ci  (x). 

Cly.  (M.) 

F.  Schaller.     Primzahltafeln.   Berlin,  Mode.    1869. 

D.  Rbgis.  Tavole  graficlie  a  due  argomenti,  fatte  sulle 
fonnole  di  Darcy  e  Bazin,  di  Prony  e  di  Eitel- 
wein, relative  al  movimento  uniforme  deiraqua  in  un 
canalo,   in  un  fiume  ed  in  un  tubo  a  sezioce  circo- 

lare    COStante;     Atti  d.  Soc.  dgl.  Ingegueri  di  Toriuo  1870. 
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M,  R.  PßESSLER.  Das  mathematisclie  Aschenbrödel  in 
Schule,  Werkstatt,  Wald  und  Feld,  oder  der  Ingenieur- 
Messknecht.    Leipzig,  Baumgärtner.    1870. 

Der  sogenannte  Messknecht  ist  eine  mit  einem  Pendel  ver- 
sehene kleine  Papptafel,  welche  durch  Umklappen  einzelner 
Theile  in  ein  Visir-  oder  Messinstrument  verwandelt  werden. kann. 
Sie  dient,  entweder  allein  oder  mit  Stiften,  Dioptern  etc.  armirt, 
als  Masstab,  Transporteur,  Winkelkreuz,  Theodolith,  Nivellir- 
instrument,  Sonnenuhr  etc.  Auf  beiden  Seiten  der  Tafel  befinden 
sich  zahlreiche  mathematische  Tabellen,  die  in  der  Praxis  ange- 
wendet werden,  nämlich:  die  Reciproken,  Quadrat-  und  Cnbik- 
wurzeln,  Potenzen,  Logarithmen,  Maass-Vergleich ungen  und  -Re- 
ductionen,  Zins-  und  Renten-Tabelle,  Kreisumfang  und  -Fläche, 
Kreisbogen,  Segmentenflächen,  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und 
Secanten,  Fallhöhen  und  Fallgeschwindigkeit  etc.  Das  Buch 
selbst  enthält  im  ersten  Abschnitte  eine  Anleitung  zur  Behandlung 
des  Instrumentes,  und  in  den  folgenden  zahlreiche  praktische 
Aufgaben  (mit  Lösungen)  aus  der  Arithmetik,  Planimetrie,  Tri- 
gonometrie, Stereometrie,  Astronomie  uncl  Geodäsie. 

M. 
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